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AVANT-PROPOS. 


Lf  plan  d'cfisîMiible  du  présent  Ouvrage  a  élé  pour  une  honni; 
part  (Iclerniiné  par  les  nécessités  de  notre  enseignement.  11  est 
essenlicl.de  mettre  nos  élèves  le  plus  rapidement  possible  en 
mesure  de  faire  des  applications  dans  le  domaine  des  pièces  pris- 
maticpies,  domaine  qui  se  confond  prescpie  avec  celui  de;  la  Résis- 
tance des  Matériaux  proprement  dite.  Vussi  avons-nous  renoncé 
à  justifier,  dès  le  début,  les  principes  de  <'etle  science  pratique  par 
une  exposition  p^jéalabl:;  de  la  théorie  de  rKlas^ticité.  On  p(;ui 
sans  inconvénienl  ajourner  ces  justificalions,  dont  les  plus  siti>- 
faisantes,  celles  qui  di»coulent  par  exemple  du  problème  de  Sdinl- 
Venant,  ne  peuvenl,  du  reste,  être  que  partielles  et  particulières, 
tout  comme  h,»s  justifications  que;  l'on  jieiit  lircr  d'une  confrontîi- 
lion  directe  de^la  théorie  avec  (les| résultais  d'expérienee.  Malgré 
les  critiques  dont  elle  est  quelquefois  robj<»t,  la  Résistance  des 
Matériaux  peut  se  suffire  à  elle-même,  à  condition,  bien  entendu, 
(pie  Ton  n'ait  j)as  it  son  égard  d'evif;ences  illégitlnics,  ni  d'ambi- 
tions plus  grandes  que  pour  toute  autre  science  appliquée.  Il  s'agit 
(Tune  approximation.  Cette  approximation,  quel  que  soit  son 
d:;g<'é  de  complication,  sera  valable  dans  un  certain  domaine,  si 
elle  traduit  bien  un  certain  nond)re  de  faits  particuliers  obser- 
vables compris  dans  ce  domaine.  11  serait  illogique  de  lui. deman- 
der davantage.  En  dehors  des  frontières  du  domaine,  il  faut 
s-attcndre  à  la  nécessité  de  corrections  de  nature  diverse;.  Dès  lors, 
•il  n'est  pas  indispensable,  ni  même  bien  utile,  de  recourir-^à  des 
princi|)es  abstraits  et  éloignés  pour  pi»ser  les  assises  de  la  Science 
appliquée.  L'essentiel,  c'est  :  d'rine  part,  de  la  faire  cadrer  avec  les 
faits,  et,  d'autre  pari,  de  la  rendre  aussi  simple  que  possible,  di\t-on 
même  pour  cela  restreindre  s(m  domaine  d'application,  puisque 
c'est  seulement  sur  des  solutions  sim[)lcs  (|u«^  le  calcul  peut  ensuite» 
îiVxercer  ulilemenl  pour  en  dé  du  in»  des  consé(|uences. 
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C'esl  dans  cet  esprit  que  nous  avons  envisagé  la  théorie  des 
poutres  prisniatiqlies,  en  faisant  volontairement  celte  restriction 
qu'il  ne  s'agit  que  de  poutres  h.  plan  moyen.  La  force  extérieure 
relative  à  une  seclion  transversale  donnée  est  alors  définie  par 
Vroîs  quantités  seulement.  On  baisse  ainsi  de  côté  les  pliénomèties 
de  torsion.  Cela  n'a  pas  d'inconvénient  sérieux  au  point  de  vue 
pratique,  et  l'on  sait  d'ailleurs  que,  sauf  dans  un  (îas  particulier, 
les  phénomènes  de  torsion  ne  sont  pas  du  domaine  de  laRésistnnce 
des  Matéria|ix.  Il  est  donc  naturel  de  les  réserver. 

On  parvient  ainsi  très  directement  aux  formules  usuelles  qui 
donnent  les  composantes  de  la  force  extérieure,  les  tensions  molé- 
culaires normales  et  tan^entielles  à  la  seclion,  les  déformations 
<lu  prisme  élémentaire  et  la  déformation  d'ensemble  d'i\n  arc  de 
la  fibre  moyenne.  Le  principal  outil  de  la  Résistance  des  Maté- 
riaux est  dès  lors  constitué.  11  consiste  dans  les  trois  équations 
générales  de  déformation,  ou  équations  de  INavier,  complétées  par 
Bresse. 

Ces  équations,  qui  conlien^^ent,  sous  une  forme  explicite,  les 
<lépla<*enients  linéaires  et  angulaires  des  appuis,  lorsqu'on  les 
applique  à  toute  la  longueur  de  la  fibre  moyenne  comprise  entre 
ces  appuis,  se  prétenl  de  la  manière  la  plus  directe  et  la  plus 
srm[)le  ci  la  traduction  des  conditions  variées  dans  lesquelkîS  se 
trouvent  les  systèmes  hypers taiiqaes.  Nous  ne  voyons  aucune 
raison  valable  pour  les  abandonner.  % 

INous  ne  méconnaissons  nullement  l'intérêt,  ni  la  beauté  mathé- 
matique, de  ce  que  Ton  appelle  les.«  Méthodes  Modernes  >>  basées 
sur  les  principes  généraux  de  la  Mécanique,  principe  du  travail 
\irtuel,  principe  des  forces  vives,  on  de  l'Energie.  Mais  si  Ton 
s'attache  surtout  au  point  de  vue  pratique,  on  n'aperçoit  pas  bien 
nettement  les  avantag(\s  du  détour  qu'elles  im|)osent. 

S'agit-il  d*une  poutre,  ou  d'un  arc,  reposant  sur  deux  appuis 
seulement?  On  retombe  fatalement  sur  les  équations  explicites  de 
Bresse,  compte  tenu  des  conditions  des  appuis. 

S'agit-il  d'un  système  plus  complexe?  On  fait  valoir  l'avantag(* 
que   l'on   trouve   dans   l'élimination  aut()matit|ue  des  inconnues 
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(Hles  auxiliaires,  qui  sont  les  déplacements  linéaires  cl  angulaires 
au  droit  des  points  d'appui,-  ou  des  assemblages  de  pièces.  Ce 
résultat  est  indéniable.  Mftis  rsl-il  bien  certain  que  ce  soit  tou- 
jours là  un  avantage?  Il  est  souvent  utile  dé  déterniiner  les  incon- 
nues auxiliaires,  car  ce  que  Ton  mesure  surtout,  lorsque  Ton  fart 
<les  épreuves  de  constructions,  ce  soiit  précisément  des  éléments 
de   déformation,    tassements,    déviations    angulaires   sur  appuis. 
Dans  d'autres  cas,  ée  sont  ces  déformations  qui  se  trouvent  des 
*\    données  de  la  question,  vi  il  faut  bien  alors  recourir  aux  équations 
qui  les  c<mtiennent.  Eniin,  et  surtout,  il   n'est  pas  exact   que  le 
système   d'équations   auquel   on   parvient,    avec   élimination   da* 
inconnues   auxiliaires,    soit    plus   simple   à  établir,   ni  surtout   h 
résoudre  en  pratique,  que  le  système  complet  qui  les  renferme.  Le 
caractère  très  général  des  systèmes  d'équations  auxquels  conduit 
l'application  pure  et  simple  <les  foTmules  de  Bresse,  c'est  de  cons- 
tituer dés  systèmes  linéaires  étages  à  partir  d'un  .petit  nombre 
d'inconnues.  Or,  les  systèmes  étages  se  prélent  à  un  mode  de 
résolution   particulier  et    très   avantageux,    et,  en   regard  de  cet 
avantage,  il  est  bien  peu  important  d'avoir  obtenu  une  réduction - 
CL'.'     dn  nombre  des  inconnues.  Il  faudrait  se  garder,  au  contraire,  de 
faire   mal   à   propos  des  éliminations,    sans  s'être  assuré  que  lé 
système  final  ne  cessera  pas  d'être  étage.  Mieux  vaux  donc  pour 
.  les  théories  générales  consen^er  le  système  complet,  sauf  à  recon- 
naître dans  chaque  cas  particulier  les  éliminations  que  l'on  peut 
faire  sans  inconvénient,  ou  avec  avantage. 

Toutefois,  il  n'était  pas  inutile  de  donner  un  aperçu  do  ces  théo- 
ries  modernes,  ne  fût-ce  que  pour  parvenir  au  théorème  de 
Maxwell,  sur  la  réciprocité  des  déplacements,  dont  la  dènnmstra- 
lion  directe  serait  difficile  et  qui  a  une  très  réelle  ulililé  lorsqu'il 
s'agit  de  tracer  des  lignes  d'influence  de  déplacements.  Mais  cel 
ajierçu  peut  être  très  sommaire  et  nous  n'avons  rien  vu  de  mieux 
à  faire  que  de  transposer  purement  et  simplement  la  méthode 
même  de  Maxvvell,  telle  qu'elle  est  exposée  dane  le  Chapitre  III  de 
son  célèbre  Traité  d'Électricité,  chapitre  intitulé  «  Travail  élec- 
trique et  Energie  d'un  système  de  conducteurs  ».  11  suffit  que  le 
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Ira vaii  soit  exprihic  par  une  somme  de  termes,  qui  soient  chacun 
le  produit  de  deux  facteurs,  tels  que  potentiel  et  charge  électrique, 
force  et  déplacement,  couple  et  rolalion^  pour  que  la  transposition 
puisse  se  faire  pour  ainsi  dire  àSue.  On  trouve  ainsi  dès  le  début 
le  principe  de  réciprocité  général,  altribué  à  Belti,  puis  le  théo- 
rème de  Castigliano,  sur  les  dérivées  partielles  du  travail.  Point 
n'est  besoin  de  supposer  nul  le  travail  des  réactions  des  appuis. 
La  seule  chose  essentielle,  puisqu'il  s'agit  toujours  de  systèmes  de 
forces  en  équilibre,  c'est  de  n'introduire  dans  l'expression  du  tra- 
vail que  des  forces  qui  soient  analytiquement  indépendantes,  en 
utilisant  d'une  manière  ou  d'une  autre  les  équations  d'équilibre 
statique. 

Le  problème  fondamental  qui  se  pose  dans  l'étude  des  poutres 
prjsmatiques,  ou  des  assemblages  des  poutres,  c'est  la  recherche 
des  réactions  d'appui.  Tout  le  reste  s'en  déduit.  Les  systèmes 
statiques  soqt  ceux  pour  lesquels  les  réactions  d'appui  peuvent 
être  déterminées  par  les  seules  équations  de  la  statique.  Us  §onl 
en  petit  nontbre.  Les  autres  sont  appelés  hyper  statiques.  On  les 
ramène  à  l'un  des  premiers  en  supposant  négligées  certaines  des 
conditions  imposées,  ce  qui  permet  de  déterminer  des  réactions 
.  provisoires,  satisfaisant  aux  conditions  d'équilibre  statique  et 
d'obtenir  ainsi  une  sorte  d'état  initial  correspondant  aux  charges. 
On  tient  compte  ensuite  des  conditions  négligées  en  introduisant 
des  réactions  complémentaires  d'appui,  qui  constituent  bien 
entendu  dans  leur  ensemble  un  nouveau  système  de  forces  en 
équilibre.  En  chaque  point  un  effet  de  nature  quelconque  s'obtient 
en  ajoutant  à  l'effet  similaire,  dans  l'état  initial,  une  fonction 
linéaire  des  réactions  complémentaires  d'appui,  ou  du  moins  des 
constantes  qui  suffisent  à  les  définir.  En  choisissant  un  système 
précis  d'appuis  provisoires,  on  peut  traiter  tous  les  problèmes  par- 
ticuliers d'une  manière  uniforme.  On  peut  choisir,  par  exemple,  un 
seul  appui  encasU'é,  ou  deux  appuis  simples  ne  développant  que 
<lcs  réactions  parallèles  aux  charges.  Nous  avons  choisi  ce  dernier 
parti,  qui  présente  d'assez  nombreux  avantages  pratiques,  et  bien 
qu'il  soit  un  peu  plus  particulier  cpie  le  premier,  car  il  siq>pose 
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toutes  les  charges  parallèles  à  une  même  direction.  jVJais  c'est  la 
le  cas  le  plus  habituel,  et  l'on  peut  d'ailleurs  y  ramener  tous  les 
autres. 

La  méthode  générale  ainsi  tracée  se  simplifie  d'ailleurs  considé- 
rablement aussitôt  que  Ton  s'est  pénétré  de  la  hotion  des  lignes 
(V influence.  On  ne  saurait  trop  insister  là-dessus.  Dès  que  Ton 
sait  déterminer  Teflet  produit  en  un  point  par  une  charge  unité, 
parallèle  à  une  direction  fixe,  mais  de  positit/u  arbitraire,  oh  peut 
évidemment  déterminer  TefTet  produit  au  mên'ie  point  par  un 
groupe  de  charges,  parallèles  à  la  même  direction,  mais  de  valeurs 
quelconques  et  de  positions  quelconques.  C'est  l'application  pure 
et  simple  dé  la  loi  de  Hooke,  ou  principe  de  superposition,  qui 
est  à  la  base  de  tout.  Il  faut  donc  de  plus  en  plus  réserver  une 
large  place  aux  lignes  d'influence,  et  Ton  pourrait  même  souhailer 
que  toute  théorie  particulière  se  réduisît  un  jour  au  seul  examen 
de  la  charge  unité,  de  position  variable. 

Les  lignes  d'influence  les  plus  importâmes  feront  donc  natu- 
rellement .celles  qui  se  rapportent  aux  réactions  complémentaires 
d'appui,  car  toutes  les  autres  peuvent  s'en  déduire  par  des  pro- 
cédés plus  ou  moins  directs. 

Il  n'est -pas  inutile  d'appeler  à  ce  propos  l'attention  sur  lé  théo- 
rème si  simple,  et  d'application  si  commode,  qui  permet  de  rame- 
w^.v  la  ligne  d'influence  de  toute  intégrale  telle  que 

,/ 


au  tracé  du  polygone  funiculaire  de  charges  fictives  égales  à  orf^. 
Dans  cette  intégrale  [jL(ç,a)  désigne  le  moment  fléchissant  que 
produirait  au  point  ç  une  charge  unité  placée  à  l'abscisse  a,  si  la 
poutre  était  sur  appuis  simples  (et  d'ailleurs  réduite  à  sa  projec- 
tion horizontale).  Le  tliéorème  est  évident,  en  vertu  de  la  récipro- 
cité particulière  dont  jouit  la  fonction  jjl.  On  a  jjL($,a)  =  [ji(a,  Ç). 
Il  a  d'ailleurs  un  complément  non  moins  évident  quand  la  fonc- 


di 

d[ 
Nous  avons  fait  une  large  place  aux  procédés  el  au  langage  de  la 


tion  [JL  est  remplacée  par  sa  dérivée -—-• 
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Statique  gratphique,  sans  toiitefois  lier  d'une  manière  trop  6troil<î 
les  résultats  à  ces  procédés  et  à  ce  langage.  La  statique  graphique 
se  réduit  au  fond  à  quelques  règles  permettant  de  remplacer  Pexé- 
cution  matérielle  de  certains  calculs  par  des  constructions.  Les 
plus  importantes  d'entre  ces  règles  ne  sont  pas,  à  notre  avis,  les 
plus  générales,  mais  bien  les  règles  particulières  qui  s'appliquent 
au  Ca-s  de  forces  parallèles,  à  répartition  continue,  ou  non.  La 
Considération  des  polygones  funiculaires  de  ces  forces  permet  de 
trouver  d'un  seul  coup  tout  un  ensemble  de  résultats;  d'abord 
tous  ceux  qui  se  rapportent  à  des  groupes  partiels  plus  ou  moins 
étendus  de  «es  forces,  et  ensuite  tous  ceux  qui  dérivent  des  pre- 
miers par  un  simple  déplacement  de  la  droite  origine.  On  fait 
ainsi  des  sommations^  de  produits,  et  même  de  quatrièmes  propor- 
tionnelles, entre  certaines  limites  variables.  C'est  donc  un  pro- 
cédé commode  d'intégration  graphique,  on  plus  ^exactement  de 
quadratures  graphiques,.  Mais  il  serait  excessif  d'y  voir,  soit  une 
méthode  de  recherches  théoriques,  soit  une  condamnation  défi- 
nihve  de  tout  calcul  numérique.  L'Analyse  doit  conserver  sa  pri- 
mauté; c'est  elle  seule  qui  fait, découvrirais  résultats  essentiels. 
Seulement,  il  peut  être  avantageux  de  donner  après  coup  à  ce» 
résultats  une  forme  géométrique,  souvent  plus  expressive,  ou  plus 
commode  à  retenir,  et  permettant  parfois  des  transformations 
heureuses  dans  le  développement  des  conséquences  de  la  théorie 
proprement  dite.  Il  est  également  avantageux,  du  moins  pour  ceux 
qui  savent  dessiner,  de  faire  des  quadratures  graphiques,  au  lieu 
de  faire  des  quadratures  numériques.  Mais  c'est  là  affaire  d'appré- 
ciation individuelle.  Il  ne  convient  pas  de  subordonner  la  théorie 
proprement  dite  à  des  procédés  d'exécution.  Si  cette  manière  de 
voir  n'était  pas  justifiée  suffisamment  par  le  simple  bon  sens,  on 
pourrait  l'appuyer  de  Tautorilé  de  l'illustre  savant,  Maurice  Lévy, 
qui,  lorsqu'il  a  écrit  son  magistral  Traité  de  Statique  graphique,  a 
conservé  à  l'Analyse  un  rôle  de  premier  plan  dans  tous  les  Cha- 
|)itres  essentiels. 

H  ne  peut  être  question  ici  d'analyser,  même  sommairement,  les 
différents  Chapitres  du  présent  Ouvrage.  Toutefois,  il  n'est  peut- 
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être  pa<8  inutile  de  mettre  en  relief  certains  points  importants* 
Nous  avons  consacré  un  Chapitre  entier  à  la  tliéorie  générale 
des  poutres  encastrées,  non  pas  tant  à  cause  de  leur  importance 
propre  que  pour  en  faire  une  sorte  d'introduction  à  la  théorie 
des  poutres  continues.  On  peut  en  pousser  l'analyse  très  loin,  en 
n'utilisant  que  des  données  assez  simples.  D'une  part,  on  fait 
intervenir  trois  constantes,  analogues  à  des  moments  d'inertie, 
cjui  définissent  la  poutre  au, point  de  vue  mécanique,  et  d'où  se 
déduisent  les  foyers  pfiincipaux,  le  centre  fixe,  etc.  D'autre  part, 
on  considère  les  lignes  d'influenciî  des  déplacements  angulaires 
qui  se  produiraient  aux  deux  extrémités  de  la  poutre,  si  celle-ci 
reposait  sur  deux  appuis  simples.  Toutes  les  lignes!  d'inttuen<;e 
lies  moments  fléchissants  et  eftbrts  trancliants  aux  différents  points 
en  découlent  d'une  manière  fort  simple,  et  la  considération  des 
lignes  de  charge  permet  de  démontrer  les  caractères  généraux  de 
ces  lignes  d'influence,  suivant  que  l'on  se  trouve  dans  la  région 
interfocale,  ou  dans  les  régions  extrêmes.  Ces  caractères  généraux 
facilitent  grandement  le  tracé  approximatif  des  lignes  enveloppes 
dans  les  cas  les  plus  ordinaires  de  surcharges. 

Nous  avons  jugé  utile  de  donner  une  théorie  assez  générale  des 
poutres   continues   liées    à   leurs  appuis  d'une  manière   plus  ou 
moins  complète,  et  ces  appuis  étant  eux-mêmes  supposés  défor- 
inables.  C'est  en  somme  tout  le  problème  des  portiques^  qui  se 
pose  principalement  pour  le  béton  armé.  On  trouve  facilement  les 
caractères  généraux  des  lignes  d'influence  des  réactions  d'appui, 
des  moments  fléchissants  et  des  efforts  trancliants,  ef  Ton  recon- 
naît  nettement   le  caractère  «  étage  »  que  présente  toujours  le 
système  d'équations  du  premier  degré,  quand  on  ajoute  aux  équa- 
tions de  liaison  et  aux  équations  de  la  statique  les  équations   de 
déformation  de  Bresse.  Lorsque  l'on  considère  en  particulier  le 
ras  d'appuis  incompressibles,  mais  capables   de   développer   des 
couples  de  réaction,  en  même  temps  que  des  réactions  verticales, 
on  peut  suivre  pas  à  pas  la  théorie  des  poutres  encastrées  et  faire 
ressortir  des  analogies  intéressantes.  Nous  ajoutons,  pour  le  cas 
d'appuis  i^ompressibles  ou  non,  mais  incapables  de  couples  de 
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réaction,  le  principe  d'utie  méthode  duc  à  M.  de  Fonlviolant,  qui 
peut  être  avantageux  lorsque  le  nombre  des  travées  est  petit. 

En  ce  qui  concerne  les  arcs:^  nous  n'avons  pas  jugé  utile  d'expo- 
ser les  méthodes  dites  géométriques  qui  sont  en  faveur  surtout  a 
Tétrànger.  Ce  ne  sont,  au  fond,  que  des  transpositions  des  résultats 
analytiques  qu'on  déduit  directement  des.  équations  de  Bresse,  et  , 
qui  résultent,  dans  le  cas  d'arcs  encastrés,  des  indications  de 
Maurice  Lévy  pour  la  séparation  c^es  inconnues.  Les  moments 
d'inertie  de  la  fibre  moyenne  (ou  des  deux  courbés  tracées  de  part 
ci  d'autre  à  une  distance  égale  au  rayon  de  gyraition). apparaissent 
assez  directement  dans  les  intégraleslpour  qu'on  puisse  les  utiliser: 
sans  détour  aucun,  (par  voie  (de  calcul  numérique  tou  graphique. 
Par  contre,  nous  avons  tenu  à  analyser  d'une  manière  complète  les 
résultats  de  Bresse  sur  les  arcs  articulés,  à  fibre  moyenne  circu- 
laire et  à  section  constante.  Nous  avons  donné  un  analyse  sem- 
blable pour  plusieurs  autres  cas  d'arcs  articulés,  ou  encastrés,  cl 
donné  dans  chaque  cas  .des  Tableaux  qui  équivalent  à  la  connais- 
sance des  lignes  d'influence  des  réactions  des  appuis.  On  peut  les 
ntiliser  directement  pour  des  calculs  sommaires,  dés  que  l'on 
(connaît  le  rayon  de  gyration  moyen  attribue  à  Tare,  et  tout  le 
reste  s'en  déduit.  Nous  insistons  sur  co  fait  que  la  fatigue  maxima 
dans  le  cas  des  arcs  ne  correspond  ni  au  maximum  de  l'effort  nor- 
mal, ni  au  maximum  du  moment  fléchissant,  et  qu'il  faut,  par  suite,  \/ 
après  avoir  arrêté  les  dimensions  transversales  de  Tare,  au  moins 
pour  certains  points  donnés,  tracer  le  plus  directement  possible 
les  lignes  d'influence  des  fiUigues  en  ces  points. 

Après  avoir  traité,  à  titre  d'exemples,  divers  cas  de  poutres  et 
d'arcs  associés,  nous  parlons  assez  longuement  d(\s  systèmes  qui 
deviennent  instables  quand  la  charge  dépasse  une  certaine  valeur 
critique.  Les  poutres  chargées  de  bout  eu  sont  l'exemple  le  plus 
classique.  Nous  exposons  la  théorie  d'Euler,  qui  ne  nous  paraît 
pas  mériter  les  reproches  dont  elle  a  été  quelquefois  l'objet,  cl 
nous  montrons  que  la  formule  de  Raukine  et  les  règles  qu'on  eu 
déduit  assurent  tout  simplement  un  surcroît  de  sécurité.  Des 
méthodes   approchées   permettent,   dans  des   cas  moins  simples. 
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il-()bteiiir    des    valeurs  "  approximatives    des    charges    critiques. 

Dans  Texposo  des -systèmes  articulés,  nous  donnons  une  place  à 
part  aux  sYslènios  simplement  triangulés,  avec  un  canevas  type, 
auquel  on  peut  rattacher  tous  les  autres  et  qui  fournit  sans  anibi- 
guité,  moyennant  \\\\  simple  numérotage,  des  régies  précises  pour 
la  détermination  des  sommets  opposés  aux  barres  et  pour  la  com- 
position des  moments  de  flexion  correspondants. 

L'n  Chapitre  est  consacré  aux  câbles  flexibles.  Leur  théorie  se 
rattache  directement  à  celk  des  poutres  prismatiques,  et  la  forme 
prise  par  un  cable  est  pour  ainsi  dire,  par  définition,  un  polygone 
funiculaire  des  charges.  Nous  exposons  le  procédé  de  rectifiçalion 
de  Résal  et  nous  en  donnons  une  variante,  qui  suffit  dans  la  plu- 
part  des  cas  et  qui  a  l'avantage  de  fournir  directement  la  valeur  de 
la  poussée.  Dajns  le  cas  de  cables  associés  à  des  poutres  de  rigidité, 
nous  reprenons  aussi  la  théorie  de  Résal,  avec  Téquation  différen- 
tielle de  RJ-  Godard,  et  montronsqu^onpeutconserxer  les  résultats 
de  Rankîne  et  de  Maurice  Lévy  en  ce  qui  concerne  la  détermina- 
lion  des  réactions  d'ap[)ui. 

l-rcs  principes  de  la  Résistance  des  Matériaux  s'appliquent  aux 
ouvrages  en  maçonnerie,  ou  en  ciment  armé,  quand  on  les  suppose 
incapables  d'efforts  de  traction,  à  la  seule  condition  de  déterminer 
des  sections  réduites  convenables^  par  élimination  clés  aires 
exposées  à  se  fissurer.  La  section  réduite  est  alors  telle  que  l'axe 
neutre  ne  la  coupe  pins.  L'ne  méthode  indirecte  permet  de 
trouver  sans  peine  Taxe  neutre  lorsque  la  section  primitive 
possède  un  axe  de  symétrie  dans  le  plan  moyen. 

Là  se  termine  le  domaine  de  la  Résistance  des  Matériaux  et 
commence  celui  de  la  théorie  de  TElasticité.  Nous  avons  pensé  que 
le  moment  était  venu  d'introduire  dans  l'enseignement  des  Ingé- 
nieurs,  non  pas  seulement  les  principes  de  cette  science  et  ses 
applications  les  plus  simples,  mais  aussi  et  surtout  les  problèmes 
généraux  qu'elle  a  permis  d'aborder  et  de  résoudre  au  moins  en 
partie.  Mais,  pour  vulgariser,  il  fallait  coordonner,  condenser,  sim- 
plifier des  exposés  souvent  fort  étendus,  et  parfois  les  compléter. 
C'était  une  tâche  assez  ardue  et  délicate,  et  l'avenir  seul  nous  dira 
si  nous  l'avons  convenablement  remplie. 
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DaQs  l'exposé  des  principes^  nous  n'avoixs  riçn  changé,  ni  à  h 
méthode,  ni  aux  notations  de  Lartié'qui  sont  aussi  claires  que  pos- 
sihle  et  qui  sont  conservées  d'ailleurs  dans  les  Gours  de  TEcOlc 
Polytechnique.  Nous  donnons,  d'après  Lara é,  les  caractères  géné- 
raux des  solutions  "des  équations  indéfinies,  et  nous  rappelons  les 
splutioiis  générales  que  ce  savant  a  rattachées  aux  potentiels  ordi-^ 
naires  et  aux  potentiels  directs  (ou  de  seconde  espèce) ^  ainsi  que, 
Les  solutions  simples  particulières  qui  peuvent  servir,  combinées 
par  voie  d'addition,  à  composer  des  «olutions  suffisamment  gêné- 
»ales  pour  satisfaire  aux  conditions  à  la  surface,  d'une  manière  plus 
ou  moins  approchée,  « 

La  théorie  de  TElastiçité  plane  méritait  une  attention  j)articu- 
lière,  eiv  raison  des  simplifications  qu'elle  apporte  et  en  raison  de 
ce  fait  qu'on  peut  obtenir  des  solutions  élastiques  en  partant  direc- 
tement des  tensions,  pourvu  qu'on  adjoigne  aux  deux  équations 
générales  d'équilibre  la  condition  dite  de  Maurice  Lé vy,  qui  traduit 
simplement  dans  ce  cas,  Tune^des  conditions  pe  Lamé.  Les  solu- 
tions sont  indépendantes  des  coefficients  d'élasticité. D'autre  pari, 
on  peut  préparer  Tétude  des  problèmes  particuliers  en  faisant  une 
discussion  détaiUée  des  tensions  autour  d'un  point,  reconnaître  les 
valeurs  et  les  directions  des  plus  grandes  tensions  normales  et  tan- 
gentielles,  et  les  directions  les  plus  e;tposées  aux  ruptures  par  glis- 
sement dans  les  massifs  cohérents  ou  non  cohérents. 

Le  premier  des  grands  problèmes  qui  se  présentent,  après  les 
applications  simples  connues,  c'est  le  problème  de.  Saint- V^enani. 
Nous  résumons  en  ^quelques  pages  la  solution  développée  par  ^ 
Clebsch,  puis  nous  nous  attardons  au  problème  de  la  lU*xion  com- 
posée, pour  montrer  l'accord  des  résultats  obtenus  avec  les  règl^ 
de  la  Résistance  des  Matériaux,  tant  en  ce  qui  concerne  l'efFort 
normal  qu'en  ce  qui  concerne  l'efTort  tranchant.  Nous  étudions  en 
détail,  à  cet  eflet,  le  cas  des  sections  elliptiques  et  des  sections 
rectangulaires.  Le  problème  de  la  torsion/reçolt|dans  la  théorie  dç 
Saint- Venant ■  une  solution  rationnelle  applicable  pratiquement 
'dans  un  certain  nombre  de  cas  simples. 

Un  second  problème  important  est  celui  des  plaques  planes  qui, 
dans  un  certain  sens,  fait  le  pendant  du  problème  d«  Saint- Venani 
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OU  des  poutres  prismatiques  à  (îhre  moyenne.  Ici,  tout  se  rattaclie 
îï  Ja  déformation  du  feuillet  moyen,'  et  tout  se  ramène  à  réqualloii 
de  La^range^  On  peut  traiter  complètement  le  cas  des  plaques  cir- 
culaires, encastrées  ou  appuyées  à  leur  pourtour  et  celui  des 
plaques  rectangulaires  appuyées  et  uniformément  chargées.  La 
belle  solution  que  Navier  a  donnée  dans  ce  dernier  cas  se  trouve, 
malgré  Temploi  de  séries  doubles,  très  accessible  à  la  pratique,  et 
il  suffirait,  pour  la  rendre Jtout  à  fai^ pratique, <le  dresser  des  Tables 
fournissant  les  valeurs  numériques  de  certaines  séries.  Nous  en 
avons  donné  une  ébauche. 

Dans  le  cas  de  plaques  incomplètement  changées,  Résal,  corri- 
geant une  formule  de  Navier,  a  montré  que  l'on  pouvait  utiliser  la 
même  méthode  lorsque  la  charge  occupe  un  rectangle  concenlrique 
à  la  plaque.  Il  suffit  d'introduire  dans  chaque  solution  simple  un 


facteur  tel  que  (  -  i)  '  sin— ; sin  ,  •  l/à  encore  on  pour- 
rait rendre  d'importants  services  en  calculant  la  valeur  de  cer- 
taines séries  [)our  diverses   valeurs  simples  des  rapports  j  -^  p, 

a        b' 

—  et  -T- 
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Nous  domions  en  terminant  quelques  indications  sur  les  travaux 
de  Maurice  Lévy  et  sur  les  solutions  simples  (se  confondant  avec 
celles  de  Lamé)  que  l'on  peut  employer  pour,.composer"des  solu- 
tions approximatives  dans  le  cas  des  plaques  encastrées  et  méiue 
dans  des  cas  plus  complexes.  On  peut  toujours  ajouter  à  une  solu- 
tion particulière  de  l'équation  de  Lagrange  d'autres  solutions  de  la 
■riênie  équation  privée  de  second  membre,  qui  n'est  pas  autre  chose 
alors  qu'une  des  conditions  de  Lamé. 

Nous  avons  pensé  aussi  qu'il  fallait  faire  cpniTottre  et  vulgariser 
les  remarquables  travaux  de  M.  Boussinesq  sur  les  massifs  indéfînis 
sollicités  dans  une  région  limitée.  Il  semble  qu'en  se  familiarisant 
avec  les.  résultats  qu'ils  a  obtenus,  on  arrive  à  se  former  une  vision 
assez  nette  du  mode  de  propagation  des  efforts  ckms  un  milieu  élas- 
tique. De  là  pourraient  découler  des  règles  pratique»»  fécoiides  sur 
l'étendue  des  zones  de  répartition  des  charges  dites  concentrées  à 
travers  un  «  matelas  »  d'une  certaine  épaisseur.  Après  avoir  résumé 
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les  propriétés  des  potentiels  logarithmiques  à  (rois  variables,  que 
M.  Boussinesq  a  envisagés  dans  le  problème  du  massif  indéfîni 
limité  par  un  plan',  nous  avons  pu  opérer  ^ine  vérification  simple 
des  deux  solutions  types  qui  conviennent,  Tune  au  cas  de  charges 
normales,  l'autre  au  cas  de  charges  tangentielles,  puis  en  dévelop- 
per les  principales  conséquences.  Ces  solutions  peuvent  être  trans- 
posées en  élasticité  plane,  sans  difficulté  spéciale  d'analyse,  lorsque 
Ton  part  des  formules  relatives  aux  tensions. 

« 

Les  travaux  de  M.  Boussinesq  paraissent  avoir  tout  au  moins 
préparé,  sinon  inspiré,  la  théorie  de  Hertz  sur  les  corps  au  contact. 
Nous  avons  pu  exposer  assez  brièvenîcnt  cette  dernière  théorie, 
qui  doit  désormais  servir  de  base  logique  pour  rétablissement  d'un 
certain  nomKre  de  pièces  importantes  dans  la  construction  des 
machines  et  même  des  ouvrages  d'art,  rouleaux,  rotules,  billes, 
paliers,  etc.  La  généralisation  des  essais  à  la  bille  de- Brinel  est  un 
nouveau  motif  de  ne  plus  ignorer  ces  résultats.. 

Enfin,  nous  avons  consacié  un  Chapitre  assez  long  aux  ir.assifs 
pesants,  et  notamment  à  la  poussée  des  terres.  Nous  avons  tenu  à 
marquer  bien  nettement  toutes  les  réserves  qui  s'imposent,  et  elles 
sont  nombreuses.  En  étudiant  les  massifs  de  barrage  à  forme  trian- 
gulaire, déjà  étudiés  par  Maurice  Lévj,  nous  avons  montré  que  la 
solution  linéaire  est  la  seule  compatible  avec  l'hypothèse  d'efforls 
variant  proportionnellement  au  rayon  vecteur.  Quand  cétle  solu- 
tion linéaire  cesse  d'être  applicable,  par  exemple  dans  le  cas  de 
.  digues'en  terre  à  talus  adoucis,  il  reste  la  ressource  d'aimettre  des 
lignes  de  discontinuité  pour  les  déplacements.  Un  massif  triangu- 
laire doit  alors  èlre  considéré  comme  la  juxtapositionde  plusieurs 
\/  massifs  différents.  C'est  peut-être  traduire  bien  librement  les  tra- 

vaux  de  M.' Boussinesq,  que  de  ratlj^cher|à  cette  notion  de  lignes  de 
discontinuité  la  belle  solution 'qu'il  a  trouvée  pour  l'équilibre  d'u:i 
massif  terreux  limité  par  un  mur  de  soutènement.  Mais  la  néces- 
sité d'être  bref  ne  nous  a  pas  permis  d'entrer  dans  de  plus  longs 
développements  pour  un  Cours  déjà  très  surchargé. 
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CHAPITRE  I. 

RAPPEL  DE  NOTIONS  DE  MÉCANIQUE.  MOMENTS  D'INERTIE. 


I.   —    R^>PEL  DE  QUELQUES  NOTIONS  DE  MÉGANIQUE. 

Trièdre  normal  de  référence.  Sens  positif  des  rotations.  —  En 
Mécanique  on  rapporte  ordinairement  la  position  d'un  point,  ici 
que  M,  à  trois  axes  concourants  rectangulaires  Oa?,  Or,  O^  au  sujet 

Fig.  I. 


desquels  on  fait  expressément  les  conventions  suivantes.  La  di roc- 
lion  positive  sur  Taxe  Os  est  telle  qu'un  observateur  placé  le  lon^ 
de  cet  axe,  les  pieds  en  O  çt  la  tête  sur  la  direction  positive  O^. 
voie  la  direction  positive  Oy  à  droite  de  la  direction  positive  Ox. 

PlOEACP  I 
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11  est  aisé  de  îivconnaîlré  qite,  par  permiiUtian,  un  ol^servateur 
placé  le  lonjç  de  Ox\  verra  Os  à  droite  de  Oy,  ef  qu'un  observa- 
teur placé  le  long  de  Oy  verra  Ox  à  droite  de  Oz, 

Celte  convention  fixe  le  sens  des  rotations  positives  sur  les  trois 
plans  coordonnés.  Ces  rotations,  loules  effectuées  de  gauche  a 
droite  pour  un  observateur  placé  sur  la  direction  positive  de  Taxe 
perpendiculaire  au  plan,  sont  celles  qui  perniettenr  d'amener  res- 
pectivement O^,  Oy,  Oz  sur  Oy,  Oz^  Ox  en  décrivant  un  seul 
quadrant. 

Lorsqu'on  envisage  un  système  plan,  on  représente  générale- 
ment les  deux  seuls  axes  de  coordonnées  Ox  et  Oy  comme  il  est 
indiqué  sur  la  figure  n*  2.  Pour  que  les  conventions  et  les  formules 

Fig.  2. 

y 
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générales  demeurent  applicables  il  est  nécessaire  de  supposer  que 
le  troisième  axe  O-z,  à  considérer  éventuellement,  a  sa  direction 
positive  en  arriére  du  plan  du  tableau.  C'est  ainsi  qu'on  obtient 
un  trièdre  positif  de  référence  et  que  le  sens  positif  des  rotations 
reste  celui  qui  amène  Ox  en  coïncidence  avec  Oj^  par  une  rotation 
d'un  angle  droit. 

Demi-droites  et  faces  associées  des  plans  perpendiculaires.   — 

Il  y  a  un  grand  intérêt,  pour  éviter  des  erreurs  de  signe,  à  distin- 
guer sur  chaq4ie  plan  ou  surface  la  face  positive  et  la  face  négative. 
On  y  parvient  de  la  manière  suivante. 

La  face  positive  sur  chacun  des  plans  coordonnés  est  celle  qui  se 
trouve  du  c(Mé  de  la  direction  positive  de  l'axe  perpendiculaire. 
Ainsi  la  face  positive  du  plan  Oxy  est  celle  qui  est  du  côté  de  la 
demi-droite  O^. 

Pour  oliaque  plan,  ou  élément  plan  infiniment  petit  d'une  sur- 
face courbe,  on  définit  un  sens  positif  sur  l'une  de  ses  normales. 
La  face  positive  du  plan,  ou  de  l'élément  plan,  sera  celle  qui  est 
située  du  côté  de  la  direction  positive  de  la  normale. 
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A  chacjae  demi-droiu»  de  l'espace,  définies  par  ses  rosinus  diree- 
Huirs*,  p,  y,  roiTe^^pand  ainsi  sans  ambiguïté  une  face  biendéler- 
niîaée  du  plan  perpendiculaire.  Le  système  formv  par  la  dcmi- 
4lroile  fll  la  foce  associée  est  évidenunent  tel  que,  si  on  le  déplace 
de  façon  que  la  deml-droile  vienne  coïncider  respectivement  avec 
i)x^  Oy^  Ozj  la  face  associée  vienne  coïncider  avec  la  face  positive 
des  plans  Oyjz^  Ozx.  Oxy  respeclivemenl. 

Vectemas*  .MomBiit  d'un.  .^vBCtw.  Etant  donné  «n  point  M,  do 
oeorrdonaées  ar,^,  5,  ex.  une  demi-droite  MN  de  cosinus  directeurs 
a,  ^,  y,  si  Ton  porle«dans  la  direction  de  cette  deini^roite  une  len- 
teur MF  =  F,  on  a  un  segmewt  MF  parfaiteiweni  défini  en  gran^ 
deur  et  en  position  par  les  coordonnées  x,  y^  z  du  point  M,  q»i 
porte  le  nom  de  point  d'application  ;  par  les  cosinus  directeurs  a, 
3,  Y  de  la  demi-droite,  qui  porte  le  nom  de  ligiw  d\iction^  el 
par  la  longueur  F. 

Si  la  longueur  F  était  portée  dans  la  direction  MN'  de  la  demi- 
droite  prolongement  de  MN,  il  faudrait  bien  c»ntendu  cbanger  les 
cosinus  directeurs  a,  jS,  v  en  -  a  -  j3  -y.  On  peut  dire  alors 
conventionnellement  que  la  ligne  d  action  n'a  pas  cliangé  el  con- 
scr\e  les  cosinus  directeurs  a,  p,  y,  mais  (pie  le  vecteur  MF'  est 
négatif. 

Les  projections  suivante  les  axes  coordonnés  d'un  vecteur  tel  que 
MF  p;pt  respe(.ti\ement  pour  valeur 

Z  =  Fv. 

(les  trois  proj(M*lious,  qu'on  appelle  composantes  du  vecteêtry, 
peuvent  être  substituées  pour  définir  le  vecteur^  im  grandeur  et  en 
orientation^  aux  quatre  quantités  F,  a,  p,  y,  dont  les  trois  der- 
nières ne  sont  pas  indépendantes,  mais  scmt  liées  par  la  relation 

En  supposant  F  essentiellement  positif,  on  a,  en  effet. 
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D'un  autre  côté  on  peut  substituer  aux  trois  coordonnées  a:,^,  z^ 
qui  définissent  l'origine  M  du  vecteur  et  qui  fixent,  par  suite,  la 
position  de  sa  ligne  d'action,  trois  autres  quantités  fonctions  de  x^ 
y,  z  et  de  X,  Y,  Z.  On  choisit,  à  cet  effet,  les  trois  fonctions 

(i)  I  B  =  «X  — arZ, 

Lés  trois  quantités  ainsi  définies,  qu'on  appelle  moments  du 
vecteur  OF  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés^  sont  consi- 
dérées comme  représentant  en  grandeur  et  en  signe  les  composantes 
suivant  les  axes  d'un  second  vecteur  OV,  issu  de  l'origine  O  des 
coordonnées  et  qu'on  appelle  le  moment  par  rapport  au  point  O 
du  vecteur  MF. 

On  démontre  facilement  que  le  vecteur  OV  est  perpendiculaire 
au  plan  OMF,  car  il  est  perpendiculaire  à  la  fois  aux  deux  direc- 
tions OM  et  MF  en  vertu  des  relations 

(9,)  Aar -+- B^ -4- C-5  =  o, 

(3)  AX-f-BY-+- CZ  =  o, 

qu'on  déduit  des  expressions  de  ABC. 

On  démontre  aussi  que  sa  direction  est  telle  qu'un  observateur 
placé  les  pieds  en  O  et  la  tête  en  V  voie  s'effectuer  dans  le  sens 
positif,  c'est-à-dire  de  gauche  à  droite,  la  rotation  qui  amènerait 
la  droite  OM  sur  la  droite  OF. 

Enfin  la  grandeur  de  OV  est  égale  au  double  de  l'aire  du 
triangle  OMF,  ou  égale  au  produit  de  MF  par  la  perpendicu- 
laire OQ  abaissée  de  O  sur  MN. 

La  connaissance  du  vecteur  OV,  moment  du  vecteur  MF  par 
rapport  au  point  O,  ou  de  ses  trois  composantes  A,  B,  C,  moments 
du  vecteur  MF  par  rapport  aux  trois  axes  coo?*donnés^  ne  rem- 
place pas  complclement  la  connaissance  du  point  d'application  M 
du  vecteur.  Les  trois  composantes  A,  B,  C  ne  sont  pas,  en  effet, 
trois  fonctions  distinctes  puisqu'elles  sont  liées  à  X,  Y,  Z  par  la 
relation  (3)  et  ne  définissent,  avec  X,  Y,  Z,  que  la  position  de  la 
ligne  d'action  MN. 

Deux  vecteurs  qui  ont  mêmes  composantes  X,  Y,  Z  et  mêmes 
moments  A,  B,  C,  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés,  ces  six 
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quantités  étant  liées  par  Téquation  (3),  sont  donc  simplement  deux 
vecteurs  égaux  ayant  la  même  ligne  d'action,  mais  non  le  même 
point  d'application.  Mais,  en  Mécanique,  deux  semblables  vecteurs 
jouent  des  rôles  identiques  et  on  les  qualifie  d^ équivalents. 

11  est  bien  évident  que  deux  vecteurs  équivalents  ont  mêmes 
composantes  et  mêmes  moments  par  rapport  à  trois  axçs  coordon- 
nés quelconques. 

Si  l'origine  des  coordonnées  ne  change  pas  et-  si  l'on  désigne 
par  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de  l'un  des  nouveaux  axes,  OX' 
par  exemple,  on  a 

A'=  Aa-f-Bp-i-CY. 

Si  Ton  déplace  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  et  si  a,  6,  c 
désignent  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rapport  au 
système  primitif,  X,  Y,  Z  ne  changent  pas,  mais  on  a 

B'  et  C  s'en  déduisant  par  permutation. 

Systèmes  de  vecteurs.  —  Supposons  qu'on  ail  un  système  de 
vecteurs  Fj,  F.^,  ...  distribués  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace  et  définis  chacun  par  leurs  composantes  (X|,  Y,,  Zi), 
(Xa,  Y2,Z2),  ...,  et  par  leurs  moments  (A,,B«,  C|),  (A2,B2,C2), . . . 
par  rapport  aux  axes  coordonnés. 

Considérons  le  vecteur  OF  mené  par  l'origine  et  dont  les  com- 
posantes soient 

P  =  X,-+-X,-f- ...  =SX, 

Q=  Y,-+- Y,-h  ...  =  SY, 
R  =:Zi-+-Z, -h  ...=--  2Z, 

et  le  vecteur  OV  également  mené  par  l'origine  et  dont  les  compo- 
santes soient 

.      L  =  Ai-+- A,-i- ...  =  SA, 

iVl  =  Bi-h  Bj-h  ...  =  SB, 

N  =  Ct  H-C,-f-  ...  =SC. 

Le  vecteur  OF  s'appelle  la  résultante  de  translation^  ou  plus 
simplement  la  résultante  du  système  donné.  Le  vecteur  OV  s'ap- 
pelle le  moment  résultant. 


O  .  CHAPI  rRB   I. 

Elii  géuéralisantla  uolion  d'équivaleiicr,  ou  dit  que  deux,  sys- 
tèmes de  vecleiips  sont  rquivalcnts  quand  ils  ont  à  la  fois-  même 
ré&ullanie  ei  ménhe  moment  résulianl.  Il  v  ^  une  iuianllé  de  sy>- 
tènies  de  vecteurs  équivalents  à  un  système  donné^  et  le  problèm^^ 
dil  de  la  oompoëitioa  ou  de  la  réduction  des  veeteurs  consiste  à 
reehereher  les  systèmes  équivalents  les  plus  simples  possibles. 
On  dimioiilre  faeilemenl  que  deux  systèmes  équivalentes  satisfont 
«ncôi'ïîiaux  conditions! d'éipiivalenee  quel  que  soit  le  système  dv 
coordonnées  (dioi^i.  Par  exemple,  en  déplaçant  les  axes  parallèk*- 
raent  à  eux-mêmes,  PQR  ne  changent  pas  pour  Tun  quelconque) 
des  systèmes,  et  Tonji 

L'=  L-(6R  — cQ), 
M'  =  M— (cP  — aRj, 
N'  =  N  — (aQ— 6P). 

L'égalité  des  six  quantités  PQR;  LMIS  entraîne  relie  deL'M'jN'  pour 
'eux  systèmes  équivalents. 

Lorsqu'on  a  un  système  de  vecteurs  concourants,  c'est-à-dire 
issus  d'un  même  point  d^application  O,  en  prenant  ce  point  comme 
origine,  on  a  évidemment 

L  =  M  =  x\  =  o. 

Oh  obtient  alors  un  système  équi\  aient  en  prenant  simplement  la 
résultante  du  système,  vecteur  passant  par  O  et  dont  les  compo- 
santes sont  P,  Q,  R. 

Si  Ton  a  un  système  de  vecteurs  parallèles  on  peut,  en  général, 
le  remplacer  aussi  par  un  vecteur  unique  parallèle  à  la  direction 
donnée.  C'est  le  cas  limite  du  précédent. 

Dans  le  cas  le  plus  général  on  ne  saurait  réduire  un  système  d<^ 
vecteurs  à  un  vecteur  unique,  car  les  six  quantités  P,  Q,  R;  L, 
M,  N  sont  alors  indépendantes  et  l'on  a  vu  (équation  3)  que  pour 
un  vecteur  unique  les  six  quantités  correspondantes  sont  liées  par 
une  condition,  qui  serait  ici- 
PL  -+-  QM  -h  RN  =  o. 

On  peut  trouver  un  système  équivalent  et  simple  en  adipignant 
à  la  résultante  de  translation,  passant  par  l'origine,  et  dont  le  mo- 
ment est,  par  suite,  nul,  un  système  quelcompie  dont  la  résultante 
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so4l  nulle  et  dout  le  momeal  résiiltaixt  ait  pour  (!()niposantes.  L, 
M,  N. 

Parmi  les  systèmes- de  celte  espèce  le  plus  simple  est  (!elui  qui 
peut  èipe  cousiiiuè  par  deux  vecteurs  égaux  agisvsaiil  S4ir  deux 
droites  parallèles  et  en  seas  inverse  Fuji  de  Tautre.  In  pareil  sys- 
tème porle  le  nom  de  couple.  Sa  résultante  de  translation  est  nulle, 
et  son  moment  ré^ukaat  est  le  même  par  rapport  à  tout  point  de 
TespaecDeux  couples^soat  équivalents  quand  ils  ont  inèjBe  uoLotnent 
résultant. 

On  peut  donc  avoir  un  système  équivalent  à  un  système  donné 
en  prenant  sa  résultante  de  translation  et  en  y  adjoignant  un 
couple  quelconque  ayant  même  moment  résultant  que  lui. 

L\)rigine  des  coordonnées  élan t  arbitraire,  ce  résultat  s'applique; 
à  un  point  quelconque  de  l'espace.  Quelle  que  soit  Torigine  choisie, 
la  résultante  de  translation  demeure  la  même  en  grandeur  et  en 
direction;  mais  le  couple  varie  évidemment,  comme  le  moment 
résultant,  quand  on  déplace  l'origine. 

H.  —  Constantes  mk(«\mques  d'un  système  matériel. 

SOMME,   moments   ET   CENTRES   DE   GR.VV1TÉ.    MOMENTS   d' INERTIE. 

Systèmes  de  points  ou  d'éléments  matériels.  -  -  Soit  un  système 
de  points  M«,  Ma,  ...  situés  d^me  manière  quelconque  dans  l'es- 
pace, et  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  (ap«,  ^«,  ^i), 
(^2?  >'2?  ^a )j  •  •  •  •  ^^^  points  peuvent  être  des  points  matériels,  au 
sens  de  la  Mécanique  rationnelle,  auxquels  sont  attachées  des 
masses  m^,  mj,  . . .  qui  sont  de  véritables  coefficients  numériques, 
positifs  ou  négatifs.  Ils  peuvent  aussi  être  considérés  comme  fai- 
sant partie  d'éléments  de  lignes,  de  surfaces,  de  volumes  continus 
dont  les  coefficients  />i«,  m^^  ...  représentent  les  grandeurs  res- 
pectives. 

Ln  pareil  système  est  défini  au  point  de  vue  mécanique  par  un 
certain  nombre  de  constantes,  parmi  lesquelles  se  place  en  pre- 
mier lieu  la  somme  des  masses  ou  éléments  définie  parFégalité 

S  =  mi  4- mi-t- . . .  =  li/n. 

Les  autres  constantes  fondamentales  sont  celles  qui  interviennent 
dans  l'expression  de  la  quantité  de  mouvement  ou  de  la  force  vive  du 
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système,  quand  on  lui  fait  subir  un  déplacement  d'ensemble  :  trans- 
lation ou  rotation  autour  d\in  axe. 

Constantes  de  translation.  Moments  du  premier  ordre.  Centre  de 
gravité.  —  Supposons  qu'on  fasse  subir  au  système  une  translation 
égale  à  Tunité  dans  la  direction  a^y. 

A  chaque  point  M  sera  attaché  un  vecteur  égal  au  produit 
de  sa  masse  par  le  vecteur  constant  qui  représente  la  translation. 
Les  composantes  de  ce  vecteur  seront  donc  d'une  manière  géné- 
rale 

X  =  ma,        Y  =  mp,        Z  =  my. 

La  résultante  de  tous  ces  vecteurs  aura  pour  composantes  : 

i    P  =^al,m  =aS, 

(   R=yS. 
Leur  moment  résultant  aura  pour  composantes  : 

X  r 

(a)  \M= =  *(^mz  —  aZmXf 

\  N    - =  a  S  m.r  —  p£  my. 

Il  dépend  des  trois  quantités  S'ma?,  S/wy,  ^mz  qu'on  appelle  les 
moments  du pr'emier  ordre ^  ou  simplement  les  moments  du  sys- 
tème/?ar  rapport  aux  plans  coordonnés. 

On  appelle  centre  de  gravité  du  système  le  point  dont  les  coor- 
données sont  définies  par  les  relations 

bS==Zmy, 
cS  —  2m5, 

et  Ton  démontre  facilement  que  sa  position  est  indépendante  du 
système  de  coordonnées  choisi. 

Les  moments  du  premier  ordre  et,  par  suite,  aussi  toutes  les  cons- 
tantes de  translation  sont  ainsi  susceptibles  d'une  représentation 
simple.  Tout  se  passe  comme  si  la  masse  entière  du  système  était 
concentrée  en  son  centre  de  gravité. 

Remarque  /.  —  Il  est  bien  évident  que  si  le  système  possède  un 
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plan  de  symétrie  le  centre  de  gravité  sera  contenu  dans  ce  plan. 
S'il  possède  un  axe  de  symétrie,  le  centre  de  gravité  sera  situé  sur 
cet  axe. 

Remarque  II.  —  Si  Toriginte  des  coordonnées  coïncide  avec  1q 
centre  de  gravité,  on  a 

a  =  b  =  c  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^mx  —  Smj^  =  Zmz  =  o. 

• 

Constantes  de  rotation.  Moments  et  produits  d'inertie.  —  Sup- 
posons maintenant  qu'on  fasse  subir  au  système  une  rotation  infi- 
niment petite,  prise  comme  unité,  autour  d'une  droite  ON  de 
cosinus  directeurs  a,  p,  y. 

Si  l'on  attache  encore  à  chaque  point  M  un  vecteur  égal  au  pro- 

Fig.  3. 


duit  de  sa  masse  par  son  déplacement,  ce  vecteur  aura  pour  com- 
posantes 

La  résultante  de  tous  ces  vecteurs  aura  pour  composantes 


(4) 


p 

=  gS  mz  — 

■yl^my  = 

S(Pc- 

T^). 

Q 

—  y2  mx  - 

-  aS  mz  = 

S(Ya- 

-ac), 

R 

=  a2  m/  - 

-pSiwa7  = 

S(a^ 

■  îa), 

10  GHAPITBfi  1. 

<>iL  désiigiiïtfit  toujours^  par  a^  bj  c  les  coordoiiuées  du.  ceMre  dv 
gravité . 

On  \oil  que  celte  ivsuitanle  ne  fail  inlervenir  que  les  moiuenis 
<lu  premier  ordre,  ou  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  et  que 
tout  se  passe  encore  comme  si  toute  la  masse  était  concentrée  en 
ce  dernier. 

Quant  au  moment  résultant  OR  s<\s  composantes  seront  : 

L  =  ^(yZ--  z\)  ==  £/n(a^*—  ^ccy  -  --^coz-^  olz^) 
=  aS  m  (^*  -4-  -3*)  —  ps  ntxy  —  7!  mxz, 

\   N  =  y2  /n  (a;*  -f- ^* )  —  aE  mzx  —  pS  mzy . 
Elles  dépendenl^  des  six  constantes  s«ivant(»s  : 

(6)  I  Ai=5:m  (5«-Hic«),  B,=  ^m3ar, 

(  A3=£m  (a7«-+-^»),  B,=  v^,a-^_ 

Les  coefficients  A,,  Ao,  A3  portent  le  nom  de  moments  d^ inertie 
})ar  rapport  aux  axes  Ox^  Oy^  Oz  respectivement.  Les  coefficients 
B|,  Bj,  Bj  sont  mipelés  produits  dUnertie  ou  moments  composés 
dHnertie  par  rapport  aux  axes  respectivement  perpendiculaires  à 
Ox^  Oy,  O5.  Leur  ensemble  s'appelle  coefficients  dHnertie. 

Avec  ces  notations  le  moment  résultant,   qu'on  peut  appeler 

vecteur  dHnertie  de  la  rotation  a^y,  a  pour  composantes,  suivant 

les  axes, 

iL=       Aia-B3^~B,Y, 

(7)  •   M=-B,a-f-A,p-B,Y, 

(  N  =  — B,a- BiP-hAsY. 

Si  la  rotation  s'effectuait  autour  de  Ox^  on  aurait  a  =  i, 
P  =  Y  =  O7  ^f  le  vecteur  d^nertie  correspondant  aurait  pour  com- 
posantes A|,  --B3,  — Bj. 

De  même  les  composantes  des  \ecteurs  d'inertie  relatifs  aux 
rotations  effectuées  autour  de  O^,  O5,    res|)ecti\ement,  seraient 

—  B,.         A,    —  Bi        (  poor  Ox\ 

—  Bj     —  Bj  A3        (|)ourO>s). 

Cela  précise  la  signification  des  six  constantes. 

11  est  facile  d'avoir  la  projection  du  vecteur  d'inertie  OR  sur 
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une  dk^ectioa  quelconque  (^a',  ^',  y').  On  aa  qu'à  former  re\f>i:es- 
i>ion 

La'H-Mp'-i-NY'. 

Si,  en  particulier,  on  le  projette  sur  la  direrlion  (a,  ^3,  v)  de 
Taxe  de  rotation,  on  obtient  comme  résultat 

Cette  projection  I  porte  spécialement  le  nom  de  moment  d'' inertie 
par  rapport  à  la  droite  ON  (a,  p,.  y). 

On  voit  q4i 'elle  se  réduit  respectivement  a  A|,  A2,  A3  loi^sque 
Taxe  de  rotation  coïncide   avec   l'un   des   axes   coordonnés  Ox, 

Elle  représente  par  suite  la  somme  des  produits  obtenu*;  eu 
multÂpIiant  chaque  niasse  m  par  le  carré  de  la  distance  à  la 
droite  ON.  Elle  est  toujours  positive. 

Représentation  générale  des  veeteurs  d'inertie  et  des  moments 
d'inertia  autour  |d\m  point.  --  Lorsque  la  droite  ON  varie,  le  vec- 
teur d'iaertie  et  le  moment  d'inertie  subissent  des  variations  corré^- 
latives  que  Ton  peut  suivre  aisément  au  nioven  d'un  mode  de 
représentation  em{>lojé  daos  plusieurs  théorieir  de  Mécanique. 

1*  Vecteur  d'inertie.  -  -  La  surface  décrite  par  l'extré- 
mité R  du  vecteur  d'inertie  OR  est  un  ellipsoïde. 

L'équation  de  cette  surface  s'obtient,  en  effet,  en  éliminant 
a,  p,  Y  entre  les  équations  (7)  et  la  relation 

Or,  les  équations  (-y)  fournissent  pour  a,  p,  y  des  expressions  du 
premier  degré  en  fonction  des  coordonnées  L,  M,  N  de  l'extrémité 
du  vecteur  OR. 

Cette  surface  s'appelle  V ellipsoïde  des  vecteurs  d'inertie. 

2®  Moment  d'inertie.  —  Si  l'on  porte  à  partir  de  O,  dans  la 
direction  de  Taxe  de  rotation  ON,  un  vecteur  prepopticniftel  à 
l'inverse  de  la  racine  carrée  du  moment  d'inertie,  égale  par  suite 

à  -;r>  son  extrémité  décrira  un  second  ellipsoïde. 
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En  effet,  les  coordonnées  X,  \,  Z  de  celle  extrémité  sont  telles 

que  Ton  ait 

X  _  Y  _  Z  ^2^ 

En  éliminant  a,  ,3,  y  entre  ces  équatipns  et  Téquation  (8),  on 
obtient  comme  équation  de  la  surface 

(g)  A,Xï-f^  A,Yî-t-  AaZ»— 2B,XY  —  aBjYZ  —  aBjZX  =  X«. 

Ce  second  ellipsoïde  s'appelle  V ellipsoïde  des  moments  d^ inertie 
ou,  plus  simplement,  ellipsoïde  d^inertie.  On  peut  le  particula- 
riser en  disposant  de  la  constante  arbitraire  X. 

On  lire  de  là[ cette  conséquence  qu'il  existe  autour  du  point  O 
trois  directions!  appelées  directions  principales,  qui  sont  telles 
que,  si  on  les  choisit  pour  axes  coordonnés,  les  produits  d'inertie 
correspondants  sont  nuls.  Ce  sont  les  axes  de  l'ellipsoïde  d'inertie. 
En  effet,  dans  son  équation,  rapportée  à  ses  axes,  les  termes  rec- 
tangles en  B  doivent  disparaître. 

La  détermination  des  irois  axes  d'un  ellipsoïde  dont  on  connaît 
l'équation  est  un  problème  connu  de  Géométrie  analytique.  Si  le 
système  possède  un  plan  de  symétrie  passant  par  O,  une  des  direc- 
tions principales  est  évidemment  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  dans  le  cas  général,  et  nous  sup- 
poserons qu'on  ait  fait  clioix  des  axes  de  Fellipsoïde  comme  axes 
coordonnés. 

Dans  ces  conditions,  le  vecteur  d'inertie  se  confond  avec  le 
moment  d'inertie  pour  chacun  des  axes  coordonnés. 

D'un  autre  crMé,  les  composantes  L,  M,  N  du  vecteur  d'inertie 
relatif  à  l'axe  ON  (a,  p,  y)  se  réduisent  a 

cl  l'ellipsoïde  des  vecleurs  d'inertie  a  pour  équation 

X»        Y«        Z« 

rtj  iX^  /^j 

Quant  à  l'ellipsoïde  des  moments  d'inertie,  il  a  pour  équation 
(II)  A,X«-+- AjY»-hA,Z«=X«. 

Si,  dans  ce  dernier  ellipsoïde,  on  prend  le  plan  diamétral  con- 
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jugué  de  la  direction  ON  (a,  p,  y),  ce  plan  a  pour  équation 

AiaX-+-A,p\-f-A,YZ  =  o. 

Sa  normale  a  pour  cosinus  directeurs  des  quantités  proportion- 
nelles à  A|a,  AjP,  As  y,  qui  sont  les  composantes  du  vecteur 
d4nertie. 

Il  en  résulte  que  ce  second  ellipsoïde  suffît  pour  faire  connaître 
non  seulement  les  moments  d'inertie,  mais  aussi  la  direction  et  par 
suite  la  grandeur  du  vecteur  d^nertie,  dont  le  moment  d'inertie 
n'est  qu'une  composante. 

Si,  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  ON,  on 
prend  la  trace  OU  du  plan  ONR,  cette  droite  jouit  de  la  propriété 
que  chacun  de  ses  points  demeure  dans  le  plan  diamétral  lorsqu'on 
lui  fait  subir  une  rotation  infiniment  petite  autour  de  ON.  Le  vec- 
teur d'inertie  d'un  de  ses  points  est  donc  dirigé  suivant  OR,  et, 
pour  que  ce  vecteur  soit  égal  à  celui  du  système  donné,  il  suffit 
que  sa  projection  sur  ON,  ou  que  le  moment  d'inertie  du  point 
par  rapport  à  ON  soit  égal  au  moment  d'inertie  1  du  système 
donné. 

On  appelle  rayon  de  gyraiion  par  rapport  à  un  axe  tel  que  ON 
une  longueur  r  telle  que  l'on  ait  la  relation  I  — -  Sr'.  Les  rayons 
de  gyration  relatifs  aux  axes  coordonnés  sont 


sJt^     ''-V^'     -=\/' 


/a; 

s 


En  tenant  compte  de  celte  nouvelle  notion,  IVllipsoïde  d'inertie 
est  tel  que,  dans  chaque  direction  ON,  le  rayon  vecteur  soit  pro- 
portionnel  à  V inverse  du  rayon  de  giration. 

D'un  autre  côté,  le  point  J,  situé  sur  la  droite  OU  à  une  dis- 
tance JJ'=  r  de  ON,  est  tel  que ^  si  on  lui  attribue  une  niasse 
totale  égale  à  S,  il  aura  même  moment  dUnertie  et  aussi 
même  vecteur  dHnertie  par  rapport  à  ON  que  le  système 
donné. 

Ellipsoïde  central  d'inertie.  —  Tout  ce  qui  \ient  d'être  dit 
s'appliquej  quel  que  soit  le  point  O  choisi  pour  origine  des  coor- 
données. Quand  cette  origine  coïncide  avee  le  rentre  de  gravité  du 
système,    on   obtient   un   ellipsoïde    d'inertie    particulier    qu'on 
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appelle  ellipsoïde  central  dUnertie^  dont  la  connaisssnice  facilite 
la  délerminalion  des  vecteurs  et  moments,  d'inertie  par  rapport  à 
lin  point  el  à  une  droite  qiielocinque  de  l'espace. 

Il  suffit  pouivs'en  ren-dre  compte  de  chercher-comment  on  passe 
des  coefficients  d'inertie  A  ou  B,  par  rapport  à  des  axes  coor- 
donnés quelconques  menés  par  le  centre  de  gravité  G,  aux  coef- 
ficients analogues  relatifs  à  des  axes  coordonnés  parallèles  menés 
par  nn  point  <|iielcoiiq«ie  O. 

"Si  Ton  désigne  par  x\y\  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque dans  le  nouveau  système,  et  par-«,  6,  c  celles  du  centre 
de  gravité,  on  trouve  facilement,  en  tenant  compte  des  relaûens 

a;  =  Zm(y^-hz'^)  =  Lmiy^-^-  z^)  -h  ibl,my  -h  2cl,mz  -h  {b^-^  c*)S 

=  Ai-f-(é»«-+-c«)S, 

les  termes  en  ^my  et  ^mz  étant  nuls  en  vertu  de  la  définition  du 
centre  de  gravité. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  wne  droite  quelconque 
est  ('gai  au  moment  d^ inertie  par  rapport  à  la  droite  parallèle 
menée  par  le  centre  de  granité  augmenté  du  produit  de  S  par 
le  carré  de  la  distance  (6'-f-c^)  dâ  centre  de  gras^ité  à  la 
droite  donnce. 

Opérons  de  même  pour  un  produit  d'inertie  tel  que  B\.  Nous 
trouverons 

B',  =  Smy  V=  Zmyz  -+•  hZmz  -4-  cZmy  -t-  bc'è 

Le  produit  d^ inertie  relatif  à  deux  axes  rectangulaires  est 
égal  au  produit  d^ inertie  relatif  aux  deux  axes  parallèles 
menés  par  le  centre  de  gravité^  augmenté  du  produit  de  S  par 
les  deux  coordonnées  du  centre  de  giHivité  relatives  à  ces  axes. 

Tout  se  passe  donc  comme  si  Ton  composait  le  vecteur  d'inertie 
relatif  à  un  axe  passant  par  le  centre  de  gravité  avec  le  vecteui 
d'inertie,  relatif  à  Taxe  parallèle  mené  par  le  point  O,  que  l'on 
obtiendrait  en  concentrant  toute  la  masse  au  centre  de  gravité. 

Vecteurs  et  moments  d'inertie  des  systèmes  plans.  —  En  pra- 
tique, on  a  le  plus  souvent  affaire  à  des  systèmes  plans  (clignes  ou 
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surfaces).  11  en  n;suile  des  simplifiralif)ns  nol«l)les  et  une  plus 
Jurande  précision. 

Toutes  les  coordonn«Vs  z  clanl  nulles,  par  exemple,  on  a 


(iV) 


Al  =  S/w^*,  B|  =  0, 

As=£mir*,  Bs=o, 


11  en  résulle  A,  =  A|  -+-  A^*  d*-  *oi*te  qu'il  ne  reste  plus  que  trois 
coefRcients  di$tiACls.\^,  A^  el  B^.  Par  raison  de  symétrie,  Taxe  Oz 
est  toujours  une  direcliou  princif>ale. 

Fig.  4. 


Si  Ton  se  borne  à  examiner  ce  qui  se  passe  quand  la  droite  ON 
ne  sort  pas  du  plan  Oxy  conlenant  le  système,  on  peut  supposer 
aussi  Y  r=  o  et  les  deux  cosinus  directeurs  a  et  ^  seront  :  Tun  l<r 
cosinus,  l'autre  le  sinus  de  Tan^le  a  que  fait  ON  avec  Taxe  i)x 
par  exemple. 

Dans  ces  conditions,  les  f(»rmules  (  -  )  s'écriront 


(7') 


( 


L=  \|COsa  —  Basinat, 
M  = —  B3COS3  f-  Aj{  sina, 
N  r^  o. 


Le  vecteur  d'inertie  OR  esl  dans  le  plan  Oxy.  Il  suffit  d'étudier 
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relllpse  d'inertie,  intersection  avec  ce  plan,  de  Tellipsoïdc 
d'inertie. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  ON  a  pour  expression 

(8')  I  =  Al  cos*a  -i-  Al  sîii*a  —  îîBj  sîna  cosa, 

et  Tellipse  d'inertie  a  pour  équation  générale 
(9')  AiX»-i-  A,Y«-  aBaXY  =  X«. 

On  détermine  facilement  la  direction  de  ses  axes  et  les  coefficients 
des  termes  en  X*  et  Y^  de  son  équation  rapportée  à  ceux-ci  par 
les  procédés  connus  de  Géométrie  analytique.  On  peut  traduire 
ces  procédés  en  langage  mécanique  de  la  manière  suivante  : 

Calculons  la  projection  du  vecteur  d'inertie  (dont  les  compo- 
santes sont  L  et  M)  sur  la  perpendiculaire  à  ON,  qui  fait  avec  Ox 

l'angle  a  H —  et  dont  les  cosinus  directeurs  sont,  par  suite,  —  sina 

et  cosa.  Nous  obtiendrons 

(12)    J  =  —  Lsina  -+-  M  cosa  =  (Aj —  Ai)  sina  cosa  —  Bs(cos*a  —  sin*a) 

Al —  Al    .  _j 

= smaa  —  Bscossta. 

L'axe  ON  sera  une  direction  principale  si  J  =  o,  c'est-à-dire  si 
le  vecteur  d'iniertie  et  le  moment  d'inertie  I  se  confondent.  On 
obtient  donc  les  angles  a  que  font  avec  Ox  les  axes  de  Tellipse  en 
résolvant  l'équation 

Al  —  Ai. 

sin  -ia  —  Bj  cosa  a  =  o, 

2 

d'où 

(i3)  tang2a=  '-r- ' 


Si  p  désigne  le  plus  petit  angle  fourni  par  cette  équation,  la  seconde' 

direction  principale  correspondra  à  l'angle  p  +  -j^  • 

Le  moment  d'inertie  I|  correspondant  à  l'angle  p  aura  d'ailleur> 
pour  expression,  en  éliminant  B3  au  moyen  de  l'écjuation  (i3). 

-        .     i-HcosiB        .     I  — ces  2  3       Aj—  Al 
I,  =  Al !-  -H  Al ^ ' 


tang2psin2  3 


At  -4-  Aj       Al  —  A»        I 

=  H " 


COS  2p 
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Le  moment  d'inertie  Ij  correspondant  à  l'angle  p  H —  aura  de 

même  pour  valeur 

.        A|-f-  Aj        Aj —  Ai        I 
J*  =  - 


'2  2  ces  7.  p 

On  vérifie  facilement  les  conditions  d'invariance  des  coefficients 

IiH-I,=  A,-+-A„ 
J,I,=  A,A,-BJ, 

et  Ton  a  cette  autre  relation  utile 

Ii-ïi=(A,-A,) 


ces  1^ 


Cette  dernière  montre  que  le  signe  de  !<  —  lo  est  toujours  le  même 
que  celui  de  A,  —  A2. 

Considérons  à  présent  Tellipse  d'inertie  et  supposons-la  rap- 
portée à  ses  axes  Ox  et  Oy  préalablement  déterminés.  Son  équa- 
tion'est  de  la  forme 

A,X*-h  A,Y«=X«, 

ou  encore,  en  faisant  intervenir  les  rayons  de  gyral ion  principaux 

r,  et  /-.j, 

X« 

Disposons    de   \   de    telle    sorte    que    X- :r^  S r*J rîî ,    Téquatioii 

deviendra 

Xî       Y2 

t'i  ""  r{  ""'• 

(Avec  la  convention  admise  prérédemmenl  :  A|  >>  Aa  ou  /•,  »2, 
cette  ellipse  a  son  grand  axe  suivant  O^k.) 

On  a,  suivant  Ox,  OA  =  /'2;  (*t,  suivant  O)',  OB=r, .  Son 
rayon  vecteur  OI,  suivant  la  direction  ON,  est  éiçal  à  --=  =  -^  • 

Considérons  le  diamètre  OU  conjugué  de  OlN,  il  est  perpendi- 
culaire à  la  direction  OR  du  vecteur  d'inertie,  et  le  point  J  où  il 
coupe  r  ellipse  est  tel  que 

OJ  X  01  X  sinJOl  =  /'irj. 

On  en  déduit  que 

JJ'=  OJ  X  sinJOÎ  =  r. 

PlOEAUD  2 
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C'est  donc  en  ce  point  que  Ton  devra  concentrer  toute  la 
masse  S  du  système  pour  obtenir  le  vecteur  d'inertie  relatif  à  ON. 

Uellipse  d'inertie,  au  lieu  d'être  regardée  comme  le  lieu  des 
points  I,  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  J.  Elle  est 
alors  V enveloppe  des  droites  menées  parallèlement  aux  diffé- 
rentes droites  telles  que  ON  et  à  une  distance  de  celles-ci  égale 
au  rayon  de  giration  qui  leur  correspond. 

Construction  graphique.  —  On  peut,  au  moyen  d'une  construc- 
tion graphique  très  simple,  déterminer  Tangle  p  et  les  moments 
d'inertie  principaux  I«  et  I2,  et  ensuite  suivre  les  variations  du 
vecteur  d'inertie  pour  une  direction  quelconque. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  A,  >  Aj  et  B3  négatif.  Le  vec- 
teur d'inertie  correspondant  à  Taxe  Oa?  a  pour  composantes  A| 
et  —  B3.  Le  vecteur  correspondant  à  l'axe  Oy  a  pour  composantes 
-h  B5  et  —  B3,  d'après  les  formules  (7')  ou  bien  Aj  et  +B,  par 

rapport  aux  axes  Oy  et  Ox'  tournés  de  a=  -  par  rapport  aux 

dm 

axes  primitifs. 

Sur  une  droite  indéfinie  OO  portons  OA,  =  A|,  et  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  en  A^  portons  A,  F,  z=z  —  B3.  Le  vecteur  0F< 

Fig.  5. 


représentera  le  vecteur  d'inertie  relatif  à  0.r.  Portons  de  même 
OA2=  A2  et  A2F2— -  B3.  Le  \ecleur  OP'2  représentera  le  vecteur 
d'inertie  relatif  à  Oy, 

Joignons  maintenant  F,  F2.  Cette  droite  coupera   OO   en   un 
point  C,  milieu  de  A2A|,  et  l'on  aura 


0G  = 


A,  -h  A, 


9. 


GA,  =  ~CA,= 


A, -A, 


•;► 
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L'angle  aigu  F|CA,  sera  lel  (|iie,  en  valeur  ahsolue, 

tangF,CAi=  ' 


At-A, 
Il  sera  donc  égal  à  2  p. 

Si  maintenant  on  décrit  de  C  comme  centre  une  circonférence 
de  ravon  CF,,  celte  circonférence  coupera  0()  en  deux  poinls  \ 
et  B,  le  point  A  tombant  par  rapport  à  C  du  même  coté  que  A|,  (*l 
le  point  B  du  côté  de  A2. 

Dans  ces  conditions,  on  a 

OA  =  OC  -f-  CA  =  h±A}  _H  àluA^  =  f  j, 

2  2  CCS  2  p 

OB  =  OC-CA  =  I,. 

Inversement,  si  l'on  connaissait  les  deux  vecteurs  OA  et  OB 
qui  représentent  respectivement  I«  et  la,  ainsi  que  l'angle  aigu  ^ 
formé  par  O 07  avec  la  direction  principale  correspondant  à  Ij,  il 

suffirait  de  faire  au  point  C  l'angle  A(]F,  =  2^  pour  obtenir  le 
point  F,  et  l'on  aurait  en  OF,  le  vecteur  d'inertie  relatif  à.  Ox. 
en  0A|  sa  composante  suivant  Ox^  c'est-à-dire  le  moment  d'inertie 
relatif  à  cette  même  droite,  et  enfin  en  A,  Fi  sa  composante  suivant 
la  droite  Oy  perpendiculaire  à  Ox,  L'angle  9  que  fait  avec  Ox  b* 

vecteur  d'inertie  relatif  à  cette  droite  serait  VOF,. 

Cette  construction  est  générale,  la  droite  Ox  étant  arbitraire 
par  rapport  aux  deux  directions  principales. 

Antipôles  et  antipolaires.  Noyau  central  d'une  aire  plane.  -  - 
Etant  donnée  une  ellipse  de  centre  O  et  un  point  P,  on  appelle 

Fig.  6. 


antipolaire  du  point  P  la  droite  M>i  qui  est  symétrique,  par  rap- 
port au  centre,  de  la  polaire  M  ^'  du  point. 
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Inversement,  le  point  P  est  appelé  Yantipôle  de  la  droite  M\. 
Les  deux  directions  OP  et  MN  sont  conjuguées. 

On   a  en   valeur  absolue    OH  =  OP  X  OK.    On    peut    donc 


Fig.  7. 


déterminer  le  point  K  en  élevant  en  O  la  perpendiculaire  à  OP, 
en  portant  OL  =  OH  et  en  traçant  ensuite  LK  perpendiculaire 
à  PL. 

Soit  maintenant  A  une  aire  fermée,  dont  C  est  le  centre  de  gra- 
vité et  E  l'ellipse  centrale  d'inertie. 

Supposons  que,  sur  une  droite  quelconque  ON,  issue  de  C,  on 
fasse  mouvoir  un  point  P,  d'abord  confondu  avec  C,  et  que,  pour 
chaque  position  de  P,  on  détermine  son  antipolaire  MM  par  ra[)- 
port  à  l'ellipse  E. 

Au  fur  et  à  mesure  que  P  s'éloigne,  l'antipolaire,  qui  reste  tou- 
jours parallèle  à  la  direction  conjuguée  de  ON,  se  rapproche  de  C, 
et  il  arrivera  un  moment  où  elle  deviendra  tangente  au  contour  de 
Taire,  ou  bien  se  confondra  avec  quelqu'un  de  ses  éléments  recti- 
lignes,  si  elle  en  possède. 
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Soit  P  la  position  particulière  du  point  variable  correspondant  à 
cette  condition. 

Le  lieu  des  points  P  lorsque  CN  tourne  autour  de  C  est  une 
nouvelle  courbe  enfermant  à  s'on  intérieur  une  certaine  aire  que 
Ton  appelle  le  noyau  central  de  Taire  primitive.  Son  contour  est 
l'ensemble  des  antipôles  des  tangentes  au  contour  primitif. 

Si  ce  dernier  contour  présente  des  portions  de  ligne  droite,  à 
chacune  d'elles  cprrespondra  un  antipôle  unique.  S'il  présente  des 
points  anguleux,  à  chacun  d'eux  correspondra  '  une  suite  d'anti- 
pôles'en  ligne  droite,  sur  Tantipolaire  lu  point  anguleux. 


Nouvelle  détermination  des  vecteurs  et  moments  d'inertie  d'une 
aire  plane  par  rapport  à  des  axes  quelconques,  connaissant  l'ellipse 
centrale  d'inertie.  —  Supposons  que  Ton  ait  construit  F  ellipse 
centrale  d'inertie  relative  à  une  aire,  ou  plus  généralement  à  un 
système  plan  quelconque.  On  en  déduit  facilement  les  compo- 
santes A|  et  B3  du  vecteur  d'inertie  relatif  à  un  axe  quelconque 
tel  que  Oj",  que  Ton  peut  regarder  comme  faisant  partie  d'un 
système  d'axes  coordonnés  Oxy, 

Soient  a  Ql  b  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  C,  et  jo  et  ^ 


:v 


B 


,Fig.  8. 


1 

J> .y^.,. 

H 

...p/jR        \ 

CL_/__Z 

/  îs  |m  y 

b    \    y 

celles  du  point  P,  antipôle  de  Vaxe  Ox  par  rapport  à  l'ellipse 
centrale. 

Soit  H  l'extrémité  du  diamètre  de  l'ellipse  passant  par  P  et 


'jLi  chapitre:  I. 

conjugué  par  siiiie  de  la  direction  Ox.  Sa  distance  HM  à  Cx\ 
parallèle  kOx.  est  r,  rayon  de  giralion  correspondant  à  C  x'. 

On  sait  que  le  vecteur  d'inertie  par  rapport  à  Cx'  a  pour  com- 
posantes, suivant  Go?'  et  Cy'  respectivement, 


••> 


SxHM=Sr«        et        S  x  HM  x  CM. 

On  sait  d'autre  part  que  les  composantes  par  rapport  à  Oa:  et  Oy 
du  vecteur  d'inertie  relatif  à  Taxe  Ox^  s'obtiennent  en  ajoutant 
respectivement  aux  valeurs  précédentes  les  quantités 

S  X  6*        et        Sx  ab. 
On  a  donc 

A,=:Sf65-+-HM'')        et        Bj=S(a6H-HM  X  CM). 

On  peut  transformer  ces  expressions  et  les  simplifier  un  peu  en  v 
introduisant  les  coordonnées  de  l'antipôle  P. 

La  relation  CH  _—  CP  X  CK  subsiste  en  projection  et  Ton  en 
dédiiit 

ÎÏM^=MR  X  MN  =  ô(y  — 6). 
D'autre  part, 

CM  =  HM  X  êl  =  HM^^^  . 

PS  q  —  6 

Par  suite, 

CM  X  HM  =  ÏÏM^  P^z^  ^  ^.     _  ^v 

q  —  b 

En  portant  ces  \aleurs  de  HM   et  de  CM  x  HM  dans  les  expres- 
sions de  A|  et  Bj,  on  obtient 

Ai=  S  X  6  X  ^, 

Bj  =  S  X  6  X  />. 

Formules  usuelles  relatives  à  quelques  aires  planes.  —  i  ""  Re<^- 
tangle  ABCD,  de  base  AB  —  fe  et  de  hauteur  AC  =  A. 
Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  base  AB  est 

Par  rapport  à  la  parallèle  à  la  base  menée  par  le  centre  de 
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gravité  O,  on  a 


23 


1  = 


6A3 

12 


Ces  formules  sont  à  retenir,  car  elles  sont  d'une  application  cons- 


Fig-  9- 


( 
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) 

A. 

/ 

^ 

<\ 

/ 

\« 

\ 

r 

• 

i 

A          i 

}        i 

tante.  Le  noyau  central  est  un  losange  dont  les  demi-diagonales 
sont 

OH=J        et         0B  =  ^. 
o  o 

2**  Triangle  ABC,  de  base  AB  =±  6  et  de  hauteur  h. 


Par  rapport  à  la  base  AB,  le  moment  d^ncrtie  est 


~     12 


Par  rapport  à  la  parallèle  à  la  base  menée  par  le  centre  de  gra- 
vité, on  a 


1  = 


6A» 
36 
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3**  Cercle  de  rayon  /•. 

Fig.  II. 


Par  rapport  à  un  diamètre  Ox,  le  moment  d'inertie  est 

.  '  =—• 

Le  noyau  central  est  un  cercle  concentrique  de  rayon  r'=  -• 

4®   Surface  annulaire  comprise  entre  deux  cercles  concentriques 
de  rayon  R  et  /•. 

Fig.  12. 


Par  rapport  à  un  diamètre  Ox^  le  moment  d'inertie  est 

R*— r* 


1=;= 


•TT 


4 


5"  Ellipse  dont  lés  demi-axes  sont  respectivement  a  et  6  par 
rapport  à  O^  et  Qy. 
On  a 


I.^  =  X  -—  et 

4 


ba^ 


h=^    4 


Le  noyau  central  est  une  ellipse  concentrique  et  semblable  dont 

b 

4 


les  demi-axes  sont  respectivement  —  et  j 
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STATIQUE  GRAPHIQUE.  CALCUL  GRAPHIQUE  D'INTÉGRALES. 


I.  —  Statique  («raphiqur. 

Objet  de  la  statique  graphique.  -  -  L'objet  principal  de  la  statiqiu^ 
raphique  est  de  fournir  un  procédé  de  composition  des  systèmes 
de  vecteurs  ou  de  forces  contenus  dans  un  plan.  11  résulte  de  la 
grande  généralité  de  ce  procédé  une  souplesse  remarquable  qui 
permet  de  l'appliquer  à  des  recherches  très  diverses  et  notamment 
au  calcul  graphique.  Nous  nous  bornerons  à  en  exposer  les  prin- 
cipes. 

En  statique  graphique  on  représente  systémati([uement  les  forces 
à  Taide  de  deux  figures  distinctes. 

La  première  (Jig'  i3),  qu'on  appelle  plan  de  situation  des 
forces^  contient  les  lignes  d'action  des  forces. 

Fig.  i4. 


La  deuxième  {fig.  i4)?  qu'on  appelle  polygone  des  forces^  ou 
polygone  de  Varignon,  s'obtient  en  portant  bout  à  bout,',  à  partir 
d'un  point   origine  a,  pris  arbitrairement,   des  vecteurs   qui,    à 
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une  échelle  convenue,  représentent  la  grandeur,  la  direction  et 
le  sens  de  chaque  force. 

La  direction  de  chaque  force  se  trouve  ainsi  représentée  sur  les 
deux  figures  à  la  fois,  mais  son  sens  ne  l'est  que  sur  la  seconde. 

Habituellement  on  désigne  les  lignes  d'action  des  forces  par  des 
numéros  (placés  entre  parenthèses),  dans  Tordre  où  Ton  fait  suc- 
céder les  forces  dans  le  polygone  des  forces.  Les  mêmes  numéros 
(sans  parenthèse)  désignent  les  côtés  successifs  de  ce  polygone. 

Dans  la  figure  i3  on  a  représenté  les  lignes  d'action  de  quatre 
forces  numérotées  (1),  (2),  (3),  (4),  et  dans  la  figure  i4  le  polygone 
de  ces  forces  qui  se  compose  de  quatre  côtés  1,  2,  3,  4,  et  dont  on 
a  désigné,  pour  plus  de  clarté,  les  sommets  par  des  lettres  a,  6, 
c,  rf,  e.  Le  point  a  est  l'origine  du  polygone  et  e  son  extrémité. 

Problème  de  la  composition  des  forces.  —  Un  système  de  fprces 
situées  dans  un  même  plan  peut,  en  général,  se  ramener  à  une 
force  unique  située  dans  ce  plan  et  appelée  résultante  du  système. 
Cette  résultante  peut  du  reste  avoir  une  intensité  nulle,  lorsque  le 
système  est  en  équilibre.  Lorsqu'il  n'y  a  pas  de  résultante,  le  sys- 
tème est  équivalent  à  un  couple.  Quel  que  soit  le  cas  où  l'on  se 
trouve,  la  réduction  se  fait  méthodiquement  par  le  procédé  général 
suivant. 

Soit  à  réduire  le  système  des  quatre  forces  définies  par  leur  plan 
de  situation  et  leur  polygone  des  forces  {fig*  i3  et  i4). 

La  résultante  des  forces  est  représentée  en  grandeur,  direction 
et  sens  sur  le  [>olygone  des  forces  par  le  vecteur  ae  allant  de  son 
origine  à  son  extrémité.  Si  les  points  a  et  e  étaient  confondus 
(le  polygone  des  forces  étant  fermé) ^  la  résultante  serait  nulle  et 
l'on  aurait  ou  bien  un  système  en  équilibre,  ou  bien  un  système 
réductible  à  un  couple. 

Reste  donc  à  trouver,  soit  la  ligne  d'action  de  la  résultante,  si 
elle  existe,  comme  dans  le  cas  de  la  figure,  soit  les  deux  forces  du 
couple  capable  de  remplacer  le  système  donné. 

Dans  le  plan  du  polygone  des  forces,  prenons  arbitrairement  un 
point  O,  que  nous  appellerons  jydfe,  et  joignons-le  aux  différents 
sommets  a,  t,  c,  rf,  e  du  polygone.  Les  lignes  oa,  . . . ,  o<?  s'appellent 
les  rayons  polaires  on  forces  polaires. 

Dans  le  plan  de  situation,  à  partir  d'un  point  O  arbitraire. 
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traçons  OA  parallèle  à  o«,  puis  à  partir  du  point  A,  où  elle  ren- 
contre la  ligne  d'action  de  la  force  (1),  traçons  une  parallèle  AB 
à  oi,  puis  du  point  B,  où  AB  rencontre  la  ligne  d'action  de  la 
force  (2),  traçons  une  parallèle  BC  à  oc,  et  ainsi  de  suite.  La  der- 
nière ligne  tracée  sera  DE,  parallèle  à  o<?,  le  point  D  étant  siir  la 
ligne  d'action  de  la  dernière  forcé  (4).  La  figure  ainsi  obtenue 
s'appelle  un  polygone  funiculaire  des  forces  données.  Tous  ses 
sommets  se  trouvent  sur  le  réseau  des  lignes  d'action  de  ces 
forces;  ses  différents  côtés  sont  respectivement  parallèles  aux 
rayons  polaires;  ses  côtés  extrêmes  (OA  et  DE)  sont  parallèles 
aux  rayonîi  polair0s  extrêmes,  qui  correspondent  à  l'origine  a  et  à 
l'extrémité  e  du  polygone  des  forces. 

Supposons  nù'on  applique  suivant  OA,  considérée  comme  une 
ligne  d'action,  deux  forces  égales  et  de  sens  contraire,  dont  l'inten- 
sité soit  représentée  par  la  longueur  du  rayon  polaire  oa.  L'équi- 
libre du  système  ne  sera  pas  troublé;  autrement  dit,  on  aura  un 
second  système  équivalent  au  premier. 

Laissons  provisoirement  de  côté  la  force  dont  le  sens  serait 
défini  par  ao  et  composons  la  force  de  sens  oà  avec  la  force  (1). 
La  résultante  sera  égale,  en  grandeur  et  direction,  au  rayon 
polaire  ob.  Sa  ligne  d'action  doit  passer  par  le  point  A  et  être 
parallèle  à  ob  (en  vertu  de  la  règle  ordinaire  de  composition  des 
forces).  Elle  ne  peut  être  que  AB. 

Composons  de  même  cette  première  résultante  partielle  avec  la 
force  (2).  Leur  résultante  sera  représentée  par  la  ligne  d'action  BC 
et  par  le  rayon  polaire  oc,  et  ainsi  de  suite. 

La  dernière  résultante  partielle  sera  représentée  par  DE  sur  le 
plan  de  situation  et  par  le  rayon  polaire  oe  sur  le  polygone  des 
forces. 

Le  système  des  forces  données,  ou  celui  qui  lui  a  été  substitué, 
peut  donc  en  définitive  se  remplacer  par  un  système  de  deux 
forces,  l'une  égale  à  ao  et  ayant  comme  ligne  d'action  OA,  l'autre 
égale  à  oe  et  ayant  comme  ligne  d'action  DE. 

Si  les  points  a  et  e  sont  distincts,  c'est-à-dire  si  le  polygone  des 
forces  ne  se  ferme  pas,  les  deux  droites  OA  et  DE,  côtés  extrêmes 
du  polygone  funiculaire,  respectivement  parallèles  à  oa  et  oe,  se 
rencontrent  forcément  en  un  point  M  et  la  ligne  d'action  de  la 
résultante   doit   passer  par   ce    point.  Comme    elle    doit  d'autre 
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part  être  parallèle  à  ae,  elle  se  trouve  ainsi  complètement 
définie. 

Si  les  points  a  eXe  étaient  confondus,  c'est-à-dire  si  le  polygone 
des  forces  se  fermait,  les  deux  droites  OA  et  DE  seraient  ou  bien 
confondues,  ou  bien  parallèles. 

Dans  le  premier  cas  le  système  proposé  se  trouverait  remplacé 
par  deux  forces  égales,  de  sens  opposé)  agissant  suivant  la  même 
ligne  d'action  et  se  faisant  par  suite  équilibre. 

Dans  le  second  cas,  il  serait  remplacé  par  deux  forces  çgales, 
de  sens  opposé,  agissant  suivant  deux  lignes  d- action  parallèles  et 
distinctes,  et  par  suite  équivalentes  à  un  couple. 

Remarque  /.  —  Les  deux  points  o  et  O  étant  complètement 
arbitraires,  on  voit  qu'on  peut  tracer,  pour  un  système  donné  de 
forces,  une  infinité  de  polygones  funiculaires  différents.  On  peut 
donc  toujours  s'arranger  pour  que  la  construction  soit  possible. 

D'une  manière  générale  il  suffit  pour  cela  que  le  pôle  o  soit  pris 
en  dehors  des  côtés  du  polygone  des  forces.  Mais  cetle  condition 
n'est  même  pas  nécessaire.  On  peut  par  exemple  prendre  le  pôle 
sur  la  direction  du  premier  côté  aè,  à  conditionne  prendre  le 
point  O  sur  la  ligne  d'action  (l),.qul  deviendrait  le  premier  côlé 
du  polygone  funiculaire,  pourvu  toutefois  que  toutes  les  autres 
lignes  d'action  ne  lui  fussent  pas  parallèles.  Si  le  pôle  o  est  con- 
fondu avec  le  point  a,  la  construction  revient  purement  et  simple- 
ment au  procédé  ordinaire  de  composition  successive  des  diffé- 
rentes forces. 

Remarque  II.  —  II  est  essentiel  de  remarquer  que  la  même 
construction  peut  servir  à  trouver  la  résultante  partielle  d^un 
groupe  quelconque  de  forces  faisant  partie  du  système  donné, 
pourvu  que  les  forces  de  ce  groupe  soient  successives  eu  égard  à 
l'ordre  adopté  dans  la  construction  du  polygone  des  forces.  Ainsi 
les  forces  (2)  et  (3)  ont  pour  résultante  une  force  représentée  sur 
le  polygone  des  forces  par  bd  et  sur  le  plan  de  situation  par  la 
parallèle  à  bd  menée  par  le  point  N  oiï  se  rencontrent  les  côtés  AB 
et  CD,  qui  jouent  le  rôle  de  côtés  extrêmes  pour  le  polygone  funi- 
culaire partiel  du  groupe  des  forces  (2)  et  (3). 

Remarque  III.  —  Si  l'on  remplace  un  groupe  quelconque  de 
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forces  successives  du  système  par  leur  résultante  partielle,  par 
exemple  les  forces  (2)  et  (3)  par  leur  résultante  partielle,  dont  lu 
ligne  d'action  passe  en  N,  il  est  évident  que  ce  changement  n'alté- 
rera le  polygone  ;des  forces  et  le  polygone  funiculaire  que  dans 
l'intervalle  compris  entre  la  première  et.  la  dernière  force*  du 
groupe.  Par  exemple  la  ligne  brisée  bcd  est  remplacée  par  la 
droite  bd\  de  même  BG  est  supprimé,  mais  CD  demeure  la  paral- 
lèle à  od  passant  par  le  point  N,  où  AB  rencontre  la  ligne  d'action 
de  la  résultante  partielle. 

A  la  limite  le  polygone  funiculaire  peut  se  réduire  à  ses  côtés 
extrêmes  OA  et  DE,  se  rencontrant  sur  la  ligne  d'action  de  la 
résultante  totale  parallèle  à  ae. 

Remarque  IV.  —  Lorsque,  au  lieu  'de  forces  isolées,  on  a  affaire 
à  des  forces  réparties  d'une  manière  continue  dîins  le  plan  de 
situation,,  chacune  d'elles  étant  assimilable  à  un  infiniment  petil,' 
les  mêmes  résultats  subsistent,  à  la  condition  de  remplacer  le 
polygone  des  forces  et  le  polygone  funiculaire  par  des  lignes 
courbes,  limites  de  lignes  brisées  à  côtés  infiniment  petits.  Les 
tangentes  à  la  courbe  des  forces  sont  parallèles  aux  lignes  d'action 
successivement  rencontrées  en  allant  dans  un  sens  convenu.  Les 
tangentes  à  la  courbe  funiculaire  sont  parallèles  aux  rayons  polaires 
successifs,  infiniment  rapprochés. 

Au  point  de  \ue  graphique,  il  est  pratiquement  nécessaire  de 
grouper  les  forces  qui  sont  réparties  dans  certains  intervalles  finis 
et  de  les  remplacer  par  leur  résultante  de  grandeur  finie.  La 
remarque  précédente  trouve  alors  son  application.  On  est  conduit 
à  remplacer  sur  la  courbe  des  forces  certains  arcs  par  leur  corde, 
mais  les  sommets  du  polygone  simplifié  demeurent  sur  la  courbe 
dont  ils  sont  des  points  exacts.  De  même  sur  la  courbe  funiculair<î 
on  remplace  certains  arcs  par  leurs  deux  tangentes  extrêmes,  mais 
les  points  d(»  contact  des  côtés  du  polygone  simplifié  demeurent 
des  points  exacts  de  la  courbe  funiculaire.  Ces  points  de  contact 
sont  d'ailleurs  placés  à  la  rencontre  des  côtés  du  polygone  funicu- 
laire simplifié  avec  les  lignes  d'action  extrêmes  de  chaque  groujx* 
de  forces. 

Remarque  V ,  —  11  ny  a  rien  de  changé  à  la  tliéorie  générait* 
lorsque  le  système  donné  est  composé  de  forces  toutes  parallèles  à 


3o  CHAPITRE    11. 

une  même  direction.  Dans  ce  cas,  le  polygone  des  forces  a  tous 
ses  sommets  sur  une  même  lijçne  droite,  en  dehors  de.  laquelle  on 
doit  prendre  le  pôle  o. 

La  distance  du  pôle  à  la  droite  qui  constitue  le  polygone  des 
forces  s'appelle  alors  la  distance  polaire^  ou  la  force  polaire. 

Ce  cas  des  forces  parallèles  donne  lieu  à  des  développements 
importants,  que  nous  retrouverons  plus  loin,  et  qui  sont  la  bascî 
de  nombreux  procédés  de  calcul  graphique. 

Propriétés  générales  des  polygones  funiculaires  relatifs  à  un 
même  système  de  forces  : 

Théorème.  —  Deux  polygones  funiculaires  correspondant 
à  un  même  système  de  forces^  mais  tracés  avec  des  pâles  diffé- 
rents^ sont  tels  que  la  ligne  joignant  les  points  d'intersection 
de  leurs  côtés  extrêmes  soit  parallèle  à  la  ligne  des  pôles. 

Soit  OABCDE  un  premier  polygone  funiculaire  des  forces (1), .... 
(4),  tracé. avec  le  pôle  o  et  OA'B'C'D'E  un  deuxième  polygone 
tracé  avec  le  pôle  o'.  Les  premiers  côtés  se  coupent  en  O,  les  der- 
niers en  E.  Je  dis  que  OE  est  parallèle  à  oo'. 

En  effet  le  système  des  forces  données  peut  se  ramener  aux  deux 
forces  ao  et  oe,  ayant  respectivement  pour  lignes  d'action  MO  et  ME, 
car  on  peut  décomposer  de  cette  façon  la  résultante  R  des  forces. 

Supposons  qu'on  trace  avec  le  pôle  o'  un  polygone  funiculaire 
de  ces  deux  forces  MO  et  ME  en  faisant  pass(M*  le  premier  côté 
par  O.  Son  premier  côté  sera  OA'M'  parallèle  à  o'a.  Son  second 
côté  sera  une  droite  OE',  parallèle  au  rayon  polaire  o'o,  et  son 
troisième  côté  sera  une  parallèle  ào'e,  et  il  dexra  d'ailleurs  être  tel 
que  son  point  de  rencontre  avec  le  premier  côté  OM'  soit  sur  la 
résultante  (R)  des  forces.  Ce  point  de  rencontre  ne  pouvant  être 
que  M',  le  troisième  côté  du  polygone  ne  peut  différer  de  M'E  qui 
remplit  précisément  ces  conditions.  Cela  impliqu<^  que  E'  soit  à  la 
rencontre  de  ME  et  de  M'E,  c'est-à-dire  au  point  E.  Autrement 
dit  OE  est  la  parallèle  à  oo'  menée  par  le  point  O. 

Corollaire.  -  Deux  polygones  funiculaires  correspondant  à 
un  même  système  de  forces  sont  tels  que  leurs  côtés  corres- 
pondants se  coupent  sur  une  même  droite  parallèle  à  la  ligne 
des  pôles. 
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-  Cela  résulte  du  théorème  qui  vient  d'être  démontré.  On  a  vu  eu 
effet  que  si  Ton  prend  le  point  de  rencontre  O  des  deux  premiers 
côtés  et  le  point  Ae  rencontre  des  deux  derniers,  la  ligne  qui  les 
joint  est  parallèle  à  la  ligne  des  pôles  o'o.  Il  en  est  de  même  pour 
tous  les  polygones  partiels,  qu'on  obtient  en  supprimant  la  dernièn» 
force,  puis  les  deux  dernières,  etc.  Donc  tous  les  côtés  correspon- 
dants se  coupent  sur  une  même  parallèle  à  oo'  tracée  par  le  point  O 
d'intersection  des  deux  premiers  côtés. 

Quand  toutes  les  lignes  d'action  sont  concourantes^  les  deux 
polygones  funiculaires  sont  deux  figures  homologiques,  le  centre 
d'homologie  étant  le  point  de  concours  des  lignes  d'action  et  Taxe 
d'homologie  étant  la  parallèle  à  la  ligne  des  pôles  dont  il  vient 
d'être  parlé. 

Dans  le  cas  de  forces  parallèles,  les  lignes' d'action  cjoncourent 
en  lin  point  situé  à  Finfini  dans  leur  direction  ;  les  deux  polygones 
funiculaires  sont  donc  deux  figures  homologiques  dont  le  centre 
d'homologiè  est  rejeté  à  l'infini.  Leurs  ordonnées |  comptées  à 
•partirjde  Taxe  d'homologiè  îdans  la  directionides  forces  ,sont  alors 
proportionnelles.  Autrement  dit  ce  sont  deux  figures  déduites 
l'une  de  l'autre  par  dilatation  ou  par  réduction  d'ordonnées  dans 
la  direction  considérée.  Cette  propriété  sera  très  fréquemment 
invoquée. 

Décomposition  d'un  système  de  forces  suivant  deux  lignes  d'ac- 
tion données.  —  Le  problème  n'est  possible  qu'autant  que  les 
lignes  d'action  données  se  rencontrent  sur  la  ligne  d'action  de  la 
résultante  du  système  ou  bien  lui  sont  parallèles.  Il  existe  de  nom- 
breux cas,  notamment  celui  des  forces  parallèles  où  cette  condition 
est  facile  à  vérifier  à  priori.  Dans  tous  les  autres  cas  on  pourra  la 
vérifier  après  la  détermination  de  la  lignç  d'action  de  la  résultante 
au  moyen  d'un  polygone  funiculaire,  détermination  qui  aura  au 
surplus  comme  conséquence  de  ramener  le  problème  posé  à  celui' 
de  la  décomposition  [d'une  force  unique  suivant  les  deux  lignes 
d'action  données. 

Soient  (X),  (Y)  les  lignes  d'action  données  se  rencontrant  au. 
point  S  de  la  ligne  d'action  (R)  de  la  résultante.  Soit  ae  le  seg- 
ment qui,  sur  le  polygone  des  forces,  représente  cette  résultante*. 

Dans  le  cas  général  la  solution  la  plus  simple  est  celle  qui  est 
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fournie  par  la  statique  et  qui  consiste  à  tracer  par  a  une  parallèle 
«^  (X)  et  par  e  une  parallèle  à(  V)  et  à  prendre  leur  intersection  co. 
Les  vecteurs  aw  et  we  sont  les  composantes  cherchées.  Mais  ce. 


Fig.  i5. 


Fig.  16. 


y 


tracé  tombe  en  défaut  quand  (X)  et  (Y)  sont  parallèles  à  (R)  et  est 
peu  précis  lorsque  (X)  et  (\)  sont  presque  parallèles.  Voici  un- 
deuxième  moyen  plus  général  qui  découle  du  théorème  précédent. 

Soient  OM  et  ME  les  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire  de 
pôle  O  qui  a  servi  à  déterminer  la  résultante  (R). 

Ils  peuvent  être  considérés  comme  constituant  un  polygone 
funiculaire  afférent  à  la  force  unique  (R). 

Soient  I  et  J  les  points  où  ils  rencontrent  respectivement  (X) 
et  (Y).  Les  deux  droites  IS  et  SJ  peuvent  être  de  leur  côté  consi- 
dérées comme  constituant  un  polygone  funiculaire  afférent  à  la 
même  force  (R)  et  tracé  avec  le  pôle  w. 

T^es  points  \  et  J  d'intersectibn  des  côtés  extrêmes  de  ces  deux 
polygones  funiculaires  sont  donc  tels  que  IJ  est  parallèle  à  ooi. 

Il  en  résiille  qu'on  peut  déterminer  w  par  Fintersection  de  oo), 
parallèle  à  IJ,  et  de  Tune  quelconque  des  droites  aw  et  ^(o  consi- 
dérées précédemment  et  parallèles  respectivement  à  (X),  (Y). 

Dans  le  cas  1res  important  où  (X)  et  (Y)  seraient  parallèles  à  (R), 
a(o  et  tf(o  se  confondent  avec  ae  et  w  se  trouve  sur  cette  droite. 

La  droite  IJ  qui  joint  les  points  où  les  droites  (X)  et  (Y)  ren- 
contrent les  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire  primitif  s'ap- 
pelle la  ligne  de  fermeture  de  ce  polygone  primitif  relativement 
aux  droites  (\  )  et  (Y). 


STATIQl'E   GRAPHIQUE.   CALCUL  GRAPHIQUE   d'iNTÉGRALRS.  33 

Décomposition  d'un  système  de  forces  suivant  trois  lignes  d'action 
données  non  concourantes.  —  Le  problème  est  toujours  possible. 
Soient  (X),  {\  ),  (Z)  les  trois  lignes  d'action  données.  Supposons 
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Fig.  18, 


(|u'on  ait  déterminé  la  résultante  du  système  des  forces  :  soient  (R) 
sa  ligne  d'action  et  ae  sa  représentai  ion  sur  le  polygone  des  forées. 
Soient  S  le  point  de  rencontre  de  (R)  et  de  (X)  et  L  le  point  de 
rencontre  des  deux  dernières  lignes  d'action  (\)  et  (Z).  Nous 
décomposerons  d'abord  R  suivant  les  deux  lignes  d'action  (\)  et 
SL,  en  appliquant  la  construction  précédemment  indiquée. 

Si  IM  et  M J  sont  les  deux  côtés  extrêmes  du  polygone  funicu- 
laire supposé  tracé  avec  le  pôle  O,  on  mènera  la  ligne  de  ferme- 
ture IJ,  relative  aux  deux  lignes  d'action  (X)  et  SL.  On  tracera  o  to 
parallèle  à  IJ  et  a  o)  parallèle  à  (X).  a  co  sera  la  composante  sui- 
vant (X)  et  co<?  serait  la  composante  suivant  SL. 

II  restera  à  décomposer  coe  suivant  les  deux  lignes  d'action  {\  ) 
et  (Z)  qui  concourent  au  point  L.  On  fera  cette  décomposition  en 
menant  com  parallèle  à  (Y)  et  em  parallèle  à  (ZV 

Le  contour  polygonal  atome  fournit  les  trois  composantes  cher- 
chées de  la  force  R=  ae  et,  par  suite,  du  système  de  forces  pro- 
posé. 

Comme  on  peut  prendre  pour  première  ligne  d'action  (X)  l'une 
quelconque  des  trois  lignes  d'action  données,  on  voit  que  la  C(ms- 
truction  peut  s'opérer  de  plusieurs  manières,  entre  lesquelles  on 
choisira  la  plus  commode  au  point  de  vue  graphique. 

Expression  gpraphique  du  moment  d'un  système  de  forces  par 
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rapport  à  un  point  donné.    —  Supposons  (lunii  nioveii  (l*uii  poly- 
gone funiculaire  de  pôle  ()  on  ait  déterminé  la  li^ne  d'action  (R)  de 
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Fig.  30. 


la  résiiltanle,  dont  la  grandeur  esl  représentée  en  ae  sur  le  poly- 
gone des  forces.  Par  le  point  donné  (j  menons  (^D  ),  parallèle  à 
(R)  et  coupant  en  K  et  L  respectivement  les  côtés  extrêmes  du 
j)olygone  funiculaire  (O)  et  (E).  Le  moment  <lu  système  par  rajv 
port  à  G  est  égal  au  produit  de  ac  par  la  dislance  \IH  de  M  à  la 
droite  (D). 

Si  ok  représente  la  distance  du  pôle  o  à  la  résultante  ae  dans 
le  polygone  des  forces,  les  deux  triangles  semblables  MKL  et  oae 

fournissent  la  relation 

M  H       KL 


oh 


ae 


d'où 


MH  xae  =  KL  x  oh. 


On  obtient  donc  une  nouvelle  expression  <lu  moment.  Il  est  égal 
(tu  produit  de  la  distance  oh  par  le  segment  KL  découpé^  entre 
les  deux  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire^  sur  la 
droite  (D)  menée  par  G  parallèlement  à  la  résultante. 

La  même  construction  s'appliquerait  au  moment  par  rapport  au 
point  G  d'un  groupe  cpielconque  des  forces  du  système,  pourvu 
(|ue  ces  forces  soient  su<*cesslves.  Dans  chacpu^  cas  il  faudrait  con- 
sidérer la  résultante  partielle  du  groupe,  ainsi  (pie  les  cotés 
extrèuies  du  polygone  funiculaire  partiel  correspondant. 


Moments  de  forces  toutes  parallèles  à  une  même  direction.  -  Le 
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rt'sultat  qui  j»nMM*rle  »  twie  4«iiipoTtanoe  paniciiliérp  dans  ii^  -cas  de 
forces  parallèles.  En  rtiBet,  le  polygoiw*  des  foix^e*»  à  U»us  S4»s  som- 
mets sur  la  droUt*  ae^  parallèle  à  leur  direetioH  commune  rt  la  dis- 
la  ikîc  oh  dewieiire  la  mê-mie  quel  que  soit  le  ji^rcMipe  partiel  de  forées 
«pie  Ton  considère.  La  <lix)ite  (D)  menée  [>ar  le  point  <■  ne  clianp«<r 
pas  non  ylns  et  il  swflit  de  marcp^er  ««relie  les  poiMt-sd'interseetiou 
avec  les  cotes  extix^mes  dti  polygone  funiculaire  j>artiel. 

En  particulier,  si  Ton  a\  besoin  des  iiK*ments  par  rapport  au 
|^>int  G  d'un  gîHiupe  4e  plus  en  pl-us  étemlti  de  forces  à  partir  de 
la  preniiére  d'entre  elles,  tous  ces  moments  seront  proportionnels 
aux  segments  déoo»it|>és  sur  <  D)  entre  le  premier  <V)tc  ilu  polygone 
fimieMJaire  et  s^es  côtés  s-uccessifs. 

De  même  {M>ur  les  giT>ii[>es  de  forces  <pi\ni  i^o^iw-ait  avoir  à  con- 
sidérer à  partir  de  la  dernière  d'entre  elles.  Les  différents  seg- 
ments seraient  à  exempter  à  partir  du  dernier  <nMc  du  j>olygon(* 
funiculaire. 

ËaAou,  à  la  limite,  si  l'on  cliercUait  le  moment  <r«ne  seule  <les 
fonces  du  système,  ce  moment  serait  pro|*ortionnel  au  segment 
<4écoupé  entre  les  deu\  cotés  du  pcdygone  funiculaire  q^i i  se  ren- 
contrent sur  la  ligne  d'action  de  la  force. 

Supposons  mainteuanl  (pu*  le  point  (r  se  déplace. 

Si  son  déplacement  s'opère  sur  (D)  parallèlemeut  à  la  direction 
commune  des  forces,  il  est  bien  évident  que  le  niouient  des  forces 
ciwisidérées  ne  <*liangera  pas,  ce  qui  |)ermet  d<»  m»  ju^endre  en  con- 
sidération que  la  |>osi<ion  de  la  parallèle  (  D  )  par  ra[)po'it  anv  lignes 
d'jKHtiofi  de  ces  foives.  % 

Si  la  ligne  (  D  )  se  dépJmH',  le  moment  par  rapp'oH  n  un  quel- 
conque de  ses  points  varie  comuie  le  segment  KL  { cpii  est  propor- 
tionnel à  MH)  et  s'annule  bien  entendu  qiiand  {  D  )  j^asse  par  le 
point  M. 

Si,  au  lieu  de  considérer  le  système  coiu|)let  d<*s  forces  données, 
on  ne  crmsidcre  à  chaque  instant  que  le  groupe  des  forces  situées 
H  gauche  de  la  droite  (^D)  sup[Kis<''e  variai)le,  le  moment  corres- 
pondant est  pro|)ovtiounel  au  segment  découpé  sur  (O)  entre  le 
premier  coté  du  pohgone  funiculaire  et  ses  cotés  successifs.  Le 
polygone  funiculaire  apparaît  donc  comme  une  courue  représen- 
titlwe  des  mommis  des  forces  situées  à  gauche  de  (D),  par  rap- 
port à  un  point  quelconque  de  cette  droite ,  à  la  seule  condition 
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de  compter  les  ordonnées  parallèlement  à  la  direction  commune 
des  forces  et  de  les  rapporter,  comme  ligne  de  référence^  au 
premier  côté  du  polygone  funiculaire. 

On  arriverait  à  un  résultat  tout  semblable  en  considérant  a 
chaque  instant  le  groupe  des  forces  situées  à  droite  de  (D). 

Les  considérations  qui  précédent  s'appliquent,  bien  entendu,  au 
cas  où  l'on  aurait  des  forces  parallèles  infiniment  petites  réparties 
d'une  manière  continue,  au  lieu  d'avoir  des  forces  isolées.  Au  point 
de  vue  théorique  il  n'y  a  qu'à  remplacer  le  mot  polygone  funicu- 
laire par  le  mol  courbe  funiculaire.  Au  point  de  vue  pratique, 
on  groupera  les  forces  réparties  dans  certains  intervalles  finis  et, 
en  les  remplaçant  par  leur  résultante  de  grandeur  finie,  on  obtien- 
dra un  polygone  funiculaire  enveloppe  de  la  courbe  funiculaire 
théorique. 

On  reconnaît  d'ailleurs  que  ces  considérations  sont  tout  à  fail 
indépendantes  de  l'id^îe  de  force  et  qu'elles  peuvent  s'appliquer 
sans  changement  à  toute  grandeur  susceptible  d'être  graphique- 
ment représentée  par  un  système  de  vecteurs  parallèles  soit  isolés, 
soit  répartis  d'une  manière  continue  dans  le  plan.  Nous  allons  les 
généraliser  un  peu  à  ce  point  de  vue. 

II.  —  Sommations  ou  inïkgrations  graphiques. 

Etant  donnée  une  fonction  F  d'une  variable  indépendante  o*,  un 
des  moyens  les  plus  simples  pour  la  représenter  graphiquement 
consiste  à  construire  son  échelle  f<énctionnelle.  Si  l'on  suppose 
que  <T  ne  prend'qu'une  suite  de  valeurs  isolées  (T|,  o-j,  . . . ,  t^  et  si 
l'on  appelle  F|;  Fa?  •  •  •  -.  F„  les  valeurs  correspondantes  de  F|,  on 
obtiendra  l'échelle  fonctionnelle  en  portant  sur  une  droite  indé- 
finie, à  partir  d'un  même  point  origine  Fq,  des  segments 


FoFi  =  F„        FoF,-F„       ...,        FoF«=F«. 

Fig.  ai. 

-H 1 1 1 1 


Si  T  varie  d'une  manière  continue  dans  un  intervalle  ^o^n,  on 
supposera  cet  intervalle  décomposé  en  intervalles  ])arliels  corres- 
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pondant  à  une  suite  de  valeurs  <ri,  t^,  ...,  Œnt  et  Ton  opérera 
comme  dans  le  cas  précédent. 

L'ensemble  des  points  F  représentés  sur  Téchelle  fournit  les 
valeurs  exactes  de  la  fonction  pour  les  valeurs  particulières  o-i , 
«•2,  . . . ,  C/j  et  permet  de  trouver  par  interpolation  les  valeurs  de  la 
fonction  correspondant  à  des  valeurs  intercalaires  de  o*. 

Par  un  simple  déplacement  d'origine  l'échelle  fonctionnelle 
représente  évidemment  toute  fonction  de  la  forme  F  +  a,  a  étant 
une  constante. 

Mais  dans  une  foule  de  questions  on  a  à  opérer  la  sommation  des 
valeurs  prises  par  une  fonction  F,  pour  une  suite  de  valeurs  de  la 
variable  indépendante  o".  S'il  s'agit  d'une  suite  de  valeurs  isolées 
Ji,  0*2,  . . . ,  3-;,,  on  a  à  envisager  les  sommes  successives 

et  alors  on  a  pour  représenter  ^  à»  construire  son  échelle  fonc- 
tionnelle. Celle-ci  peut  s'obtenir  en  portant  bout  à  bout  à  partir 
d'une  origine  ^q  des  segments 

Fi  g.  22. 
. 1 1— 1 1 1 

Cette  échelle  fonctionnelle  de  <I>  peut  être  appelée  ^ échelle  inté- 
grale de  F. 

Dans  la  plupart  des  questions,  F  a  le  caractère  d'une  différen- 
licUe.  Il  apparaît  comme  le  produit  d'une  fonction  finie  f^  par  la 
différentielle  dv  de  la  variable  indépendante.  Dans  le  calcul  gra- 
phique, rfo- ne  peut  être  pratiquement  un  infiniment  petit;  c'est 
l'un  des  intervalles  rfT|,  d^^t  •  •  •  ^  d<7n  en  lesquels  a  été  subdivisé 
l'intervalle  total  s^s,i  et  les  diverses  valeurs  de  F  sont  des  quantités 
plus  ou  moins  petites,  mais  finies,  qui  sont  représentées,  avec  une 
approximation  plus  ou  moins  grande,  par/i  ûf3"|,y*2^<y2î  •"ffnddrf 
En  cumulant  de  proche  en  proche  leurs  valeurs,  et  en  construisant 
comme  précédemment  leur  échelle  intégrale,  on  obtient  les  valeurs 
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siiceessivcs  prises  par  in  fouet  i( m  inh'fçmle 


P"'- 


Cela  posé  Ir  problème  fondiinientiYt  <lii  calcul  graphique  peut  S4* 
poser  ainsi  : 

Etant  données  tt ne  /onction  V  définie  pur  son  échelle  inté- 

Fig.   23.  Fig.  24. 


n.1 


grale^  et  deux  fonctions  \'et7j  données  par  leurs  échelles  fonc- 
tionnelles^ déterminer  ^ échelle  intégrale  dt*  la  fonction 


Soient  : 


L    r= 

Z    • 

v„ 

V,. 

.  .  .  , 

V„; 

x„ 

x„ 

•  •  •  « 

^«  j 

z,, 

Zi. 

. .  .  , 

7 

la  suite  des  valeurs  prises  par  les  fondions  V,  \,  Z  resj)^ctivpmeiif 
ponr  1«  suite  (les  \ aie iri*s  a-»,  0*2,  ...,  ^„  de  la  Mn'Kil>le  indépen- 
dante. 

ConstntisfHis  sur  une  verticaU"  oripne  (Z^^)  TécliHIe  inté^alie 
Vfl,  V|,  ^  2,  . , . ,  V„_i,  V„  de  V,  échelle  tout  à  fait  analogue  à  un 
polygone  des  f<«Tes,  dans  le  cas  des  forces  pandl^les. 

Puis  menons  une  sérip  de  verticales  (Z,  ),  (  Z2  ) (Z„_|),  (Z„) 
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à  (les  distances  de  (  Zo  )  égales  acix  valeurs  de  Z,,  Zj,  .-. . ,  Z„.  C« 
réseau  de  droites,  que  nous  appellerons  le  réseau  des  droites  (Z) 
découperait  évidemnienl  syr  une  liorizonlale  quelconque  FécheHtî 
fonctionnelle  de  Z. 

Traçons  de  même  sur  une  seconde  fi<i:ure  une  série  de  v<*rtîca)es 
(\o)-  1^«)?  <^2)?  "  ")  (X«_f)î  (^/ij'  dont  les  distances  respec- 
tives à  (  Xo)  îioient  é{i»ales  aux  valeurs  \i,  \j,  . . .  ,  \,,.  Nous  rap- 
pellerons le  réseau  des  droites  X. 

Prenons  maintenant  sur  (Z,  )  un  point  arbitraire  O,  et  joignon.s- 
le  aux  extrémités  \oV|  du  premier  se«j:ment  V,  de  Téchelle  inté- 
grale de  \,  puis  prolonjjfeons  V|0|  jusqu'à  sa  rencontre  en  Oa 
avec  la  verticale  (  Za).  Joignons  VaOo  et  prolongeons  jusqu'à  sa 
rencontre  en  O3  avec  la  verticale  (Z3),  et  ainsi  de  suite.  Xous  obte- 
nons une  figure  polygonale  VoOiOa  . .  .  ()„^  1  (.)«  dont  les  som- 
mets successifs  se  trouvent  sur  le  réseau  des  droites  (  Z)  et  dont  les 
cotés  successifs  déterminent  sur  la  verticale  (Zo)  l'échelle  inté- 
grale de  V. 

D'un  autre  coté,  partant  d'un  point  arbitraire  U,  sur  (X©),  tra- 
çons LgC|  parallèle  à  V  qO|,  puis  par  C|,  situé  sur  (X,  ),  traçons 
L1C1C2  parallèle  à  V|0|()2,  et  ainsi  de  suite.  INous  obtenons  une 
.seconde  figure  polygonale  dont  les  sommets  successifs  se  trouvent 
sur  le  réseau  des  droites  (X)  et  dont  les  côtés  successifs  détermi- 
nent sur  la  verticale  (X^  )  réclielle  intégrale  de  U. 

En  effet,  les  triangles  semblables  tels  (pie  VqOi  V|  et  LqCi  L\ 
dcmnenl  des  relations  de  la  fonue 


—^ —  =  ^  ou         UoL,  =  7-Vt  =  Ui- 

t 

Le  second  polygone  est  tout  à  fait  analogue  comme  construction 
à  un  polygone  funiculaire  de  forces  fictives  égales  aux  valeurs  de  \  , 
agissant  sur  le  réseau  des  droites  (X  ),  avec  cette  seule  différenc«* 
que,  au  lieu  d'avoir  un  pôle  fixe,  <m  a  un  pôle  variable  se  déplaçant 
sur  le  réseau  des  droites  (Z). 

Aussi  emploierons-nous  le  langage  de  la  statique  graphique  pour 
résumer  la  construction  en  ces  termes  : 

On  passe  de  V échelle  intégrale  de  \  à  l"* échelle  intégrale 
de  V  ^=^^  Y  en  construisant  sur  te  réseau  des  droites  (X)  un 
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polygone  funiculaire  des  forces  fictives  V  avec  une  distance 
polaire  variable  et  égale  à  Z. 

11  est  bien  évident  qu'il  y  a  réciprocité  absolue  entre  les  deux 
figures  et  qu'on  passerait  inversement  de  l'échelle  intégrale  de  L 
à  l'échelle  intégrale  de  V,  le  premier  polygone  Vo.0|02...0« 
jouant  le  rôle  de  polygone  funiculaire. 

Il  est  bien  évident  aussi  que  le  procédé  peut  se  généraliser,  et 
que  si  X'  et  7J  désignent  de  nouvelles  fonctions,  on  pourra  passer 
de  Téchelle  intégrale  de  U  à  l'échelle  intégrale  de  la  fonction  W 
définie  par  la  relation 

\v  —  -—  1 1  —  fL  -^  --  V 
Z'  Z'       Z 

Remarqae  /.  -  -  Quand  plusieurs  valeurs  successives^  soit  de  X, 
soit  de  Z,  sont  égales,  les  droites  (X)  ou  (Z)  correspondantes  sont 
confondues  et  les  polygones  ont  plusieurs  sommets  confondus  sans 
que  leurs  cotés  cessent  pour  cela  d'être  distincts. 

Supposons  notamment  que  Z  soit  une  constante,  tous  les  points 
tels  que  O  sont  confondus  et  l'on  retombe  sur  le  cas  d'un  polygone 
funiculaire  ordinaire. 

« 

Remarque  H,  —  Si  l'on  déplace  la  verticale  (X©  )  jiarallélement 
à  elle-même,  sans  modifier  le  réseau  des  droites  (X  ),  cchi  revient 
évidemment  à  substituer  à  la  fonction  X  la  fonction  X  +  M,  M  étant 
une  constante  mesurant  à  Téchelle  des  X  le  déplacement  de  (Xo). 
On  obtiendra  donc  sur  la  nouvelle  verticale  (X^)  l'échelle  inté- 
grale de  la  fonction 

u  ..  1±±'  V . 

Remarque  III .  -  11  est  très  important  de  faire  grande  atten- 
tion aux  échelles  métriques  qui  auront  servi  à  la  représentation  des 
diverses  quantités  X,  Z,  V.  L'échelle  de  U  se  déduit  des  trois  autres. 
Si  l'on  s'est  arrangé  pour  que  X  et  Z  soient  représentés  à  une 
même  échelle,  les  fonctions  U  et  V  seront  aussi  représentées  à 
la  même  échelle.  Mais  cela  n'est  pas  toujours  possible. 

Application  à  la  recherche  du  centre  de  gravité,  des  moments 
du  premier  ordre  et  des  moments  d'inertie  d'une  aire  plane.  —  Soit 
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une  aire  plane  quelconque  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox 
et  O^.  Traçons  les  tangentes  parallèles  à  Oy  coupant  Taxe  des  x 

Fig.   25. 


aux  points  Xq  et  Xn^  puis  divisons  Tinlervalle  XqXji  en  n  intervalles 
partiels  par  les  paints  de  division  Xt,  X2,  ....  ^n-i-  jNous  appelle- 
rons Ç|,  $2?  •  •  •  -•  irt  l^i»  milieux  des  intervalles  dont  la  grandeur  sera 
désignée  par  dxt  dx^  . .  .  dxn-  (Bien  entendu,  si  rien  ne  s  y  oppose, 
on  prendra  pour  simplifier  tous  les  intervalles  partiels  dx  égaux 
entre  eux.  ) 

Si  Ton  désigne  par  y^^  y^^  -  --  j  Xn  les  longueurs  des  segments 
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^léeoupéft  j>ar  le  contour  de  la   surface  sur   les   verticales   ($»), 
i.ii)?  •  •  •?  ($«)•»  Icî*  éléments  d'aire  ont  pour  valeur  respective 

Nous  les  supposerons  connus  ou  dclerminés  directement  (ce  qui 
sera  particulièrement  facile  si  les  dx  sont  éj^aux  ). 
La  surface  totale  est 


S  =  I    y  dx=  I     u  . 


Nous  nous  proposons  d'obtenir,  d'ahord,  son  moment  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  un  point  d(*  ()/,  moment  dont  l'expres- 
sion est 

I 

(rf  désignant  une  longueur  arbitraire  )  ou,  ce  qui  revient  au  mêm<», 

H 

d'obtenir  la  longueur  -7  • 

INous  formerons  sur  une  verticale  l'écliclle  intégrale  de  «/,  ou 
polygone  des  forces  fictives  Wj,  ^2,  ....  W/,.  Ensuite  nous  lraceron> 
le  réseau  des  droites  (Ç).  Le  réseau  des  droites  (<i)  se  réduit  ici  à 
une  seule  droite  à  la  distance  d  de  l'éclielle  intégrale  de  u.  Sur 
<:ette  droite  nous  prendrons  un  pôle  arbitrain»,  puis  nous  tracerons 
le  polygone  funicuUiire  des  forces  fi(Mives  W|,  «a,  ...,  Un  sur  1<* 
réseau  des  droites  (  ç  ).  Ses  ccMés  successifs  traceront  sur  i)y 
l'éclielle  intégrale  des  éléments 

Le  segment  découpé  entre  les  côtés  extréuKîs  sera  la  longueur 
elierchée 

Cherchons  maintenant  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  O^, 
<lont  l'expression  est 
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{d'  désignant  une  nouvelle  longueur  arbilmirr)  oiu  re  qui  n*vienl 
»u  ménie^  ta  longueur -r — -r-, . 

J/échelle  intégrale  de  h  étant  obtenue  sur  i)y  par  la  conslruc- 
lion  précédente,  il  suffit  de  prendre  un  nouveau  pôle  O'  à  une 
<lislance  d'  de  Oy^  puis  de  tracer  sur  le  réseau  des  droites  (ç)  1<* 
polygone  funiculaire  des  forces  fictives  A|,  li^ 7/,|. 

Les  côtés  successifs  traceront  sur  Oy  FtVheUe  inté»;rale  des 
éléments  tels  que 

i  =  -yf  X  h. 

a 

Le  segment  découpé  entre  les  côtés  extrêmes  sera  la  longueur 

cherchée  -j 77* 

•  dx  ci 

La  cmistruclioD  très  générale  qui  précède  donne  Ireu  aux 
remarques  suivantes  : 

i^*  Elle  fournit,  sans  construction  nouvelle,  les  aires,  les  moments 
du  premier  ordre  et  les  moments  d'inertie  de  toute  surface  par- 
tielle comprise  entre  de  un  abscisses  Xp  et  Xg  comprises  dans  la 
série  des  points  de  division  de  x^Xn-  H  suffit  <le  limiter  par  la 
pensée  Térhelle  intégrale  de  u  aux  seuls  éléments  «y,^.i,  . . .,  Uq^  v\ 
de  prendre  comme  côtés  extrêmes  des  polygones  funiculaires 
correspondants  ceux  qui  précédent  et  qui  suivent  le>  sonnuets 
situés  sur  {^p^\  )  ^t  (5^). 

•?•  Si  Ton  envisage  les  segments  découpés  par  le  premier  l>olv- 
gone  funiculaire,  non  plus  sur  O^,  mais  sur  une  parallèle  Ot' 
dont  Tabscisse  soit  />,  ces  segments  seront  respeetiienieist  les 
valeur»  de 

«•l  le  segment  découpé  entre  les  côtés  extrêmes  sera 

■d.=X    ~S~'*^J,   5"-5^    "=^7-^3- 

Le  centre  de  gravité  est  par  définition  sur  la  verticale  iXy  (|ui 
fournit  une  valeur  H' =  <».  Cette  verticale  du  centre  de  gravité  doit 
donc  passer  par  le  point  de  rencontre  G  des  côtés  extrêmes  du 
j)remier  polygone  funiculaire. 
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3"  De  même,  le  segment  découpé  par  les  côtés  extrêmes  du 
second  polygone  funiculaire  sur  la  verticale  quelconque  O'y'  a 
pour  valeur 

dxd'-'J^  d'       '   "" J,       d'  d'Jx  dxd        dxd'      ' 

Si  O'y  est,  non  plus  une  verticale  quelconque,  mais  la  verti- 
cale du  centre  de  gravité  G,  son  abscisse  p  satisfait  à  la  relation 

H  — /?S  =  0, 

et  Ton  a 

1^      _       I  p«S 

dxd'  ~  dxd'       dd'' 

r  représente  donc  le  moment  (Tinertie  par  rapport  à  la  verti- 
cale du  centre  de  gra^^ité^  puisque  ce  moment  d'inertie  doit  être 
Ici  que 

4°  Une  méthode  louïe  semblable  s/appliquerail  à  la  recherche 
des  centres  de  gravité  ou  des  moments  d'inertie  d'une  ligne. 

D'autre  part,  si  chaque  élément  de  surface  ou  de  ligne  était 
affecté  d'un  coefficient  variable  k^  de  telle  sorte  qu'on  ait  à  en\i- 

sager,  non  plus  les  éléments  M|,  Wj,  . . .,  «/i,  mais  les  éléments  -j^y 

TT»  '"'  ir*  iï  pourra  être  avantageux  de  conserver  l'échelle  inté- 

grale  des  m,  et  de  tracer  le  premier  polygone  funiculaire  avec  la 
distance  polaire  variable  kd^  en  traçant  le  réseau  des  droites  (d) 
situées  à  la  distance  kd  de  réchelle  intégrale  de  «/.  Ce  pourra  être 

plus  simj)le  que  de  calculer  les  quotients  -r« 

Note  sur  la  construction  des  paraboles  cubiques.  —  Les  méthodes 
graphiques  particulières  à  chaque  problème  sont  tellement  variées 
que  nous  ne  pourrons  pas  songer  à  les  décrire  dans  ce  cours.  Mais 
nous  dirons  quelques  mots  de  la  construction  des  paraboles 
cubiques  dont  l'équation  en  coordonnées  obliques  se  présente 
sous  la  forme 


r  =  a>x(,-5)(,-| 
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car  on  a  1res  fréquemment  à  envisager  ces  sortes  de  courbes.  Nous 

■ 

supposons  b>  a, 

La  parabole  coupe  Taxe  des  a:,  ou  ligne  de  référence,  aux  points 

Fig.  26. 


a:  =  o,  j?  =  a  =:  OA,  x^=.h  =.  OB.  De  plus,  le  coefficient  angu- 
laire de  sa  tangente,  donné  par  la  relation 

se  réduit  à  w  pour  a:  =  o,  et  à  w'  =  to  f  ^  —  i  j  pour  x  =  a. 

Considérons  la  parabole  du  second  degré,  OM'S'A,  définie  par 
l'équation 

Elle  lui  est  tangente  en  O  et  passe  par  A,  sa  construction  est  facile. 
Or,  pour  toute  valeur  de  x^  on  a 

y      à  ' 

Cela  revient  à  dire  que  sur  une  ligne  de  rappel  telle  que  m  M',  on 
passe  de  F  ordonnée  j^'=i  mM'  à  l'ordonnée  jk  =  'wM  ^n  réduisant 

b  —~-  ûf*         Fil  i) 

la  première  dans  le  rapport  — ^ —  =  -— .  Il  suffira  donc  de  tracer 

M'R  parallèle  à  O^  et  de  joindre  RB  pour  obtenir  le  point  M  sur 
la  ligne  de  rappel  de  m . 

Pour  deux  abscisses  telles  que  x  et  a  —  Xj  autrement  dit  pour 
deux  lignes  de  rappel  également  distantes  du  milieu  D  de  OA,  on 
a  deux  valeurs  dey'  égales.  On  obtiendra  donc  par  un  même  tracé 
les  deux  points  correspondants  M  et  N. 
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Si,  (*n  |>aili<uiiier^  ou  fait  la  <x»nstriictîoa  {Kuir  ia  ligne  d-e  rappol 
<^oiTesj)oiitlanl  à  I),  lljçne  sur  laquelle  est  le  sommet  de  la  para- 
bole^'', la  di'oile  BR  eori'espoiidante  sera  taiigeate  à  la  parabole  j'. 

11  est  à  peine  besoin  d'ajouter  que  le  traeé  elFeelif  de  la  pa^abol(^ 
<lu  se<u)nd  dej^ré  n'est  nullement  nécessaire.  11  suffit  que  Ton  ait 
porté  sur  Oy  les  \aleurs  de  OR  correspondant  à  diverses  valeurs 
de  x^  c'est-à-dire  que  l'on  ait  construit  sur  O^  Téchelle  fonclion- 
nelb*  (1(»  j''. 

On  peut  déterminer  facilement  l'abscisse  du  point  d'inflexion  de 
la  courbe.  En  effet,  on  a 


.  d^y 


r=-»H:-ï)-S] 


Cette  dérivé*»  sec(uide  s'annule  pour 

«r  -+-  6        -À  a  -hb 
X  = = • 

3  3         2 

Il  suffit  de  |)rendre  le  milieu  H  de  AB  et  de  prendre  ensuite  les  ^ 

de  OH.  Inversement,  si  l'on  connaît  l'abscisse  du  point  d'inflexion, 
<*ette  donnée  j)ourra  remplacer  la  connaissance  du  point  B.  On 
déterminerait  d'abord  H,  puis  B. 

Il  arrise  souvent  que  l'on  ne  connaît  pas  directement  la  lon-' 
jçueur  ()B=:fc,  el  que  la  parabole  cubique  soit  définie  par  ses 
deux  points  O  el  A,  sa  tangente  en  O  et  sa  tangente  en  A.  1^  rela- 
tion donnée  plus  haut 


►'  =  to  f  -r  —  I  i  9  d'où  l'on  tire  6  =  « 


oi  =  to  I  -r  —  1)9  a  ou  i  on  lire  o  =  « -,  » 

eu  -h  fo 


permettra    alors    facileuient   de   calcul(*r   h   ou    de   le   construire 
grapliicpiement*.     On   a    />  >  a   toutes   les    fois    cpie   o)  >- o    ave<! 

<♦  >»  tii'  >  (0. 

Si  le  pt»int  B  t(nube  en  dehors  des  limites  de  l'épure,  ou 
emploiera  pour  trac<*r  les  droites  telles  que  RB  un  artifice  quel- 
conque. Par  exemple,  sur  la  verticale  ])assant  |)ar  \  (m  déterminei'a 
une  échelle  foncliT)nnelle  d(»s  segments 

OB  a  w 

v\\  valeur  absolue. 


CHAPITRE  IJI. 

CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  SOLIDES  NATURELS. 


APPLICATION   BE9  CONDlTlONfi   OKNKRALRS   I)  EQUILIBRE   Al  X    SOLIDES   NATUHEI^**, 

Les  solides  naturels  diflerenl  iiotableinenl  des  solides  invariables 
roiisidérés  dans  la  mécanique  rationnelle.  Sous  rinduence  des 
forces  qui  leur  sont  appliquées,  ils  éprouvent  des  déformations 
dont  la  f^raiideur  varie  avee,  la  nature  du  solide.  En  exceptant  le 
cas  tout  à  fait  théorique  où  deux  forces  égales  agiraient  sur  1^ 
mén^e  point  matériel,  on  peut  donc  dire /qu'il  n'y  a  aucun  système 
de  forces  qui  puisse  tenir  en  équilibre  un  solide  naturel  jauquel  il 
vient  d'être  appliqué. 

Mais  si  les  forces  a])|)liqué(îs  sont  telles  qu'après  une  période  de 
déformation  du  corps  ce  dernier,  supposé  primitivement  au  repos, 
revienne  à  l'état  de  repos,  c'est-à-dire  si  les  forces  appliquées  se 
font  à  un  certain  moiueut  équilibre  sur  le  corps  déformé,  on 
|K>urra  dire  en  général,  d'une  manière  abrégée  et  approchée,  que 
<"es  forces  se  font  équilibre  sur  le  corps  lui-même.  En  voici  la 
raison. 

L'expérience  appreiiil  <|ue,  dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  loi*sqiie 
les  forces  appliquées  ne  sont  |)as  a>sez  grand<vs  pour  briser  le  corps 
et  qu'en  outre  elles  sont  applicpiées  lentement,  h's  déformations 
subies  par  les  différentes  parties  du  corps  scmt  1res  jH^tites  par 
rapport  aux  dimensions  du  corj)s,  ou  par  rapjuMi  aux  distances 
séparant  les  points  d'application  des  forces.  11  <si  résulte  que  les 
équations  d'équilibre  que  l'cui  écrirait  pour  Iv  cor|)s  déformé  'ne 
différeraient  de  celles  relati\es  au  corps  dans  S4>n  étal  naturel  que 
j)ar  des  termes  de  valeur  relali>ement  petite;  négligeables  en  pra- 
tique. On  écrira  donc  les  (!(uidilions  nécessaires  d'équilibre  en 
supposant  le  corps  dans  son  état  primitif. 

On  peut  ajouter  que,  in\ersement,  si  un  système  de  forces  est 
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eu  équilibre  statique  sur  un  corps  pris  dans  son  étal  primitif,  et 
dans  r hypothèse  où  ce  corps  serait  invariable,  le  même  corj>s, 
supposé  déformable,  reprendra  généralement  un  état  de  repos,  ou 
d'équilibre,  sous  Faction  des  mêmes  forces  après  une  première 
période  de  déformation,  pourvu  encore  que  les  forces  ne  brisent 
pas  le  corps  et  qu'elles  soient  appliquées  lentement.  En  effet, 
l'expérience  apprend  qu'il  en  est  toujours  ainsi  quand  le  système 
se  réduit  à  deux  forces  égales  de  sens  contraire,  et  dirigées  suivant 
la  droite  qui  joint  leurs  points  d'application.  D'un  autre  côté,  elle 
apprend  aussi  que  des  forces  en  équilibre  appliquées  au  voisinage 
d'un  même  point  d'un  corps  ne  lui  font  pas  subir  de  déformation 
sensible.  Ces  conditions  suffisent  évidemment  pour  démontrer 
qu'un  système  de  forces  qui  se  feraient  équilibre  sur  un  solide 
invariable  doivent  laisser  un  solide  naturel  au  repos  après  une 
première  période  de  déformation.  Il  en  résulte  que  les  conditions 
d'équilibre  des  solides  invariables  sont  en  général  suffisantes  aussi 
pour  les  solides  naturels,  moyennant  les  hypothèses  admises  et  le 
degré  d'approximation  que  Ton  recherche. 

Cependant,  ij  ne  faut  jamais  oublier  que  celle  conclusion  n'est 
pas  exacte  d'une  manière  absolue. 

Ainsi,  lorsque  les  déformations  du  corps  sont  considérables  el 
ne  peuvent  plus  être  regardées  comme  négligeables  par  rapport 
aux  distances  des  points  d'application  des  forces,  par  exemple 
lorsque  Ton  a  affaire  à  des  ressorts,  ou  à  des  corps  analogues  au 
caoutchouc,  on  ne  peut  se  dispenser 'de  tenir  compte  de  la  valeur 
de  ces  déformations  avant  d'appliquer  les. conditions  d'équilibre, 
ou  bien  d'introduire  dans  les  équations  d'équilibre  un  terme  le> 
représentant. 

L'exemple  le  plus  simple  qu'on  en  puisse  donner  est  celui  (|ue 
présente  une  lame  de  ressort  AB  horizontale  encastrée  à  son 
extrémité  A  et  libre  à  son  extrémité  B.  Si  en  B  on  applique  une 
charge  verticale  P,  la  lame  de  ressort  se  courbera  et  B  viendra 
quelque  part  en  B',  en  dehors  de  la  verticale  BP.  Si  la  lame  esl 
très  mince  et  très  souple,  il  pourra  se  faire  que  l'écart  x'  entre  les 
verticales  B  et  B'  ne  soit  pas  du  tout  négligeable  devant  la  hui- 
gueur  AB  =  /  du  ressort. 

Par  suite  il  n'est  plus  permis  d'écrire  les  conditions  d'équilibre 
en  supposant  que  P  agit  suivant  sa  ligne  d'aclion  primitive.  Ce> 


•  # 
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conditions  d'équilibre   doivent    s'écrire  en  considérant  Télal   du 
corps  déformé. 

De   même  lorsqu'on  étudie  spécialement  les   déformations  du 
corps,  où  bien  les  forces  élastiques  développées  dans  son  intérieur, 


il  n'est  plus  permis  de  considérer  comme  nulles,  c'est-à-dire  sans 
action,  deux  forces  égales  et  opposées.  Les  opérations  ordinaires 
de  composition  et  de  décomposition  des  forces,  de  transport  des 
forces  en  un  point  quelconque  de  la  direction,  ne  sont  plus  du  tout 
légitimes  à  ce  point  de  vue. 

Classification  des  corps  naturels  d'après  leurs  propriétés  élas- 
tiques. —  Considérons  un  corps  solide  naturel  soumis  à  l'action 
d'un  certain  nombre  de  forces  e  ilCi i r u ii  ■<  ti^tmêCi uant  un  système 
en  équilibre  statique.  Ce  corps  éprouvent  au  moment  où  les  forces 
commenceront  à  agir 'sur  lui  !un  changement/ de  forme  plus  ou 
moins  grand,  mais  susceptible  d'être  constaté  et  mesuré.  En  même 
temps,  il  se  développera  à  rintérieur  du  corps  des  efforts  ou  ten- 
sions moléculaires,  assurant  l'équilibre  de  chacune  des  parties  en 
lesquelles  le  corps  |)eut  être  déccmiposé.  En  particulier,  supposons 

Fig.  28. 


le  corps  séparé  en  deux  parties  A  et  B  par  une  surface  de  sépara- 
tion S.  Les  efforts  moléculaires  sur  les  éléments  rfS  de  celte  sur- 
face devront  être  tels  que  leur  ensemble  maintienne  en  équilibre 
les  deux  parties  A  et  B.  La  partie  A  sera  en  équilibre  sous  l'action 


Pige  AU  D 
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(les  forces  qui  lui  sonl  (lirei'lemout  a|)]>li(|uées  et  qui  ne  forment 
j)as  en  général  un  système  en  équilibre  et  des  eflorts  moléculaires 
<ju'elle  subit  de  la  part  de  B. 

En  vertu  du  principe  de  Tégalilé  de  raclion  el  de  la  réaction  les 
efforts  moléculaires  exercés  j>ar  A  sur  B  seront  égaux  et  de  signe, 
contraire  à  ceux  exercés  par  B  sur  V.  Ils  formeront  un  système 
équivalent  au  système  des  forces  appliquées  à  A. 

Mais  <!es  efforts  moléculaires  intérieurs,  dont  Texistence  néce^- 
saire  est  ainsi. reconnue,  ne  se  révèlent  pas  à  Tobservalioii  directe, 
comme  le  loiit  les  changements  de  forme. 

Supposons  ensuite  cpie  les  forces  extérieures  cessent  de  solliciter 
le  corps,  il  pourra  se  |)résenter  plusieurs  cas. 

Si  la  déformation  constatée  antérieurement  persiste  sans  modifi- 
cation, on  dira  que  le  corps  est  formé  d'une  matière  plastique. 
dont  la  terre  glaise  mouillée  fournit  un  exemple  lype. 

Si  au  contraire  la  déformation  disparait  ave<'  la  cause  qui  Ta 
produite,  et  si  le  corps  re\ient  à  sa  forme  primitive,  on  dira  qu'il 
est  formé  d'une  matière  élastique.  I.e  ivpe  d'une  matière  élas- 
tique est  le  caoutchouc. 

Si  eufin  les  déformai  ions  ne  disparaissent  (|u'incom|)lètemenl, 
si  le  corps  s'est  ra[)proché  de  sa  figure  primiti\e  sans  y  revenir 
exactement,  on  dira  que  la  matière  (»st  semi-élastique. 

En  ce  (pii  concerne  h's  efforts  moléculaires  intérieurs,  les  corps 
élastiques  méritent  une  mention  spéciale.  Il  es!  an  moins  vraisem- 
blable qu<'  ces  efforts  moléi  ulaires  cessent,  tout  comme  les  défor- 
mations apparentes,  aussitôt  qu4»  cess<»  d'agir  la  cause  qui  les  a 
produits.  (.)u  ne  saurait  rien  dire  d'analogue  dîuis  le  cas  de  coi*j»î> 
plastiques,  ou  semi^élastiques. 

Ln  même  corps  peut  être  rangé  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 
catégories  suivant  son  èlal  pli>si({ue,  et,  même  sans  modification 
<le  son  état  physicpie,  .sui\iint  Fimportance  des  déformations  qu'on 
lui  fait  subir. 

Les  notions  les  plus  précises  (|ue  l'on  ait  <les  corps  au  point  de 
vue  de  leurs  propriétés  élastiques  sont  fournies  par  des  essais  de 
laboratoire  et  ))articulièrement  par  l'essai  des  matériaux  usuels  à 
rextensi<ui  el  à  la  compression. 

Essai  des  matériaux  à  la  traction.         L'une  des  expériences  les 
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jïliis  fréqiienles  des  laboratoires  d'essai  eonsisle  à  déleriiiiner  les 
déformations  subies  par  une  lige  métallique  travaillant  à  la  traetion. 
On  emploie  à  cet  effet  une  lige  d'environ  î^o™'"  à  •>,.')"""  dv  diamètre 
<»l  de  .'ioo'""*  de  longueur,  l/expérienee  eonsisle  à  uiesurer  rallon- 
gement qu'éj)rouve  la  portion  centrale  de  la  tige,  comprise  centre 
fleux  [)oints  de  repère  distants  de  loo"""  à  iTx)""".  (^et  allongement 
étant  très  petit  il  est  nécessaire  d'avoir  un  a|)pareil  assez  sensibb* 
pour  le  constater. 

Les  appareils  à  nuroir,  généralement  emj)lo\és,  permelliînl  de 
faire  des  mesures  avec  une  exactitude  d'un  <li\-minième  de  milli- 
mètre. Us  se  com|)osent  essenliellement  de  deux  ressorts  F  fixés  à 

Fig.  29. 
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une  de  leurs  extrémités  au  point  de  repère  A  pris  sur  la  partie  cen 
traie  de  Téprouvette.  L'extrémité  libre  des  ressorts  s'appuie  légè 
rement  sur  deux  roulettes  d'ébonite  R  qui  peuv<'nt  tourner  libre- 
ment sur  leurs  axes.  Ces  axes  sont  portés  par  un  cadre  qui  est 
lui-même  fixé  sur  réprou>ette  au  droit  du  second  point  de  repère  B. 
Lorsque  Téprouvette  subit  un  efl'ort  d'extension,  la  distance  com 
|)rise  entre  les  deux  points  de  repère  \  et  B  s'allonge  et  les  res- 
sorts F  font  tourner  les  roulettes  d'un  certain  angle  proportionnel 
à  l'allongement  de  AB.  Les  axes  des  roulettes  portent  des  miroirs 
qui  permettent  de  mesurer  cet  angle  avec  une  régie  (li\iséc  el  une 
lunette. 

L'emploi  de  deux  roulettes  tournant  en  sens  inverse  est  tiestiné 
à  corriger  les  erreurs  dues  à  des  imperfections  de  calage  de 
l'éprouvette,  ou  à  la  dissjmétrie  des  efforts  de  traction  par  rapport 
à  l'axe  de  l'éprouvette.  Ces  erreurs  sont  éliminées  dans  la  moyenne 
des  lectures. 

On  peut  de  la  même  façon  faire  des  cd^servalions  sur  le  riicconr- 
cissement  de  tiges  soumises  à  des  efforts  de  compression. 

Si  l'on  opère  sur  une  lige  d'acier  doux  on  constate  (pie  la  lon- 
gueur entre   repères  reprend  sa  valeur  initiale  loï's([ue  l'elfort   de 
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traclioli  cesse,  du  moins  tant  que  cet  effort  de  Iracliousc  maintienl 
au-dessous  d'une  certaine  li-mite.  L'éprouvette  se  comporle  comme 
un  corps  parfaitement  élastique.  La  déformation  plastique,  c'est-à- 
dire  celle  qui  persiste  après  que  Teffort  a  cessé,  est,  sinon  absolu- 
ment nulle,  du  moins  inappréciable  par  les  moyens  d'investigation 
dont  on  dispose  et  peut  être  négligée  devant  la  déformation  élas- 
tique. 

Mais  si  l'on  répète  l'expérience  avec  des  efforts  de  traction  de 
plus  en  plus  grands,  il  arrive  un  moment  où  la  déformation  plastique 
devient  perceptible,  et  où  la  matière  présente  le  caractère  de  semi- 
élasticité.  C'est  ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  la  limite  d* élas- 
ticité de  la  matière  a  été  dépassée.  Pour  l'acier  doux  cette  limite 
varie  de  iS'^b  à  22''^  par  millimètre  carré  de  section. 

Sous  des  efforts  suffisamment  grands,  la  déformation  plastique 
pourra  atteindre  Tordre  de  grandeur  de  la  déformation  élastique; 
et  même  devenir  prépondérante.  Le  corps  se  comporte  alors  comme 
s'il  était  composé  d'une  matière  plastique,  la  déformation  élastique 
ne  jouant  qu'un  rôle  insignifiant  dans  son  changement  de  figure. 

Enfin,  pour  une  certaine  valeur  de  Feffort  de  traction,  la  tige  se 
rompt;  on  dit  que  Ton  a  atteint  sa  limite  de  rupture.  Pour  l'acier 
doux  cette  limite  varie  de  \^^^  à  So*'^  par  millimètre  carré.  Elle  est 
égale  ou  même  supérieure  ou  double  de  la  limite  d'élasticité. 

La  période  de  semi-élasticité  et  la  période  de  plasticité  sont 
ainsi  très  caractérisées  pour  l'acier  doux.  Il  en  est  de  même  pour 
le  fer  et  pour  la  plupart  des  métaux  durs.  Elles  sont  plus  courtes 
pour  la  fonte  et  davantage  encore  pour  les  bois  et  les  matériaux 
pierreux  naturels  ou  artificiels  dont  la  limite  de  rupture  suit  d'assez 
près  la  limite  d'élasticité. 

Ces  derniers  matériaux  présentent  d'ailleurs  d'autres  singularités. 
Si  on  les  prend  dans  leur  état  naturel  ils  sont  d'abord  semi-élas- 
tiques. Mais  une  application  répétée  des  forces  finit  par  établir  un 
état  de  régime,  les  déformations  deviennent  alors  parfaitement 
élastiques.  Le  temps  durant  lequel  les  forces  agissent  sur  ces  corps 
a  aussi  une  Influence.  Les  déformations  augmentent  avec  ce  temps, 
surtout  si  l'état  de  régime  dont  nous  venons  de  parler  n'a  pas 
encore  été  atteint  par  une  application  réitérée  des  charges.  Mais 
ces  phénomènes,  du  reste  assez  mal  connus  encore,  sont  relative- 
ment peu  intenses,  et  l'on  ne  s'en  occupe  pas  dans  la  pratique. 
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D'une  manière  générale,  nous  distinguerons  pour  les  niatériauv 
naturels  deux  périodes,  Tune  d'élaslicité  parfaite,  correspondant  à 
des  efforts  inférieurs  à  la  limite  d^ élasticité^  l'autre  d'élasticité 
imparfîiite,  comprise  entre  la  limite  d'élasticité  et  la  limite  de 
rupture. 

Loi  de  Hooke.  Proportionnalité  des  déformations  aux  efforts  qui 
les  produisent.  —  Les  expériences  de  traction  ou  de  compression 
dont  nous  venons  de  parler  mettent  en  évidence  les  lois  qui  lient  les 
déformations  aux  efforts  qui  les  produisent  et  aux  dimensions  d(; 
Téprouvette  expérimentée. 

Pour  les  nu'îtaux,  tant  qu'on  se  trouve  dans  la  période  d'élasti- 
<'ité  parfaite,  les  allongements  sont  proportionnels  aux  efforts  de 
traction  exercés  sur  l'éprouvette.  On  trouve  de  plus  que  pour  un 
même  effort  de  traction  les  allongements  sont  proportionnels  à  la 
longueur  entre  les  repères  et  inversement  proportionnels  à  la 
section  de  l'éprouvette,  de  sorte  que  si  /  est  la  distance  entre 
repères.  A/  rallongement,  S  la  section,  F  l'effort  de  traction,  on  a 

ES' 

E  désignant  une  constante  dépendant  des  propriétés  de  la  matière 
t  appelée  coejficient  d^ élasticité.  Cette  constante  a  pour  dimen- 
ions  FL~2.   Elle  s'exprime  en  kilogrammes  par  mètre  carré.  Sa 

valeur  numérique  est  environ  de  2. 10*®  pour  l'acier  doux  et  le  fer 
On  peut  écrire  la  formule  précédente  sous  la  forme 

AZ_2^F 
/"ES' 

L'allongement  proportionnel  -j-,   appelé    aussi   dilatation   li- 

F 
néaire^   est  j)roportionnel    à  -ç^>   c'est-à-dire  à  l'effort  moven  de 

traction  par  unité  de  section  de  réprouvette. 

Cette  loi  porte  le  nom  de  loi  de  Hooke ^  du  nom  du  physicien 
(|ui  la  formula  pour  la  première  fois.  Nous  verrons  que  sa  généra- 
lisation est  un  des  fondements  de  la  théorie  de  TElasticité  :  Tant 
que  la  limite  d'élasticité  n^est  pas  dépassée^  les  déformations 
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produites  sont  des  fonctions  linéaires  des  intensités  des  forces 
extérieures. 

Sous  uiir  aiilre  lormo  c'est  le  principe  dit  de  superposition^  qui 
se  vérifie  aussi  dans  les  essais  de  traction.  Tant  que  la  limite 
d'élasticité  n'est  pas  dépassée,  si  l'on  superpose  un  effort  de  trac- 
lion  à  un  autre  antérieurement  ai)pliqué,  le  nouvel  allonj^emenl  qui 
se  superpose  à  rallongement  primitif  est  le  même  que  si  le  nouvel 
effort  de  traction  agissait  seul. 

Contraction  transversale.  —  Dans  une  ex[)érience  de  traction, 
rallongement  de  la  tige  n'est  pas  la  seule  déformation  que  Ton 
]uiisse  constater  et  mesurer.  Il  se  produit  en  même  temps  un(* 
contraction  transversale  de  la  section.  (Dans  un  essai  à  la  com- 
pression on  observerait  inversement  une  augmentation  de  l'aire  de 
la  section.) 

Cette  déformation  transversale,  tout  comme  la  déformation  lon- 
gitudinale, demeure,  tant  que  la  limite  d'élasticité  n'est  pas 
dépassée,  proportionnelle  à  l'eflorl  de  traction  exercé  sur  Féprou- 
vette.  Elle  est  par  suite  proportionnelle  à  rallongement  longitu- 
dinal. 

Le  facteur  de  |)roportionnalilé  ou  rapport  de  la  contraction 
ti-ansversale  à  l'allongement  longitudinal,  dépend,  comme  le  coef- 
(icient  d'élasticité,  de  la  nature  de  la  matière.  On  l'appelle  coeffi- 
cient de  contraction  transs^ersale  et  on  le  désigne  par  la  lettre  r\ 

ou  par  — •  Certaines  considérations  théoriques,  que  nous  vemms 

dans  la  théorie  de  l'élasticité,  tendraient  à  faire  admettre  que  r^  a 

pour  lous  les  corps  la  valeur  constante  y,  =  -•  Expéi'imentalemenl 

on  le  trome  généraleuient  un  peu  su|)érieur  et  compris  (Mitre  -  et 

-.  Pour  le  fer  et  l'acier  on  admet  généralement  Ti  =  — • 


Conservation  des  sections  transversales.  Loi  de  répartition  des 
efforts  intérieurs.  —  Des  mesures  précises  permettent  de  recon- 
naître* (jue  sous  un  eifort  donné  l'allongement  entre  repères 
demeure  le  même  quelle  que  soit  la  génératrice  du  prisme  sur 
laquelle  (»n  ait  pris  ces  repères,  et  même,  d'une  manière  plus  com- 
plète, (\\\i\  si  Ton  trace  sur  la  surface  le  contour  d'une  section 
normale,  le  contour  déformé  demeure  dans  un  plan. 
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Toutefois  cela  ncsl  ri^oiireusemeiil  exact  que  si  la  partie  du 
barreau  sur  laquelle  sont  tracés  les  repères,  ou  bien  le  contour  de 
la  section  transversale,  est  une  partie  courante  sufiisamment  éloi- 
};née  des  têtes  de  réprouvelle  ou  des  points  d'application  des 
efforts  extérieurs. 

On  a  fait  notamment  l'expérience  suivante  sur  un  morceau  de 
caoutchouc  ayant  la  forme»  ci-dessous,  qui  est  usilée  pour  les  éprou- 

Fig.  3o. 


\ettes  de  mortier.  Dans  la  région  centrale,  qui  est  relativement 
petite,  on  constate,  en  opérant  Fessai  de  traction,  que  deux 
«Iroites  primitivement  parallèles  aa  et  bb  se  transforment  en  deux 
courbes  présentant  Tune  à  l'autre  leur  convexité.  Les  allongements 
au  milieu  de  Téprouvelle  peuvent  être  le  quart  seulement  de  ceux 
qui  sont  constatés  au  voisinage  des  arêtes. 

Mais  sous  la  réserve  indicjuée,  c'esl-à-dii^e  si  les  observations 
|K>rlent  sur  une  région  un  peu  éloignée  des  tètes  de  Téprouvette,. 
uu  des  points  d^application  des  forces  extérieures,  les  allongements 
sont  égaux  en  tous  les  p(»in(s  du  contour  d'une  section  transver- 
sale, quelle  que  soit  la  forme  de  ce  contour,  du  moins  dans  des 
conditions  très  variées  de  cette  forme. 

On  est  ainsi  conduit  à  penser  qu'il  en  est  de  même  des  allonge- 
ments en  tous  les  points  intérieurs,  et  que  non  seulement  le  con- 
tour, mais  toute  l'aire  d'une  section  transversale  plane,  demeure 
plane  après  la  déformation. 

En  ce  qui  concerne  les  efforts  intérieurs  aux  différents  points 
il' une  section  transversale,  on  est  conduit  à  penser  qu'ils  sont 
partout  parallèles  entre  eux  et  proportionnels  aux  allongements 
aux- mêmes  points.  Ils  restent  donc  constants  sur  tout  le  contour 
d'une  section  transversale,  (pielle  que  soit  la  forme  de  celle-ci. 
Par  suite,  on  peut  admettre  qu^ils  restent  constants  dans  toute 
l'étendue  de  la  section  transversale,  ^'est  du  moins  l'hypothèse  lu 
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plus  simple  que  Ton  puisse  faire  pour  rendre  compte  des  faits 
observés.  Us  sont  égaux  partout  à  Tefforl  moyen  ^^ 

Tant  que  la  limite  d'élasticité  n'est  pas  dépassée,  la  loi  de 
Hooke  est  donc  applicable  aux  efforts  intérieurs  aussi  bien  qu'aux 
déformations. 

En  outre  il  y  a  une  indépendance  relative  assez  grande  entre  les 
déformations  et  les  efforts  intérieurs  d'une  part  et  la  répartition 
réelle  des  efforts  de  traction  d'autre  part,  pourvu  que  ceux-ci 
soient  appliqués  à  une  certaine  distance  de  la  région  observée. 

Phénomènes  de  flexion.  —  On  a  pu  également  étudier  en  détail 
des  phénomènes  de  flexion  sur  des  barreaux  prismatiques  à  section 
circulaire,  ou  rectangulaire  principalement,  et  dans  des  conditions 
variées. 

Tantôt  le  barreau  est  placé  debout  et  maintenu  à  sa  base  dans 
un  massif  indéformable  et  Ton  fait  agir  sur  lui  soit  une  force  hori- 
zontale, soit  un  couple.  Tantôt  le  barreau  est  placé  horizontalement 
sur  deux  couteaux  et  par  l'intermédiaire  d'un  troisième  couteau 
on  fait  agir  sur  lui  en  son  milieu,  ou  en  tout  autre  point,  une 
force  verticale. 

On  a  toujours  reconnu  que  les  métaux  se  comporlent  élastique- 
ment  sous  des  charges  suffisamment  modérées.  Les  déformations 
et  principalement  les  flèches  prises  soit  à  Textrémité  libre,  soit  au 
milieu,  soit  en  d'autres  points  cessent  en  même  temps  que  la 
force  qui  les  produit. 

Mais  si  Ton  augmente  progressivement  celle-ci,  il  arrive  toujours 
un  moment  où  les  déformations  ne  disparaissent  pas  complètement 
quand  on  cesse  de  faire  agir  la  force.  La  limite  d'élasticité  est 
dépassée  quelque  part,  et  il  subsiste  en  certains  points,  ou  régions, 
des  déformations  permanentes. 

Tant  que  la  limite  d'élasticité  n'est  pas  dépassée,  c'est-à-dire  tant 
que  les  déformations  restent  élastiques,  et  disparaissent  avec  les 
charges,  on  reconnaît  encore  la  proportionnalité  des  déformations 
à  la  grandeur  des  charges  appliquées,  toutes  les  autres  circons- 
tances demeurant  les  mêmes  bien  entendu.  Autrement  dit  la  loi  de 
Hooke  est  applicable. 

En  outre,  les  déformations  dans  les  régions  un  peu  éloignées  des 
points  d'application  des  forces  ne  dépendent  pas  d'une  manière 
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appréciable  de  la  façon  réelle  dont  ces  forces  sont  appliquées. 
Autrement  dit  deux  systèmes  de  forces  statiquement  équivalentes 
y  produisent  sensiblement  les  mêmes  effets. 

Enfin,  en  variant  de  diverses  façons  les  conditions  des  expériences, 
on  peut  reconnaître  les  relations  qui  lient  certaines  déformations, 
telles  que  les  flèches,  aux  forces  appliquées,  aux  longueurs  des 
barreaux  et  à  leurs  dimensions  transversales.  Ces  recherches  ont 
servi  de  contrôle  aux  théories  de  la  Résistance  des  matériaux  et  à 
celles  de  rÉlastlcité.  Celles-ci  sont  réputées  exactes  quand  leurs 
conséquences  peuvent  ainsi  être  confirmées  par  rexpérlcnco. 

En  ce  qiii  concerne  les  efforts  intérieurs,  inaccessibles  à  l'expé- 
rience, on  admet  qu'ils  sont,  comme  les  déformations,  proportion- 
nels aux  forces  appliquées  et  dans  une  certaine  mesure  indépen- 
dants de  leur  mode  réel  d'application,  du 'moins  tant  qu'il  s'agit 
de  phénomènes  élastiques. 

Hypothèses  fondamentales  de  la  Résistance  des  matériaux  et  de 
la  théorie  de  l'Élasticité.  Loi  de  Hooke  généralisée.  —  Dans  toutes 
les  constructions  on  fait  en  sorte  que.  sous  l'action  des  charges,  ou 
forces  extérieures,  qui  entrent  en  jeu  et  qui  sont  supposées  des 
données  du  problème,  les  déformations  et  les  efforts  intérieurs 
restent  élastiques,  c'est-à-dire  disparaissent  en  même  temps  que 
les  charges  elles-mêmes.  Dés  lors,  dans  tous  les  raisonnements  el 
calculs  qu'on  peut  être  amené  à  faire  pour  déterminer  les  déforma- 
tions ou  les  actions  moléculaires  d'un  corps,  il  devient  naturel  et 
légitime  d'admettre,  comme  postulatum,  ou  à  titre  de  première 
approximation,  les  lois  générales  dont  il  a  été  question  à  propos 
des  phénomènes  de  traction  ou  de  flexion. 

La  première  est  la  loi  de  Ilooke  généralisée,  en  vertu  de 
laquelle  les  relations  existant  entre  les  forc(*s  extérieures,  les 
actions  moléculaires  et  les  déformations  sont  des  relations  linéaires. 
Il  en  résulte  que  les  effets  dus  à  deux  systèmes  de  forces  simulta- 
nément appliquées  se  superposent,  c'est-à-dire  sont  la  somme  des 
effets  qui  seraient  dus  à  chacun  des  systèmes  de  forces  agissant 
isolément. 

m 

En  second  lieu ,  tant  qu'il  s'agira  uniquement  d'étudier  des  corps 
ne  supportant  d'actions  extérieures  qu'en  des  régions  limitées,  on 
pourra  pour  les  régions  éloignées,  ou  même  simplement  extérieures 


] 
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aii\  premières.,  admettre  que  deux  systèmes  de  charges  stati- 
quement  équivalents  y  produisent  des  effets  sensiblement  égaux . 
(^uand  il  s'agira  des  régions  d'application  des  charges  elles-mêmes, 
celte  dernière  règle  devra  é\idemment  cesser  d'être  considérée 
comme  exacte,  soit  d*une  manière  absolue,  soit  (fune  manière 
approchée. 

Il  ne  faut  jamais  oublier,  lorsqu'on  extrapole  des  formules 
(ihtemies  dans  l'hypothèse  des  phénomènes  élastiques,  et  qu'on 
cherche  à  en  déduire  par  exemple  certaines  conséquences  relatives 
à  Tétai  de  rupture  ou  à  des  états  voisins  de  celui-ci,  que  ces  consé- 
quences sont  tout  à  fait  sujettes  à  caution.  Les  formules  obtenues 
ne  peuvent  inspirer  confiance  que  si  la  limite  d'élasticité  n'est 
atteinte  en  aucun  point  du  corps.  Faute  d'avoir  tenu  compte  de 
cette  remarque  tHidente,  «m  a  souvent  à  tort  op[>osé  certains 
résultais  d'expériences  à  ceux  que  fournit  la  théorie. 

Non  seulement  il  est  nécessaire  que  dans  les  constructions  la 
limite  d'élasticité  ne  soit  atteinte  en  aucun  point,  mais  il  faut 
encore  pour  de  multiples  raisons  s'assurer  d'une  large  marge  de 
sécurité,  autrement  dit  s'assurer  que  les  efforts  moléculaires 
calculés  se  tiennent  notablement  au-dessous  de  ceux  qui  pour- 
raient conduire  à  des  déformations  permanentes.  V^oici  nn 
certain  nombre  de  ces  raisons  empruntées  à  l'Ouvrage  de  W.  Résal 
{Résistance  des  mntt*riaux)* 

Hétérogénéité  des  matéiianx.  —  Presque  tous  les  matériaux  sont 
plus  ou  moins  hétérogènes,  ce  qui  \eut  dire  que  leur  constitution 
varie  d'un  point  à  l'autre. 

Celle  hétérogénéité  est  manifeste  pour  certains  d'entre  eux, 
comme  le  bois,  qui  est  divisé  en  fibres  accolées,  ou  comme  le  granit 
qui  est  formé  d'une  agglomération  de  minéraux  différents.  Pour 
d'autres,  le  fer,  l'acier,  la  fonte,  ce  caractère  est  mis  en  évidence 
par  l'analyse  microscopique,  ou  par  l'analyse  chimique. 

T^es  actions  molé<!ulaires  dans  un  corps  hétérogène  ne  varient 
pas  d'une  manière  continue;  elles  peuvent  subir  des  changements 
brusques  quand  on  passe  d'une  particule  à  \n\i*  particule  voisine 
de  nature  différente.  Les  déformations  constatées  expérimentale- 
ment, ou  les  tensions  moléculaires  qu'on  en  dédtiit  sont  celles  qui 
conviendraient  à  un  corps  homogène  dont  les  propriétés  élastiques 
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rt'prés<*nteraieiit  une  niovnino  de  relies  relaliNes  aux  clixers  élé- 
uients  constitutifs  du  corps  naturel. 

Tant  que  les  forces  extérieurt^s  sont  petites,  les  valeurs  extrêmes 
cK's  actions  moléculaires  peuvent  ne  pas  s'écarter  beaucoup  de  la 
valeur  moyenne  qui  correspondrait  à  Thypothèse  dc^rhomogénéité. 
Mais  supposons  que  l(^s  forces  extérieures  aillent  en  croissant 
Indéfiniment.  La  limite  de  rupture  à  partir  de  laquelle  il  y  a  sépa- 
ration des  molécules  conliguës  sera  atteinte  tout  d'abord  dans  les 
points  où  Faction  molécrulalre  passe  par  des  maxinia  et  où  Tadlié- 
rcnce  mutuelle  des  molécules  est  la  plus  faible,  c'est-à-dire  sur  les 
surfaces  de  séparation  (b's  particules  de  nature  diflerente*.  Il  y 
aura  sur  ces  points  fie  y)etiles  ruj>lures  et  ces  ruptures  partielles 
seront  définitives,  modifiant  d'une  manière  définitive  la  constitu- 
tion du  corps. 

La  limite  d'élasticité  des  nuitériaux  qui  défiuil  la  limite  à  partir 
de  laquelle  la  matière  est  altérée  pourrait  ainsi  correspondre  au 
début  de  la  période  de  désagrt'gation  des  différents  éléments  cons- 
tituant la  matière  liétérogène. 

Ces  considérations  sont  confirmées  pour  le.s  métaux  tels  que  le 
fer  et  l'acier,  par  les  propriétés  nouvelles  qu'ils  acquièrent  lorsque 
la  limite  d'élasticité  v  a  été  dépassée  et  que  la  déformation  per- 
manente y  est  devenue  appréciable  sur  queUpu's  points.  On  dit 
alors  que  le  métal  est  rcroui. 

Le  métal  écrouiest  devenu  l>eauc(mp  plus  attaquableaux  acides, 
et  beaucoup  plus  oxydable  à  l'air  humide,  ce  (jui  semble  impliquer 
l'existence  de  fissures  imperceptibles  où  pénètrent  les  liquides 
corri>sifs  et  l'air. 

Quand  on  abandonne  à  l'air  une  plaque  de  blindage  soumise  à 
lies  essais  de  tir  au  cancm,  on  voit  souvent  apparaître  au  bout  de 
quelques  jours  des  sillons  de  rouille  dessinant  des  spirales  se  cou- 
pant à  angle  droit.  Ces  sillons  sont  l'indice  d'un  écrouissage  et  il 
est  vraisemblable  qu'ils  correspondent  à  des  fissures  imper<'e|>- 
tibles,  mais  favorisant  la  production  de  la  rouille. 

Des  phénomènes  du  même  genre  s'observent  sur  des  tôles  poin- 
çcmnéès,  cisaillées  ou  martelées  à  froid,  ou  sur  la  surface  extérieure 
iles  tubes  mandrinés  à  l'intérieur  (expériences  de  Hartmann). 

En  ployant  alternativement  dans  un  sens  et  dans  l'autre  une 
barre  de  tvr  on  parvient  assez  rapidement  à  la  casser,  et  cela  sous 
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un  effort  inférieur  à  celui  qui  serait  nécessaire  pour  produire  d'un 
seul  coup  une  rupture.  Il  suffit  que  l'effet  soit  tel  qu'il  détermine 
chaque  fois  une  déformation  permanente,  c'est-à-dire  qu'il  fasse 
dépasser  la  limite  d'élasticité  en  quelques  points. 

Il  résulte  de  ces  considérations  qu'il  faut  s'abstenir  avec  soin 
de  faire  travailler  les  matériaux  de  construction  au  delà  de  la  limite 
d'élasticité,  parce  qu'il  se  produit  alors  en  eux  une  rupture  d'équi- 
libre moléculaire  et  un  commencement  de  désag^régation. 

Actions  moléculaires  latentes.  Fragilité.  La  jirudence   est 

encore  plus  commandée  lorsque  Ton  a  affaire  à  des  matériaux  qui, 
comme  la  fonte  ou  certains  matériaux  pierreux,  ne  présentent  pas 
de  période  de  semi-élasticité  bien  marquée  et  dont  la  limite  de 
rupture  suit  d'assez  près  la  limite  d'élasticité. 

On  a  quelque  raison  de  penser  que  cette  rapidité  de  la  rupture 
définitive  au  delà  de  la  limite  d'élasticité  est  l'indice  d'actions  mo- 
léculaires latentes  existant  entre  certains  éléments  à  leurs  surfaces 
de  contact.  Au  moment  où  la  limite  d'élasticité  est  dépassée  et  où 
commencent  certaines  ruptures  locales,  ces  actions  latentes  peuvent 
intervenir  pour  les  aggraver  ou  les  précipiter. 

On  a  de  nombreux  exemples  de  pareilles  actions  latentes. 

Par  exemple,  si  deux  matières  inégalement  fusibles  sont  intime- 
ment mélangées,  en  se. refroidissant  l'une  d'elles,  la  moins  fusible, 
se  solidifiera  d'abord  sous  forme  de  grains  isolés  dans  le  liquide 
constitué  par  l'autre.  Celui-ci  se  solidifiant  à  son  tour  comprimera 
pendant  sa  période  de  reirait  les  grains  de  la  première  matière. 

On  a  un  phénomène  analogue  quand  un  corps  hétérogène  passe 
de  l'état  liquide  à  l'état  solide  par  voie  de  cristallisation  successive 
de  ses  éléments. 

Des  actions  latentes  peuvent  encore  se  manifester  sans  change- 
ment d'état,  par  le  seul  fait  d'un  changement  de  température, 
quand  les  éléments  constitutifs  sont  inégalement  dilatables.  C'est 
ainsi  qu'on  explique  la  ^lésagrégation  rapide  de  certains  granits  à 
gros  grains. 

On  peut  même  obtenir  des  actions  latentes  particulièrement 
énergiques  quand  on  fait  varier  rapidement  la  température  de 
certaines  parties  des  corps.  On  transforme  certains  granits  en 
une  masse  friable  en  les  étonnant^  c'est-à-dire  en  les  plongeant 
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dans  rea»  après  les  avoir  fait  rougir  au  feu.  C'est  ainsi  encore 
qu'on  explique  la  production  des  larmes  batanques  el  les  eflfels 
de  la  trempe. 

Des  actions  moléculaires  latentes  peuvent  ne  pas  modifier  d'une 
manière  sensible  la  résistance  initiale  de  la  matière  aux  déforma- 
tions, mais  elles  sont  susceptibles  d'influer  fortement  sur  la  limite 
d'élasticité  et  surtout  sur  la  limite  de  rupture,  qui  se  trouve  très 
notablement  abaissée. 

Mais  surtout  elles  ont  cette  propriété  caractéristique  de  rendre 
les  corps  fragiles ^  c'est-à-dire  susceptibles  de  se  rompre  aisément  * 
par  le  choc.  Il  suffît  que  dans  une  région  peu  étendue  un  choc  ait 
produit  un  commencement  de  rupture,  pour  que  les  éléments 
ainsi  rendus  libres  dégagent  un  travail  mécanique  susceptible  d(* 
s'ajouter  à  la  force  \  ive  du  choc  et  entraînent  une  rupture  de  plus  eu 
plus  étendue,  jusqu'à  la  rupture  complète.  C'est  à  peu  près  le  méca- 
nisme par  lequel  on  rend  compte  des  propriétés  des  corps  explosifs. 

Dans  l'industrie  métallurgique  on  prend  un  certain  nombre  de 
précautions  pour  diminuer  la  fragilité  des  pièces  moulées  et 
trempées,  par  exemple  le  recuit.  Mais  ce  dernier  procédé  est  inap- 
plicable à  la  fonte  qui  j)asse  presque  directement  de  l'état  liquide 
à  l'état  solide,  sans  transition  appréciable  par  l'état  pâteux.  La 
fonte  blanche  principalement,  très  résistante  aux  efforts  statiques, 
ne  saurait  être  usinée  à  froid  sans  danger  de  rupture. 

Pour  les  matériaux  fragiles j  qui  n'ont  généralement  qu'uu<' 
période  très  courte  de  semi-élasticité,  il  est  donc  nécessaire  de  se 
tenir  notablement  au-dessous  de  la  limite  d'élasticité.' 

Corps  isotropes  et  hétérotropes.  -  -  On  dit  qu'un  corps  est  iso- 
trope quand  il  présente  la  même  constitution  dans  toutes  les  direc- 
tions autour  d'un  point.  Dans  le  cas  contraire  on  dit  q.u'il  est 
hétérotrope.  Tous  les  matériaux  sont  à  quelque  degré  hétéro- 
tropes. Ceux  qui,  ay>riort,  sembleraient  devoir  présenter  une  iso- 
tropie  presque  |)arfai te  ont  presque  tous  une  structure,  ou  granu- 
leuse, ou  cristalline,  ou  schisteuse,  ou  bien  présentent  des  plans 
de  clivage  ou  des  plans  de  lits  qui  sont  l'indice  d'une  texture  hété- 
rotrope. Il  n'y  a  que  les  corps  fabriqués  par  voie  de  fusion,  verre, 
laiton,  acier  moulé  qui  se  rapprochent  de  l'isotropie  parfaite.  Pour 
les  métaux  laminés,  la  résistance  et  principalement  la  ductilité  sonl 
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plus  grandes  dans  le  stMis  du  lainiiia<;c>  (jiie  dans  la  direction  p«'r- 
pcndiculaire. 

On  peut  Icnir  coinjjle  d<'  (H's  (•irconslan('<'s  dans  Tari  des  cons- 
Iructions.  Par  exemple  on  évitr  de  placer  en  délit  les  pierres  scliis- 
Leiises,  mais  on  ne  lient  pas  comple  de  ces  considérations  dans  1rs 
calculs,  car  ce  serait  rendre  ceux-ci  inabordables.  On  suppose 
presque  toujours  Tisotropie. 

Autres  raisons  d!adopter  une  limite  de  sécurité  inférieure  à  la 
.  limite  d'élasticité.  i**  L'iie  première   raison  cVst  fj.u'on  est  la 

plupart  du  temps  imparfaitement  renseijçné  sur  la  >aleur  numé- 
rique à  attribuer  à  la  limite  d'claslicité  pour  une  catégorie  déter- 
minée de  matériaux. 

Si  la  détermination  de  la  limile  d'élaslicité  d'un  barreau  de  f<*r 
ou  d'acier  est  un  problème  assez  précis  au  moyen  d'une  série 
d'expériences  de  traction  ou  de  compression,  il  n'en  est  pas  de 
même  pour  d'autres  m'alériaux,  bols,  fonte,  matériaux  pierreux, 
dont  les  déformations  ne  sonl  pas  une  fonction  longtemps  linéaire 
des  efforts. 

D'autre  part,  (piand  on  j>asse  d'un  échantillon  à  un  autre,  on 
trouve  des  écarts  souvent  notables  et  sans  cause  bien  marquée. 
I.es  chiffres  fournis  par  une  série  d'expériences  ne  sont  donc  et 
ne  peuvent  être»  (pie  des  moyeun(*>  et  il  n'est  jamais  sûr  que  la 
matière  emplo\é<*  sei*a  conforme  à  celte  moyenne. 

Enfin,  ménu^  a\ec  uni*  fabri<'atioii  soignée  et  une  mise  en 
uMivre  irréprochable,  on  n'est  pas  certain  d<*  pouvoir  toujours 
é\iterdes  défauts  hx^aux  de»  hi  matière,  tpii  peuvent  diminuer  sa 
résistance  et  abaisser  >a  limite  d'élasticité.  Il  faut  donc  par  pru- 
dence considérer  les  indications  fournies  par  les  expériences  de 
laboratoire  comme  des  maxima  dont  on  ne  doit  pas  se  rapprocher. 

2®  Les  formules  pratiques  dont  on  se  sert  pour  évaluer  la  fatigue 
des  différents  élénu'uls  d'une  construction  n'ont,  comme  nous 
le  verrons,  qu'un<»  (exactitude  relative,  et  les  résultats  peuvent 
être  entachés  d'eri'cur  dans  une  m(»sure  s(»uvent  difiicile  à  appr('- 
cier.  Pour  é\iter  tout  mécompte  ,  il  est  prudent,  soit  de  majorer  les 
taux  de  fatigue  indiqués  |)ar  le  calcul,  soit,  ce  qui  revient  au 
même,  d'opérer  une  réduction  é(pilvalente  sur  la  limite  d'élasti- 
cité admise  connue  maximum. 
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3**  Le  moindre  problème  pratique  est  en  général  d'une  lelh* 
complexité  qu'il  faut  pour  le  résoudre  en  modifier  et  en  simpli- 
lier  les  données,  en  écartant  une  foule  de  (•ir(M)nstances  qu'on 
estime  a  priori  ne  pas  devoir  exercer  d'iniluence  sensible. 

Avec  le  perfectionnement  des  méthodes,  on  lient  compte  au- 
jourd'hui de  bien  des  circonstances  qu'autrefois  on  jugeait  à  lorl 
4iéglîgeables,  ou  dont  on  était  impuissant  à  appré<'ier  les  ellVts. 
Mais  une  grande  prudence  reste  encore  nécessaire. 

\^  Les  formes  des  différents  éléments  d'une  construction,  leurs 
assemblages  et  leurs  liaisons  mutuelles  ne  correspondent  jamais 
il'une  façon  rigoureuse  aux  données  qu'on  soumet  au  calcul.  Il 
faut  compter  avec  les  sujétions  d'ordre  pratique  qui  ne  permettent 
de  réaliser  que  par  à  peu  près  l'ouvrage  étudié. 

5**  Enfin  le  fer  et  l'acier  sont  sujets  à  la  rouille  qui  corrode  leurs 
surfaces  et  diminue  les  sections  utiles  des  pièces  mélalliques.  On  a 
beau  combattre  cette  cause  de  destruction  par  un  entrelien  soigné, 
un  ouvrage  métallique  perd  tous  les  ans  une  partie  de  sa  résistance 
et  il  serait  voué  à  une  ruine  prochaine  si  l'on  n'avait  eu  la  prévoyance 
en  rétablissant  de  lui  donner  un  surcroît  de  solidité. 

Pour  tous  ces  motifs,  il  est  bon,  si  l'on  veut  éviter  toute  éven- 
tualité de  catastrophe  et  éviter  un  dépérissement  rapide  de  la  cons- 
truction, de  s'im|)Oser  l'obligation  de  ne  pas  dépasser  une  limile 
de  sécurité  très  inférieure  à  la  limite  d'élasticité,  (jui  n'en  soit  par 
exemple  que  le  quart  ou  le  tiers;  telle  est  la  règle  c\|)pliquée  au  fer 
et  à  l'acier  et  à  la  plupart  des  métaux  ductih^s  qui  subissent  une 
déformation  plastique  notable  avant  de  se  rompre  et  pour  lesquels 
l'écart  entre  les  limites  d'élasticité  et  de  rupture  est  notable. 

Avec  des  matériaux  très  hétérogènes,  ou  très  fragiles,  ou  offrant 
peu  de  résisUmce  à  l'extension,  comme  la  fonte,  le  bois,  les  maçon- 
neries, dont  la  limite  d'élasticité  est  parfois  mal  définie,  ou  semble 
voisine  de  la  limite  de  rupture,  il  convient  de  se  montrer  encore 
[dus  réservé.  La  limite  de  sécurité  ne  doit  pas  dépasser  le  j^  ou 
tout  au  plus  le  -^  de  la  limite  de  rupture,  surtout  quand  il  s'agit 
4j'un  travail  à  la  compression  pour  lequel  la  limile  <*n  question  est 
toujours  imparfaitement  connue,  du  moment  qu'on  s'écarte  des 
conditions  particulières  dans  lesquelles  les  expériences  d'essai  ont 
|)u  être  faites. 
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THÉORIE  DES  POUTRES  PRISMATIQUES.  DÉFINITIONS. 
RÉACTIONS  DES  APPUIS.  FORCE  EXTÉRIEURE  RELATIVE  A  UNE  SECTION, 


DEFINITION   GEOMETRIQUE  DBS   POUTRES  PRISMATIQUES. 

Lo  principal  problème  qu'on  ait  à  envisager  dans  les  construc-* 
lions  et,  par  suite,  dans  la  résistance  des  matériaux  est  celui  des 
pièces  ou  poutres  prismatiques  dont  la  définition  géométrique  est 
la  suivante  : 

Considérons  un  arc  GoG<  d'une  courbe  plane  ou  gauche  et  con- 
sidérons, d'autre  part,  une  aire  plane,  fermée,  évidée  ou  non,  dont 

Fig.  3i. 


le  centre  de  gra\ité  soit  G.  Puis  supposons  que  cette  aire,  placée 
d'abord  perpendiculairement  à  la  courbe,  de  manière  que  G  vienne 
en  Go,  soit  déplacée  de  telle  sorte  :  i**  que  son  centre  de  gravité 
décrive  la  courbe  GqGi  ;  2°  que  dans  chacune  de  ses  positions  elle 
soit  normale  à  la  courbe  ;  3°  que  les  déplacements  de  chacun  de 
ses  points  soient  à  chaque  instant  normaux  à  son  plan  et,  par  suite, 
parallèles  à  l'ave  de  la  courbe  GqGi.  Le  volume,  ainsi  engendré^ 
sera  ce  qu'on  appelle  nnçi  pièce  prismatique, 

La  c(uirbe  (ioG|  s'appelle  Vaxe  longitudinal  de  la  pièce  ou 
(Micore  lajibre  moyenne  de  cette  pièce. 

L'aire  plane,  génératrice  du 'volume,  s'appelle  la  section  trans- 
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vcrsale  ou  le  profil.  Dans  les  diflérenlos  positions  quVUe  occu|>(; 
elle  porte  aussi  le  nom  de  section  normale  de  la  pièce. 

On  appelieytè/'C  de  la  pièce  le  volume  engendré  par  un  élément 
superficiel  infiniment  petit  rf  S  de  la  section  normale. 

On  appelle />/75me  élémentaire  le  volume  compris  entre  une 
section  normale  telle  que  G  et  une  section  normale  infiniment  voi- 
sine. On  appelle  de  même  fibre  élémentairelsi  portion  d'une  mènu' 
fibre  comprise  dans  les  limites  d'un  prisme  élémentaire. 

Cette  définition,  très  *  générale,  implique  ([uelques  restrie- 
lions  : 

I®  Au  point  de  vue  purement  géométrique,  pour  que  le  prisme 
entier  puisse  être  considéré  comme  la  réunion  de  tous  les  prismes 
élémentaires,  il  faut  que  les  plans  de  deux  sections  normales  succes- 
sives se  coupent  suivant  une  droite  extérieure  à  Taire  de  la  section. 
Cela  écarte  la  possibilité  de  points  anguleux  pour  la  courbe  Go(j|. 
Cela  conduit  même  à  supposer  que  les  dimensions  de  la  section 
transversale  sont  petites  par  rapport  aux  rayons  de  courbure 
de  GoG|. 

:>/*  Pour  que  nous  puissions  faire  abstraction  de  la  loi  de  répar- 
tition des  forces  extérieures,  dans  le  cas  où  ces  forces  Isont  isolées 

1    '"  * 

Vm  bien  réparties  par  groupes  intéressant. des  régions  isolées  ^e  la 
pièce,  il  est  nécessaire  que  la  longueur  dé  cette  pièce,  ou  la  lon- 
gueur de  GqGi,  soit  grande  relativement  aux  régions  d'action  des 
forces,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  grande  relativement  aux  dimensions 
de  la  section  transversale. 

3"  Pour  que  la  pièce  ne  soit  pas  défigurée  parla  déformation  et 
pour  qu'on  puisse  appliquer  aux  forces  extérieures  les  équations 
de  la  statique  sans  tenir  compte  de  cette  déformation,  il  faut  que 
la  pièce  ne  soit  pas  trop  grêle,  et,  par  suite,  que  sa  section  trans- 
versale ne  soit  pas  trop  petite  par  rapport  à  sa  longueur.  Cette 
restriction  est  en  sens  inverse  de  la  précédente.  L'ensemble  de  ces 
restrictions  montre  que  la  section  transversale  doit  être  maintenue 
dans  des  limites  convenables  de  grandeur  relative  par  rapport  à  sa 
longueur  et  par  rapport  aux  rayons  de  courbure  de  son  axe  longi- 
tudinal. Quand  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  les  déductions 
tirées  de  la  théorie  de  la  Résistance  des  matériaux  peuvent  èli'e 
suspectées  d'inexactitude. 

PlOEAl'D  j 
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On  n'a  \nis  s(Mi\ent,  ilaiis  la  prali(j!U\  à  consith'n'r  des  pièces 
prismatiques  itrflnifs  d'une  manière  aussi  j»;énéi'ale. 

Souvent  Taxe  longitudinal  de  la  pièce  est  un<*  li«;nt*  droite.  On 
a  alors  affaire  à  \nu* pièce  droite  ou  à  une  po ut rr  droite, 

Presfjue  toujours  Taxe  longitudinal  est  tout  au  moins  une  lij*^ne 
piano.  Ou  a  alors  all'aire  à  une  poutre  courbe.  I.e  plan  qui  eonlieni 
l'axe  longitudinal  s'appelle  le  plan  moyen  de  la  poutre.  La  plupart 
du  temps  ce  plan  est  un  plan  de  symétrie  de  la  poutre.  Celle-ci  est 
alors  enj;endré<»  par  un  profil  ayant  un  axe  de  symétrie  et  cet  axe 
demeure  dans  le  |)Ian  moyen  lorsque  le  profil  se  déplace. 

En  revanclu*  les  poutres'ne  remplissent  pas  toujours  <*n  praticpu^ 
les  conditions  qui  \iennent  d'être  supposées  dans  la  détînili(m  des 
pièces  prismali(pies. 

La  plupart  du  temps  la  section  transversale  ne  i-este  jms  cons- 
tante d'un  bout  à  l'autre,  elle  varie  progressivement.  On  a  alors  ce 
(fu'on  appelle  une  poutre  à  section  variable.  Si  (m»s  variations  sont 
sufilsaniment  lentes  et  au  total  peu  considérables,  on.  conçoit  qu(» 
les  procédés  d<»  cal(!ul  a|>plicables  aux  poutres  parfaites  demeurent 
(»ncore  admissibles  à  titre  d  approximation.  On  suppose  alors  que 
chaque  élément  rfS  de  la  section  est  lui-même  \ariable,  et  Ton 
appelhî  encore  fibre  le  petit  volume  engendiv  par  vv\  élément 
variable. 

Parfois  aussi  au  lieu  de  poutiTs  homogènes,  c'(»sl-à-<lire  compo- 
sées d'un  seul  matériau  ayant  partout  le  même  coefficient  d'élasti- 
cité, on  envisage  des  poutres  hétérogènes  dont  les  diiVérentesHbres 
s<nit  formé(»s  de  matériaux  difFércnts.  ("est  le  cas  des  poutix^s  en 
ciment  armé  dont  hvs  apjdications  se  dévelo|>pent  d<*  ])lus  en  plus. 
On  est  alors  (M)nduit  à  substituer  aux  éléments  vvv\s  dS'  de  l'aire 
de  la  section  trans\ersale  des  éléments  fictifs  r/S  =  m  dS'  obtenus 
en  multipliant  Icn  aires  réelles  rfS' par  des  coefficients  c(uivenables, 
ihéoriquemenl  proporlicuinels  aux  coefficients  d'élasticité  des  dif- 
férents matériaux.  Si  les  variations  de  forme  et  de  composition  de 
la  section  sont  std'fisamment  lents,  on  aura  une  première  approxi- 
maticni  tout  au  ni(»ins  en  substituant  la  piè<-e  ficti\e  homogène,  et 
de  section  variable,  à  la  pièce  réelle. 

H3rpot]iè8es  et  définitions  relatiTes  aux  forces  appliquées  et  aux 
réactions  d'appui.      ^ous  ne  considérerons  dans  ce  (|ui  suit  que  des 
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jMïiilrfs  à  j»1hu  nio^\(Mi  (i  nous  supposerons  (nie  Unîtes  les  f<)re<»s 
appliquées  >f)iii  parallèles  à  ee  plan  moyen  tM  s%mélri(pies  par  rap- 
port à  ee  plan  (pii  sera  pris  pour  plan  i)xy.  ^ous  restrelpioiis 
ainsi  la  généralité  du  problème  dans  un  but  (k*  sinipliiieati(ni.  Mais 
rela  nVntraînt*  à  aucun  in<'on\énienl  réel,  ear  les  rirconstaiie<*s 
eoniraire'»  ne  s»*  reneonlrenl  <pi  à  litre  tout  à  liiit  exeeplionnel.  (aAh 
revient  «Tailleurs  à  éliminer  les  plién<imènes  de  tiM'siondont  Tétudr 
l'élève  de  la  théorie  de  FElastieité. 

0 

Les  fones  appliquées  à  la  poutre  sont  les  d<mné(»s  primitives  <lii 
problème.  Klles  sont  appliquées  soit  au\  éléments  de  \olume,  soit 
à  des  élénjenls  de  surface. 

Les  premières  s<mt  exclusi\emenl  celles  qui  pro>ienneiit  de  la 
pesanteur.  Si  l'on  considère  toutes  celles  qui  intéressent  un  prisme 
élémentaire,  de  lon|i(ueur  ds^  on  peut  les  remplacer  loj^iquemeiit 
par  leur  résultante,  proportionnelle  à  ds,  contenue  dans  le  plan 
moyen,  et  rencontrant  la  fibre  moyenne  au  milieu  de  ds,  J/(*n- 
semble  de  ces  i^ésultanles  élémentaires  é(pii\aiit  à  une  charge  con- 
tinue appli(piéf»  an\  différents  points  de  la  libre  mcnenne,  un  élé- 
ment ^5  su[)porluiit  une  cliarj;e^  ^Z^,  i\v  direction  constantes  el 
dont  rintensité  />  peut  être  variable  d'un  point  à  l'auti'e,  si  la  section 
transversale  est  \ariable. 

Quant  aux  forces  applicpiées  à  di*s  éléments  de  surface,  on  peut 
f;rouper  d'une  façon  analogue  toutes  celles  <pii  sont  appliquées  aux 
|>rismes  éléuièntaires  successifs.  Pour  un  prisme  élémentaire  déter- 
miné, cori*espondcUit  à  rélément  ds^  on  peut  les  remplacer  :  1**  par 
leur  résultante  <bMranslation  :  :-î'*  par  leur  moment  résultant  pri> 
|>ar  rapport  au  milieu  de  ds.  Dans  l(\s  circonstances  suppcisèes,  la 
résult4uit«*  de  translation  sera  c(mtenue  <lans  le  plan  m(»ven  et  Ten- 
M'mble  <le  c<*s  résultantes  é(pii\audra  à  une  charge  «initinue  de  la 
Wtrme  p  ds,  d'intensité  \ariable  et  de  direction  pouvant  être  égale- 
ment variabh*.  Le  moment  résultant  sera  perpendiculaire  au  plan 
luoyen.  11  pourra  être  négligé  (piaud  h's  forces  appliquées  seront 
perpendiculaires  à  la  fibre  movenne,  car  il  est  ah»rs  <le  Tordre  d4' 
grandeur  tïv.  p  ds-.  On  [leiit  encore  faire  la  ré<luction  d'une  manière 
un  peu  «lifférente,  en  obs(»rvanl  qu'on  peut  d'alnuMl  grou|M*r  deux  à 
eleux  les  eliarg<*s  s\  mélricpies  par  rapp<irt  au  plan  nnvyen,  ce  (|ui 
conduit  à  un  ensemble  de  charges  contenues  dan*  ce  plan.  On  peut 
al<»rs  les  réduire  à  une  fi>rce  unique  (jue  Ton  <onser\era  rattachée 
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au  prisme  élénientalre,  ou  bien  à  rélément  ds^  el  on  lui  allribuera 
«•omme  point  d'application  le  point  (a^)  où  elle  rencontre  la  nor- 
male à  la  fibre  moyenne  menée  par  le  milieu  àcds.  L'ensemble  des 
points  (j/.^)  peut  former  une  courbe  distincte  de  la  fibre  moyenne, 
mais  elle  peut,  la  plupart  du  temps,  être  confondue  avec  elle.  Nous 
supposerons  toujours  qu'il  en  est  ainsi. 

On  considère  souvent  des  forces  finies  appliquées  en  d<*s  points 
de  la  surface.  C'est  le  cas  limite  du  précédent,  quand  on  fait  tendre 
vers  zéro  la  rég;îon  d'application  d'un  ensemble  de  forces.  En  réalité 
cette  région  n'a  jamais  une  étendue  nulle  et  il  faut  même  veiller 
avec  soin  dans  les  constructions  à  ce  que  cette  étendue  demeure 
toujours  suffisante  pour  que  l'intensité  des  efforts  par  unité  de  sur- 
face ne  dépasse  pas  certaines  limites  dépendant  de  la  nature  de  la 
matière  considérée.  Quoi  qu'il  en  soit,  lorsqu'on  envisage  des 
forces  finies  appliqiu'»es  en  certains  points  de  la  surface,  cm  peut, 
en  suivani  les  mêmes  principes,  les  remplacer  par  des  forces  appli- 
quées en  (les  points  de  la  fibre  moyenne  el  par  des  moments  per- 
pendiculaires au  plan  moyen,  ou  bien  encore  par  des  forces  appli- 
quées en  des  points  (  a^  )  du  plan  moyen. 

La  fiction  analytique  de  forces  finies  appliquées  en  des  points 
déterminés  est  avantageuse  pour  les  raisonnements  el  surtout  pour 
les  déterminations  graphiques,  et  nous  parlerons  souvent  de 
charges  à  répartition  continue,  comme  si  elles  étaient  réunies  en 
groupes  plus  ou  moins  importants,  dont  on  considérera  seulement 
les  résultantes  appliquées  en  des  points  du  plan  moyen. 

Ainsi,  en  résumé,  le  système  des  forces  a|)pliquées  pourra 
toujours  être  ramené  à  un  système  de  forces  contenues  dans  le  plan 
moyen.  Ce  système  de  forces  a,  en  général,  une  résultante  unique 
et  il  en  est  de  même  de  tout  groupe  partiel  de  ces  forces. 

iNous  pourrons  même  supposer  généralement  que  toutes  les  forces 
appliquées  sont  parallèles  à  une  même  direction.  On  peut  toujours, 
en  eft'et,  supposer  chacune  d'elles  décomposée  suivant  deux  direc- 
tions arbitraires,  une  horizontale  et  une  verticale  par  exemple,  puis 
étudier  à  part  TefiVt  des  composantes  \erlicales  et  celui  des  com- 
posantes horizontahrs,  el  enfin  faire  la  somme  des  résultats,  eu 
vertu  du  principe  général  de  superposition,  ou  loi  de  Hooke. 

Les  réactions  des  appuis  ne  sont  pas,  comme  les  charges  apjJi- 
cpiées,  des  données  du  problème.  On  peut,  dans  certains  cas,  comme 
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nous  le  \  errons,  cJéteniiiner  leurs  résultantes,  r'est-à-dire  les  forces 
et  moments  équivalents,  par  les  seules  équations  de  la  statique. 
Mais  leur  répartition  réelle  demeurera  généralement  inconnue  tant 
qu*on  ne  fera  pas'intervenir  les  propriétés  élastiques  de  la  matière. 
On  les  considérera  donc  généralement  comme  des  forces  finies, 
pouvant  être  remplacées,  elles  ciussi,  par  des  forces  appliquées  au\ 
points  d(^  la  libre  moyenne  qui  correspondent  aux  appuis  et  par  des 
couples  de  moment  perpendiculaire  au  plan  moyen,  ou  bien  encore 
par  des  forces  appliquées  dans  le  plan  moyen  à  des  points  plus  ou 
moins  éloignés  des  points  lhé(»riqiies  d'appui. 

Ênumération  des  différents  problèmes  qui  se  posent  à  propos  des 
poutres  prismatiques.  -  Les  forces  appliquées  étant  données,  ainsi 
que  la  forme  géométrique  de  la  poutre,  et  la  nature  de  ses  appuis, 
ou  supports,  voici  un  aperçu  sommaire  des  questions  à  résoudre^ 
pour  servir  de  i>lan  général  dans  les  développements  qui  \onl 
suivre. 

i**En  premier  lieu  il  faut  rechercher  les  \aleurs  des  réactions  des 
appuis,  lescpielles  font  équilibre  aux  forces  ap|)liquées.  Dans  cer- 
tains cas  on  peut,  eomnuî  nous  l'avons  déjà  dit,  les  déterminer 
immédiat<Muent  en  faisant  intervenir  seulement  les  équations  de  la 
statique.  Mais*  dans  beaucoup  d'autres  cas  celle  délenuinalion  n'est 
possible  qu'en  fai>aut  intervenir  aussi  d<\s  conditions  spéciales 
tenant  compte  de  la  nature  des  appuis,  conditions  qui  sont  généra- 
lement liéi'>  auv  déformations  prises  par  la  poutre.  T.es  réactions 
des  appuis  dépend(*nt  doue  alors  des  hypothèses  qui  seront  fiiites 
plus  loin  au  sujet  de  ces  déformations. 

2®  l^es  réactions  d'appui  étant  connues,  ou  supposées  connues, 
il  faut  rechercher  comment  peut  être  assuré  l'équilibre,  non  plus 
seulement  de  la  poutre  entière,  mais  des  diflérents  tronçons  qu'on 
peut  obtenir  en  coupant  la  poutre  par  une  section  normale  variable* 
telle  que  G. 

Une  semblable  section  divise  la  poutre  en  deux  tronçons  dis- 
tincts, le  tronçon  de  gauche  compris  entre  Go  et  G,  et  celui  de 
droite  compris  entre  G  et  G|. 

Il  faut  donc  d'abord  savoir  faire  la  composition  ou  la  réduction 
de  toutes  les  forces  agissant  sur  ces  tronçons,  y  compris  les  réac- 
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lions  dos  appnis  s'il  >  a  lirii.  Puisque  la  pniilrp  entière  e*»l  en  équi- 
libre, le  sysièine  des  forées  a^issiint  sur  le  Imnçou  de  gauche  esl 
équivalent  el  de  sipie  eonlraire  à  celui  des  forces  agissant  sur  le 
tronçon  de  droite.  Ils  onl  des  résultantes  de  trsinMlation  é|;;ale$  <'l 
opposées  et  des  moments  ivsultants  égaux  et  de  sij^ne  contraire,  fl 
suffit  donc  de  <'onsidérer  Tnn  des  tr<mçons,  celui  de  j»:auche,  par 
<*\enij)le. 

F-e  problème  consiste  alors^  étant  donné  qu'il  s'agit  uniquement 
4le  forces  contenues  <lans  le  plan  moyen,  de  Irouxer  lafonre  uniqiM* 
équivalente  à  rensemble  des  forces  agiNsant  sur  le  tronçon  de 
j;au(*lie.  Cette  force  unique  sera  appelée  Ir  force  exU^rieure  agis- 
sant sur  le  tronçon,  ou  bien  la  force  extérieure  relati\e  à  la  sec- 
lion  (j  limitant  ce  tronçon.  KUe  sera  généralement  définie  par  deux 
<'omposariles  suivant  des  axes  délerminés  el  par  son  moment  priN 
par  rapport  au  point  (i. 

.'^"  En  général,  la  force  extérieure  agissant  sur  le  Ironçon  d<* 
gauche  ne  sera  j)as  nulle.  L'équilibre  du  Ironçon  ne  peut  élre 
assuré  que  si  à  travers  la  seclion  (i  s'exercent  des  eftprts  élas- 
liques  intérieurs,  représentant  dans  leur  ensemble  les  actions  exer- 
cées sur  le  Ironçon  de  gauche  par  le  Ironçon  de  droite.  Les  action?» 
exercées  sur  le  to>nçon  de  droite  par  le  tronçon  de  gauche,  égale> 
et  opposées  aux  précédentes,  doi\enl  donc  former  un  système  équi- 
valent à  la  force  extérieure  agissant  sur  le  Ironçon  de  gauche. 

La  résolu ti(Hi  du  problème  |)récédenl  fait  donc  c<»nnaître  la  résul- 
tante de  translation  el  le  moment  résultanl.  par  rajiport  aupoint  (i, 
<lei  actions  exercées  par  le  tronçon  de  gauche  sur  le  tronçon  de 
droite.  Le  problème  qui  se  pose  alors  est  (h'  savoir  comment  sont 
<listribuées  ces  actions  dans  toute»  rétendue  de  la  section  transver- 
sale G.  C'esl  là  que  de\ra  inler\enir  une  hypothèse  appnq)riée,  la 
Mécanique  générale  ne  pouvant  rien  ens(Mgner  au  .sujet  de  celle 
«listribution,  puisqu'elle  admet  réquivalence  de  Ions  systèmes  de 
forces  ayant  même  résultante  et  même  moment  résullanl. 

i®  Knfin,  supposant  connus  hvs  efl'orts  qui  s'exercent  à  travers 
ileux  sections  infiniment  voisines  (i  el  (i',  comprenant  <'nlre  elle> 
un  élément  ds  de  la  fibre  moyenne',  el,  par  suite,  un  prisme  élé- 
mentaire de  longueur  ds^  la  quatrième  question  consistera  à  recher- 
cher comment  se  <léforme  ce  prisme  élémentaire,  autrement  dit 
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romiiKMit  sera  modifiée  la  |)osition  rolali\('  dvs  deux  scchims  U  el  (  î- 
On  puiirni  m  drduiiv  la  défonuation   (r«ni>ïMiil)U*  <run  tronroii 

iiiii  de  la  |)OiUn'  et  celle»  de  la  poiilre  loul  entière. 

Là  4*iie<>re  le  nM'ours  à  l'Iiypollièse  paraît  indis[)eiisal>le. 

Considérations  sur  la  recherche  des  réactions  des  appuis.  —  l  ne 
réaction  d  appui  fait  intervenir  dans  le  cas  le  plus  f;énéral  trois  in- 
<'onnues  distinctes,  savoir  ses  deux  composantes  et  son  monu*nt 
])ar  ra|)])<u*t  au  point  d'appui.  D'autre  j>art,  dans  les  conditions  où 
nous  nous  sommes  placés,  toutes  les  forces  ap|)liquées  étant  su|)- 
posécs  dans  le  ])lan  moyeu  de  la  poutre,  les  équations  d'équilil>re 
fournies  par  la  statique  se  réduisent  à  trois.  Par  suite,  ces  équa- 
tions ne  sauraient,  en  j^^énéral,  suffin»  à  détermijier  les  réactions 
«lapimi,  des  que  le  nombre  des  appuis  est  supérieur  à  un.  Mais,  en 
restreignant  le  mode  d'action  de  certains  appuis  on  peut  encore 
résoudre  le  problème  quand  leur  nombre  ne  dépasse  pas  deux,  ou 
même  trois. 

Si  Ton  admet,  par  exemple,  que  la  réaction  d'un  appui,  supposé 
bien  entendu  réduit  à  un  point,  passe  par  ce  |)oinl  et  a  une  dinM*- 
ticMi  obligée,  cette  réaction  se  trouve  définie*  par  une  seule  quan- 
tité, qui  est  sa  grandeur.  On  peut  alors  résoudre  le  problème  p<»ur 
trois  appuis  d(*  cette  espèce. 

Si  Ton  suppose  un  a|)pui  tel  que  la  réaction  passe  simplement 
par  l'appui,  sans  (pie  sa  dii*ection  soit  imposée,  la  réaction  corres- 
pondante introduit  deux  inconnues,  saxoir  ses  deux  composantes. 
Si  Von  a  un  appui  de  cette  espèce  et  un  appui  de  Tespèce  précé-, 
dente,  le  problème  sera  encore  résoluble. 

Le  cas  de  beaucoup  le  plus  intéressant  est  le  suivant  :  supposons 
que  toutes  les  forces  appliquées  P  soient  [)arallèles  entre  elles  v{ 
que  les  appuis  de  la  poutre  soient  au  nombre  de  deux  seulement, 
<io  et  G|,  et  qu'ils  soient  disposés  de  telle  façon  (pie  les  réactions 
«•orrespondanles  Ro  <'t  R,  passent  nécessairement  j)ar  G©  et  G,  res- 
pectivement et  aient  même*  direction  (pie  les  forces  appli(piées. 

Prenons  comme  axes  coordonnés  les  deux  droites  passant  parG,^ 
vl  respectivement  perpendiculaire  et  parallèle  aux  forces  appli- 
(piées.  Soit  /la  proje<*tion  de  (io^'«  ^^^^  ^^^  ^^  ^<>'f«  d'une  manière 
générale,  a  l'abscisse  de  la  ligne  d'action  de  la  force  P. 

Les  é({uati(ms  d'é([uilibre  statique  se  réduisent  à  deux,  car  le*^ 
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(•omposanles  do  toulos  les  forces  suivant  Ox  sont  nulles.  On  les 
écrira  en  prenant  les  moments  successivement  par  rapport  à  G| 


1%'  o 

Mg.    02. 


el  Go  el  en  convenant  de  compter  comme  positives  les  charges  P 
dirigées  en  sens  inv(M*se  de  Oy  : 


d'où  l'on  tin» 


Ro/  — 1P(/  — «)  =  0, 
R,/-  SPa  =  o, 

P(/-a) 


Ho  =2 

"■  -1  T 


l 


Ces  formules  sont  tout  à  fait  générales,  quellcrs  que  soient  les  dis- 
positions respectives  des  lignes  d'action  des  forces  par  rajjport  au\ 
vertical(*s  des  appuis  Gq  et  Gj.  En  outre,  elles  sont  indépendant(»s 
de  la  forme  de  la  fibre  mo venue. 

Lors([ue  nous  aurons  une  poutre  ainsi  disposée,  nous  dirons 
pour  abréger  qu'elle  repose  sur  deux  appuis  simples  <hi  sta- 
tiques, et  bien  que  et»  soient  là  des  circonstanct;s  assez  particu- 
lières, on  peut  en  tirer  un  parti  très  utile  pour  la  théorie  gjénérale. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  une  poutre  quelconque  repo- 
sant sur  un  nombnî  d'appuis  quelconque,  les  appuis  G©  et  G« 
étant  deux  appuis  consécutifs  limitant  ce  que  l'on  appelle  l'une 
des  travées  de  la  poutre.  Les  charges  sont  supposées  toutes  paral- 
lèles à  une  direction  fixe,  qui  sera  prise  pour  axe  desi'. 

On  pourra  commencer  par  faire  l'étude  de  la  poutre  comme  si 
elle  reposait  sur  les  deux  seuls  appuis  G©  el  G«,  et  comme  si 
ceux-ci  étaient  des  appuis  simples  donnant  lieu  à  des  réactions 
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passant  par  (i^  et  G|  vl  parallèles  à  Oj'.  Ou  pourra  même  ne  (-on- 
sidérer  (pie  les  charges  appliquées  à  la  travée  Ootii  eomme  si  relie 
Iravée  élait  séparée  du  resle  de  la  poutre,  el  l'ou  pourra  enfin  su[)- 
poser  (pie  eetle  travée  se  confonde  avec  la  poutre  droite  ayant 
eommi»  libre  moyenne  la  projection  GoG^  de  Ci^Gj  sur  Taxe  des  ^. 
Dans  (^es  conditions,  on  trouvera  deux  réacti(»ns  Rq  (ît  R|  parfaite- 
ment déterminées,  cju'on  pourra  appeler  les  réactions  provisoires 
des  appuis  G^  et  G|.  Elles  différeront  évidemment  des  réactions 
réelles  ;  .mais  elles  sont  telles  cependant  que,  jointes  aux  charges 
appli(piéeN  à  la  travée,  elles  maintiennent  celle-ci  en  équilibre. 

I)è>  lor>,  il  s'agit  de  re('liercher  les  réactions  complémentaires 
qui  proviennent  :  d\in<*  part,  des  tron(;ons  de  la  poutre  supprimés 
«le  chaque  c()lé  de  la  travée  (considérée:  et  d'autre  part,  de  la 
natiin*  n'elle  des  appuis  G©  et  6,,  s'il  y  a  lieu.  Quelle  que  soit  la 
causi»  à  hujuelle  sont  dues  ces  réacti(»ns  (u»mpléHientaires,  elles 
doi\ent  constituer  à  elles  seules  un  svstème  en  é(juilibre.  Elles 
seront  donc  constituées,  dans  le  «tas"  général,  j)ar  deux  forces  égales 
et  direclemenl  opposées. 

La  force  (|ui  représente  la  réaction  (!om|)lémentaire  de  Tappui 
de  gauche  G©  sera  définie,  par  exenqile,  par  ses  d(!ux  composantes 
B  et  i\  sui>ant  O^  et  Ox.  et  [)ar  son  mouKuit  A  |)ris  par  rapport  à 
l'origine  des  coordonnées. 

Les  irois  inconnues  A,  B  et  C  ainsi  introduites  dépendent  évi- 
demment du  système  d'axes  coordonnés  choisi.  ()uand  on  Irans- 
porte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  B  et  i.\  demeurent  le> 
mêmes  et  A  seul  change.  Quand  on  modifie  la  direction  des  axes 
sans  changer  l'origine,  A  ne  change  |)as,  uiais  U»s  ccunposanlês  B 
et  C  sont  naturellement  modifiées. 

L'utilité  de  cette  transformation  ap|)araîlra  mieux  par  la  suite. 
Mais  un  de  ses  avantages  essentiels  est  le  suivant. 

Les  réactions  complémentaires  peuvent  être  considérées  comme 
des  for(x*s  appli([uées  après  coup  à  la  travée,  celle-ci  étant  d'abord 
en  équilibre  sur  ses  deux  appuis  sim|>les.  Elles  sont  d(uu:  indé- 
pendantes en  quelque  sorte  des  charges  appliquées  ou  corres- 
pondent à  une  modification  apportée»  ultérieurement  à  la  natun^ 
des  appuis.  Dans  beaucoup  de  problèmes,  on  peut  donc  et  l'on 
doit  même  les  traiter  comme  d(*s  variables  indépendantes,  au  même 
titre  (jue  les  charges  appli(juées  à  la  travée.  Il  n'en  serait  pas  de 
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lurme  «les  rt*a<Mi<uis  j>n)vlsoir«»s  il'appui,  ni   de  UnUes  les  rompo- 
saules  iii*s  ri^actioiis  ré<^Hes  des  appuis. 

Recherche  de  la  force  extérieure  relative  à  une  section 
donnée  n.  Formules  diverses  concernant  ses  composantes.  —  Pla- 
<;<)ns-u(>us  d'abord  dans  le  ras  *;énéral  où  les  forc(*s  appliquées  soni 
<!e  diiH'etions  queleoncpies,  mais  contenues  bien  entendu  dans  le 
plan  moyen. 

Soil  (f  la  seclion  pour  laquelle  on  elierelit'  la  force  extérieure. 
<]elle-<'i  s(M"a  définie   par  ses  deux  couiposanl<*s  \  et  ^   et  par  son 


0 


B 


moment  INf^  pris  |>ar  rapptu't  au  point  G.  Au  lit>u  du  moment  ]\[r< 
il  est  d'usaj;e,  en  Résistance  des  matériaux,  de  considérer  le 
moment  M  -~.  —  M-  que  Tiui  appelle  le  moment  Jlrc hissant.  Cela 
re\i<'nl  à  con>idérer  comme  positifs  les  moments  cpii  tendent  à 
fair(^  tourner  dans  le  sens  des  ai^uillos  d'une  montre  les  points 
«l'application  des  forces  autour  <lu  centre  des  moments. 

Soit  Ro  bt  réaction  (jui  s'exerce  sur  le  tronçcui  G,,^'»  ^*  travers  la 
section  origine  passant  par  (io.  (]etle  réacti<ui  sera  soil  la  réaction 
<le  l'appui  (  i©,  soit  celle  de  la  portion,  de  ptuilre  située  à  gauche 
de  (t^.  Vppelons  \  s<m  moment  par  rapport  à  Toripne  dos  coor- 
données, B  et  C  ses  (composantes  suivant  ()y  ri  Ot. 

Soit,  d'autre  part,  V  l'une  qu<dc(m(pu'  des  fondes  appliquées 
d<'puis  (jq  jusqu'à  (i.  Soient  i)  et  — V  ses  <'omposant<*s  suivant 
i)x  et  i)y  respectixement,  et  soit  (  a[i  )  s(ui  point  d'afiplication,  qui 
sera  situé  ou  non  sur  la  fibre  mo venue. 
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Dôsionoiis  par  \   une  soinmatum  s'appliqua'iîl  à  r<'ns<Mnl)le  <lc> 

g 
forces  F  a<rissaiit  enlre  (i|,  el  G.  En  mettant  à  pail  les  termes  (pii 

|)rovieniieitl    de   R©,    nous    aurons     les     n'iations    rvi(l<*nl<*s    qui 
suivent  : 

(I)        { 

M  =  -  M;,=  \  -t-  B^  -  Cj^  ._2]  [Q(S  -j^)  -4-  P(a  -  jr)  |, 

en  désignant  par  (j?.  y)  !<*?>  coordonnées  du  point  (î. 

Ces  relations  sont  tout  à  fait  j^énérales.  \u  lieu  de  considérer 
«les  forces  isolées,  on  peut  considérer  des  forces  à  répartition  con- 
tinue /e  long  de  la  fibre  moyenne.  Si,  à  un  élément  rfo-  de 
<-elle-ct,    on   suppose   attachée    une   fon-e    dont   les   composantes 

soient  q  dfi  et  — pd^^  il  suffira  d'écrire  à  la  place  du  s\ml)ol(*  ^ 

...  ^ 

les  intégrales  définies  prises  entre   les  limites  (pii   correspcmdent 

à  Go  et  à  (f.  On  aura  donc  les  formules 

\  =  C-h  f   qd<s,  Y  =  H—  f   pd:r^ 

M  =  AA- Bx—'Cy^  I     q  i^^—y)d<J -+-   l    pi  :t  —  x)dn. 

IjV.s  expressions  trouvées  pour  M  peinent  évidemment  s'écrire  en 

ahréeé 

M  =  A  -h  Ba7  —  Cy  h-  m, 


r,^' 


en  désignant  par  m  le  moment  j)ar  rapport  au  |)oinl  (i  des  stMiles 
forces  appliquées  au  tronçon  GqG.  ï/ensemhie  d<'s  autres  termes, 
proveaant  de  la  réaction  Rq  relative  au  ])oinL  arbitraire  (io,  est  iin<* 
fonction  linéaire  en  x  et  y,  et  Ton  a  cet  éiKuicé  frécjueinmeiit 
appliqué  :  Le  moment  /lé c hissant  en  un  point  quelconque  G  de 
la  fibre  m^oyenne  est^  à  une  fonction  linéaire  près  des  coor- 
données de  ce  point^  égal  au  m,oment  des  forces  directem.ent 
appliquées  à  la  poutre  entre  G  et  un  point  arbitraire  Gq  pris 
à  sa  gauche. 

Dans  le  cas  des  charges  is<^)lé€S,  cas  aucjuel  s'appliquent  ^s  for- 
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iTUiU's  II),  (»n  reconnaîl   que,  pour  tout  point  (t{xj:)   situé  dans 
l'intervalle  de  deux  char<;es  successives,  les  composariies  \  et  \ 
de  la  force  extérieure  sont  des  constantes  et  que  le  moment 
fléchissant  M  est  une  fonction  du  premier  degré  en  x  et  y. 
Pour  un  point  G  qui  correspondrait  au  point  d'application  d'une 
charge,    de  composantes    Q    et     -  P,    les   composantes   X    et    Y 
subissent  des  discontinuités  égales  à  Q  et   — P  respeclivemenl. 
Quant  à  M,  il  subit  une  discontinuité  égale  à  Q(lî — y)'^V{t — x)y 
([ui  re|)ré>enle  le  moment  de  la  charge  considérée  par  rapport  au 
point  de  la  fibre  moyenne  auquel  celte  charge  esl  supposée  atta- 
chée. Ce  moment  peut  être  différent  de.  zéro  dans  le  cas  général. 
Mais,  si  toutes  les  charges  sont  supposées  appliquées  aux  points 
de  la  fibre  moyenne,  on  a  a  =  a?  et  [i  -^y-s  ^^  dans  ce  cas  M  reste 
(tontinu.  Tous  ces  résultats  sont  é\idenls. 

On  véi'ifie  également  que  Ton  a  les  deux  relations  suivantes  : 

, ,  V  V  dM  , .       dW 

(h»  sorte  qu'on  peut  dire  que  la  recherche  de  la  force  extérieure  se 
ramène  à  <M^lle  du   montent  lléchissanl,  étant  donné  que  X  et  ^ 
s'expriment  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  M. 

Passons  maintenant  au  cas  de  charges  à  répartition  continu4'. 
Les  trois  fonctions  X,  V  et  M  seront  des  fonctions  continues  de  x 
et^,  qui  dépendront  évidemment  des  relations  existant  entre  pcf 
et  ajî.  Le^  r<»lalions  (\\)  subsistenmt,  dans  les  conditions  où  nou> 
nous  sommes  placés.  En  efFet,  en  différenliant  par  exemple- 
l'expression  de  M  par  ra[)port  à  x^  on  trou>e 


d 


^l:=h.^  rpd7  =  Y, 


dM 


A  la  vérité,  il  faudrait  ajoutera  l'expression  de  -^  deux  termes 

provenant  de  la  différent iat ion  des  intégrales  par  rapport  à  leur 

limite  supérieure  5,  laquelle  dépend  de  x,  et  multiplier  ces  termes 

ds     g-, 
par  -T-.  l^es  termes  seraient 

a  et  3  représentant  le  point   d'application  de  la  force  iniinimciit 
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petite  qui  correspond  à  rélément  d^  auquel  apparlienl  !<• 
point  (x^y).  Ces  termes  sont  donc  rigoureusement  nuls  quand 
on  suppose  le  point  (a^)  confondu  avec  le  point  correspon- 
dant ix^y)  de  la  fibre  moyenne,  ainsi  qu'on  le  fait  toujours. 

En  outre,  dans  le  cas  des  charges  à  répartition  continue,  les 
deux  premières  relations  (îî)  conduisent  aux  deux  suivantes  : 

^^^  ^  dy^dy  ~       dy^  ^^         ^  dx~       dx  '~        dx^-  ' 

La  seconde  relation  (\)  est  assez  fréquemment  employée,  car  on 
suppose    souvent   des   charges   à    répartition   continue    parallèles 

ds 
à    Oy.    Alors,    g —- o    vi    P'f   i'<*pï*^*î^^ïit^   ^^   charge    par   mètre 

■courant  en  projection  horizontale. 

Au  lieu  des  composantes  X  et  \  de  la  force  extérieure  par  rap- 
port aux  axes  de  coordonnées,  on  a  souvent  intérêt  à  considérer, 
quand  il  s'agit  de  poutres  courbes,  ses  deux  composantes  j\  et  T 
suivant  la  tangente  et  la  normale  à  la  fibre  moyenne  au  point  (i. 
La  composante  iN  porte  le  nom  iïeffort  normal  et  la  com|)osante  'Y 
porte  le  nom  iV effort  tranchant. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tanj^ente  sont  -^  et  -7-  •  (^cux  de  la 

^  ds        ds 

normale  positive  (direction  qui  coïncide  avec  Oy  quand  oiiamèiu* 

d^         de 

la  tangente  à  coïncider  a\ec  Ox)  sont  -    77"  ^^  T"*  ^-^"  **  donc  les 


<leux  relations  générales 

ds  ds 

ds  ds 

Si  Ton  y  introduit  les  valeurs  de  \  et  ^  tirées  des  rclatiiuis  (.^), 
on  trouve,  (mi  fonction  des  dérivées  j)arlielles  du  m<uiieiit  (lé- 
4*liissant, 

\  dy   ds         dx    ds  ' 

)  _  d\\   dv        d}\   dx        d\\  . 

dy    ds        dx    ds         ds 

La  dernière  formule  est  importante.  Elle  exprime  <jue  l  effort 


I 
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tranchant  est  la  drrivrr.  du  moment  fléchissant  prise  par  ra /h- 
/H>rt  à  Varr  de  la  fibre  moyenne. 

Rcsl  relouons  maiiitcnaiit  leprohlèm*^  au  ras  où  loiiles  les  forrrs 
a[}])li<ju«*es  (<mi  rhai'«;€.s)  Miiit  parailèh's  à  mie  m<^tn<'  dircclioiu 
prise  p<Hir  a\e  <)y,  et  supposons  d'atM^nl  que  les  deuv  [>oinls  (i„ 
et  (i,  MHit  «les  appuis  simples^  ou  si  a  tiques,  au  sens  qui  a  été 
préré(lemni<*nl  donné  à  relie  expression.  Les  réaclions  pro\isoin'> 
(ou  défînili>(*s,  suivani  le  eas  )  seront,  comme  nous  Tavons  \u, 

l 

(en  se  rappelant  que  V  vs\  épde  ei  de  si^ne  contraire  à  la  eonipo- 
sanle  de  la  fore*'  suixani  la  «lireelion  positive  Oy), 
Dans  <'<'s  <Muidilions,  on  a 

X±=o        et        Yr^Ru— Vp 


a\ee 


M  =  Ro>— V  P(a?  — a)=  -ji. 


'Nous  dési«;;nerons  «généralement  par  la  lettre  jjl  le  moment  fié- 
eliissant  relatif  à  une  poutre  sur  ap|)uis  simples,  qui  jouera  un 
rôle  impoi'tant   dans  toute>  les  applications,   (k'  moment  sannulf 

é\  idcMument    ptuir   j: -- <>,    car  alors    >^  _=  o.     Il    s'annule    aussi 


K 


pour  »r  ^--  /,  en  \ertu  d<*  la  formule  (pii  <l(uine  R^,  les  deuv  sym- 
boles 2,  ^**  ^  étant  alors  équivalents. 

(V 

Il  <'st  intéressant  d'apprendre  à  conqioser  le  mom<Mit  lléeliis- 
sanl  a  d'après  la  situation  respe<*ti\e  des  char^«\s  et  de  la  sec- 
ti(Hi  (i.  \ous  considérerons  en  même  t<*mps  la  comp<»sante  \  <le  la 

force  extérieure,  (pii  est  toujours  éj^ale  à  -^  en  vertu  tie  la  seconde 

écpiation  (.'?). 

Ci(»nsidérons  une  charj;(»  isolée  P  d'ahscisse  a.  On  a  dans  tous 
les  <*as 
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re    ré-suitat    ne    (lépencianl    pas    rvidemiiienl    de    la    situation    du 

point  G.  Mais  pour  é\aluer  ^j,  et   ^  -—  ---»  il  faut  distinj^urr  deux 
ras  : 

I**   Si  P  est  à  <^ar»eiie  de  G,  e'est-à-dlre  si  a  <  x,  ou  a 

Y  =  Ro—  P  =  r  ^^  —  P  =  ~  |>  ^  , 


|JL=.Ro^-P(a:-a)=P'^^-^— ; 


:V'   Si  P  est  à  droite  <!<•  G,  c'est-à-dire  si  a>>  x,  ou  a 

{1  =  Roa:  =  P  — j —  X, 

Dans  le  <'a.s  général,  en  dési«;nant  par  ^  une  sommation  s'éten- 
fiant  aux  eiiarges  agissant,  à  gauehe  de  G,  et  par  ^  une  sommai  icui 

d 

"^'étendant  aux  ehar<;es  ajçissanl  à  droite,  on  obtiendra 


]  k  d 


'"'  ',=  2«''-^-2''^^^- 


K 


riï  renii 


Si  1  Ou  a  afVaîre  à  une  (•liarj;e  à  ré|)arlition  eonliniie  et  tcdle  cpie, 
sur  un  iiilc»r\alle  intiniment  petit  ^/a,  compris  entre  les  abscisses  a 
cl   a-f-rfa,  la  résultante  des  cliarj;es  soit   />  r/a,  <ui  aura  de  même, 

[plaçant  ^  et  ^  parles  intéf»rales  /       «M    /     (Torifi^ine  des 
<-oordonnées  étant  supposée  sur  la  verticale  de  Go  )• 

u=  — ^ —    /      poidoL-^  j  I     p(l  —  'x)doL. 
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Dans  ce  cas,  on  a  rvidï^nmcnl 


«-X  "-^ 


On  remarquera  en  passant  que  ces  dernières  formules  donneni 

encore 

d^ ;jL  _       px       p( l  —  x)  _ 

V intensitf'  d^ une  charge  p  à  répartition  continue  sur  l'hori- 
zontale est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  dérii^ée  seconde 
du  momen  t  fléchissan  t , 

Conservons  maintenant  Tliypothèse  que  toutes  les  forces  appli- 
quées sont  parallèles,  mais  .supposons  qu<*  les  appuis  deviennent 
([uelconques. 

A  la  réaction  proinsoire  Rq,  obtenue  dans  le  cas  d\q)puis 
simples,  il  faudra  substituer  une  autre  réaction,  ou  autrement  dit 
ajouter  une  réRcXlon  complément  aire.  Si  Ton  appelle  A  le  momeni 
de  cette  réaction  complémentaire  par  rapport  à  Torigine  des  coor- 
données, par  B  et  C  ses  composantes  suivant  Oy  et  Ox.  on  aura 
évidemment,  ])our  le  moment  lléchissant  réel  au  point  (i. 

Autrement  dit ^  M  —  *x  est  toujours  une  fonction  linéaire  des 
coordonnées  du  point  G.  toul  comme  la  difFérence  M — ni  con- 
sidérée plus  haut. 
On  en  déduil 

\  —  _  f^  —  c 
~       dy  ~~   ^' 

dj'        djr 

Toutes  les  fonctions  linéaires  d(î  M,  \,  Y  sont  donc  <l<»s  fonc- 
lions  linéaires  de  A,  B,  C. 

Détermination  graphique  de  la  force  extérieure  quand  les  réac- 
tions d'appui  sont  connues.  -  Considérons  le  tronçon  de 
poutre  GqGi  et  une  section  G  intermédiaire. 

Soient  (A),  (B),  iC),  (D),  ...  les  lignes  d'aitlion  des  forces 
appliquées  entre  Gq  (?l  Gj,  et  (  K„  )  celle  de  la  réaction  cpii  s'e.vercc 
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à  travers  la  section  G^  ci  qui  est,  à  proprement  parler,  la  forée 
extérieure  relative  à  la  seclion  Gq,  ou,  si  Go  est  un  ap|)ui,  la  force 
extérieure  relative  à  une  section  située  à  une  distance  infiniment 


Fig.  36. 


Oi 


petite  à  droite  de  G©.  Les  grandeurs  de  toutes  ces  forces  sont  sup- 
posées connues. 

Composons  par  un  procédé  quelconque  Rq  avec  les  forcefi 
A,  B,  C,  ...  successivement  renconirées  quand  on  pai^court  la 
fibre  moyenne  de  la  poutre  en  allant  de  Go  ^n  (j|.  Nous  obtien- 
drons évidemment  de  proche  en  proclie  les  lignes  d'action  et  aussi 
les- grandeurs  successives  de  la  force  extérieure  pour  les  différentes 
sections  transversales.  Par  exemple,  la  force  extérieure,  relative  à 
la  section  G  comprise  entre  (C)  el  (D),  sera  la  résultante  de  R,, 
avec  A,  B,  C. 

Le  procédé  de  composition  le  plus  simple  [)eut  se  traduire  de  la 
façon  suivante  dans  le  langage  d<*  la  slatique  graphique  : 

Formons  le  polygone  des  forces  appliquées,  en  a,  6,  c,  rf,  e  et 
traçons  un  vecteur  ao)  égal  à  R»  changé  de  signe,  de  sorte 
(jue  îoa  =  Rfl.  Les  différent(*s  résultantes  que  l'on  aura  successive- 
ment à  considérer  sont  évidemment  représentées  en  grandeur  et 
direction  par  les  rayons  vecteurs  tels  que  wa,  w6,  coc,  etc. 

Cela  fournit  immédiatement  lc»s  ellorls  normaux  et  les  efforts 
tranchants  aux  différents  [loints  de  la  poutre.  Pour  la  section  G, 
par  exemple,  la  force  extérieure  étant  (oc,  il  su  Ait  de  décomposer 
celte  force  suivant  les  directions  de  la  tangente  et  de  la  normaU* 
en  G  à  la  fibre  moyenne  pour  avoir  l'effort  normal  et  Teffort  tran- 
chant relatifs  à  cette  section. 


PlOKAUD 
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Si,  en  considérant  <*>  comme  un  }>ôle,  on  Irac^e  1<*  polygone  funi- 
culaire des  forces  appliquées,  en  ayanl  soin  da  faire  coïncider  son 
premier  coté  avec  la  ligne  d'action  (Ro  ^  ^^'^  colés  successifs  de  vv 
polygone  funiculaire  seront  les  lignes  d'aclion  de  la  force  exté- 
rieure dans  les  intervalles  successifs  des  forces  appliquées.  On  ne 
fait  pas  autre  chose,  en  effet,  que  d'appliquer  métliodiquement  le 
procédé  ordinaire  de  composition  des  forces.  Pour  la  section  Ci, 
comprise  entre  les  forces  appliquées  ((]  )  et  (  D  ),  la  ligne  d'action  de 
la  force  extérieure  est  la  droite  CI)  et  le  point  du  passage  de  cette 
force  extérieure  est  le  point  P,  sur  la  normale  à  la  fibre  moyenne. 

Le  polygone  funiculaire  particulier,  que  l'on  a  ainsi  tracé,  porte 
le  nom  de  polygone  des  pressions.  Dans  le  cas  où  l'on  aurait  un 
système  de  forces  aj)j)liquées,  ré[)arties  d'unes  manière  continue 
sur  la  fibre  moyenne,  ce  polygone  se  transformerait  en  une  courbe 
appelée  courbe  des  pressions. 

La  connaissance  dti  point  de  passage  P  de  la  force  extérieur* 
équivaut,  comme  nous  l'avons  vu,  à  celle  du  moment  fléchissant. 
Celui-ci  est  égal  soit  au  produit  de  la  force  R— -wc*  par  la  dis- 
lance GK  de  (ir  à  CD,  soit  encore  au  produit  de  reflort  normal  N, 
pi'écédemment  déterminé,  par  la  distance  (il\ 

Lorsque  toutes  les  forces  appliquées  sont  parallèles,  verticales 
pour  fixer  les  idées,  mais  sans  que  (Rq)  leur  soit  parallèle,  on  peut 
faire  les  remarques  intéressantes  suixantes  : 

i**  Lepolygone  des  forces  appliquées  se  réduit  à  une  verticale  ae 
et  la  force  extérieure  a  une  composante  horizontale  X  de  grandeur 
constante,  qui  est  représ<»ntée  par  la  dislance  ])olaire,  distance  du 
pôle  (o  à  la  verticale  ae. 

2"  Si  l'on  détermine  le  point  H  où  la  verticahï  de  G  rencontre 
le  polygone  des  pressions,  on  peut  en  ce  ])oint  décompo.ser  la 
force  extérieure  R,  en  ses  deux  composantes  \  et  ^  ,  de  telle  sorte 
que  son  moment  au  point  (i,  ou  moment  fléchissant,  apparaîtra 
comme  le  produit  de  \  par  la  dislance  (ill.  Or,  \  élant  constant, 
le  moment  fléchis^anl  sera  donc  en  chaque  point  proportionnel  au 
segment  GH,  compté  sur  une  ligne  de  rappel  verticale,  entre  la  fibn» 
moyenne  et  le  polygone  des  j)reî>sioiis.  De  là  cet  énoncé  :  [^poly- 
gone des  pressions^  rapporte  à  la  fibre  moyenne  de  la  pièce 
comme  ligne  de  référence,  est  une  ligne  représentative  du 
moment  fléchissant. 
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Cas  particulier  d'une  poutre  sur  appuis  simples  et  générali* 
sation.  —  Soil  une  poutre  (ifG|  soumise  h  un  eustMubh'  de 
4-liar*;es   l^,,    P^.    ...   j)arallèles  à  Oy^  nyanl  pour  ligues  d'aelioii 
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Fig.  38. 


(K) 


(  1^1  ),  (  P2  K  ...  res|)eetivemenl,  et  reposant  sur  les  deux  a|)pui> 
simples  Gq  et  Gi.  Les  réaelions  \\q  et  Ri  de  ees  appuis  senml,  par 
hypothèse,  verlicale>,  et  auront  pour  lignes  d'aelion  (Go)  <^*  (Gi|). 
Construisons  le  polygone  des  eliarges  ae^  puis  Iraeons  av<'e  uiw 
distanee  polaire  rf,  que,  |)our  simplifier  le  langage,  nous  su|>pose- 
rons  égale  à  l'unité,  le  polygone  funiculaire  des  charges,  sur  \r 
réseau  des  verticales  (P),  rej)résenlant  leurs  lignes  d'action. 
Afenons  la  corde  ou  ligne  de  fermeture  V^/Vj  entre  les  verticales 
(^(iq)  et  (G|).  Enfin,  menons  par  le  pôle  o  la  droite  oto  parallèle 

à  \©A|.  \ous  aurons  en  toa  la  valeur  de  R„  et  en  etù  lu  \aleur 
<le  R,.  Par  suite,  le  pcdv  g()ne  des  forces,  raj^porlé  à  (O  comnu*  ori- 
gine, constituera  l'échelle  fonctionnelle  de 


Y 


-R.-2 


D'un  autre  eolé,  nous  avons  vu  que  le   polvgone  funicidairc. 
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rapporté  à  son  premier  côté,  constitue  la  courbe  représentative  drs 
moments  des  forces  situées  à  gauche  d'une  verticale  quelconque  ((i  ) 
d'abscisse  x^  à  condition  de  compter  ses  coordonnées  parallèle- 
ment à  la  direction  des  forces.  Autrement  dit,  le  segment  j>q 
mesuré  sur  la  ligne  de  rappel  du  point  G,  d'abscisse  x^  représenir 
le  moment 


m 


(au  facteur  d  prés,  bien  entendu). 

Quant  au  moment  fléchissant  p.,  on  l'obtiendrait  évidemment  eu 
introduisant  la  réaction  Rq  en  tête  de  la  série  des  forces  agissant 
sur  la  poutre  à  partir  de  sa  gauche.  Cela  revient  à  prendre  pour 
premier  rayon  du  polygone  des  forces  le  rayon  oto,  et  comme 
premier  côté  du  polygone  funiculaire  la  droite  A|  A^,  ou  ligne  de 
fermeture.  Le  polygone  funiculaire,  rapporté  à  sa  ligne  de  ferme- 
ture, est  donc  la  courbe  représentative  du  moment  [jl. 

On  peut  dire  aussi  que  le  polygone  funiculaire  peut  représenter 
non  seulement  le  moment  m,  mais  toute  fonction  M,  qui  n'en  dif- 
fère que  par  une  fonction  linéaire  de  la  forme  A-j-Ba;. 

En  effet,  si  l'on  a 

IVI  =  a;i  +  A  -H  Bar, 

on  n'a  qu'à  construire  la  droite  XX  telle  que  l'équation  du  premier 
côté  AqB  soit  précisément 

r  =  A  -h  lix 

quand  on  prend  XX  comme  ligue  de  référence,  ou  bien,  ce  (|ui 
revient  au  même,  telle  que  son  équation  rapportée  à  A^B  soit 

j'  —  —  A  —  Ba:. 

En  prenant  XX  comme  ligne  de  référence,  l'ordonnée  oblique  sq 
du  polygone  funiculaire  donne  bien  la  valeur  de  la  fonction  M. 

Or  on  sait  que  jji  ne  diffère  de  m  que  par  la  fonction  linéaire  Ro.r, 
et  l'on  sait  d'avance  qu'elle  s'annule  pour  x=  <►  et  x  =  L  La  ligne 
de  référence  correspondante  ne  saurait  donc  dilférer  de  Aq.Vi. 

Plus  généralement,  le  polygone  funiculaire  pourra  représenter 
le  moment  fléchissant  réel  M  qui  se  produirait  dans  la  poutre 
quand  celle-ci,  au  lieu  de  reposer  sur  les  deux  appuis  simples  (i^ 
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vl  G,,  reposera  sur  des  appuis  de  nature  quelconque,  pourvu 
toutefois  que  les  réactions  n'introduisent  pas  des  composantes 
parallèles  à  0:r,  mais  simplement  des  composantes  parallèles  à  Oy 
et  des  moments  quelconques.  Dans  ce  cas,  en  effet,  on  aura  tou- 
jours des  relations  de  la  forme 

M  =  m  -h  A  -*-  Ba? 

ou 

M  =  ;ji-f- A -hlVar. 

Il  suffira  de  déplacer  la  ligne  de  fermeture  et  de  la  faire  passer  par 
les  points  où  M  s'annule,  si  ces  points  peuvent  être  déterminés. 

Nous  remarquerons  en  terminant  que  le  segment  AiB  compté 
sur  la  verticale  (G|)  représente  le  moment  SP(a  —  /)  de  toutes 
les  forces  appliquées  par  rapport  au  point  G|.  11  est  donc  égal 
aussi  à  /Rg,  de  sorte  qu'il  constitue  une  seconde  représentation 
commode  de  la  réaction  Rq.  On  trouverait  de  la  mêm'e  façon  R|. 
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THÉORIE  DES  POUTRES  PRISMATIQUES  (siitk;. 
•  RECHERCHE  DES  EFFORTS  MOLÉCULAIRES. 
HYPOTHÈSES  DE  lA  RÉSISTANCE  DES  MATÉRIAUX. 


f.    —    RKC.iiKRCHK    l>KS   RFFORTS   MOLKCILAIRES 

t 

01  I    SK    l'RODLISKNT   DANS    UXK   SECTION    G   Qt.WI)    LA    FOROK  EXTKRIKL'RK 

RKLATIVK   A    CF.TTK   SKCTlON    KST   COXXIK. 

La  force  extérioure  relative  à  la  section  G  est  définie  par  trois 
(|iianlitcs  M,  \,  T  que  nous  avons  appelées  moment  fléchissant  ^ 
ttjfort  normal  et  effort  tranchant^  et  nous  avons  dit  que  la  force 
extérieure  est  égale  à  la  résultante  des  actions  moléculaires  exercées 
par  le  tronçon  de  gauche  sur  le  tronçon  de  droite  à  travers  la  sec- 
lion  G.  VaH  sont  là  les  seules  indications  que  puisse  donner  la  Mé- 
canique rationnelle. 

Pour  se  faire  une  idée  de  la  nature  de  ces  actions  moléculaires 
ainsi  que  de  leur  répartition  dans  Uétendue  de  la  section,  il  faut 
recourir  à  certaines  hypothèses. 

_\ous  verrons  plus  tard  les  hyj)otliéses  qui  servent  de  base  à  la 
théorie  de  TElasticité  et  les  hypothèses  supplémentaires  permet- 
tant de  traiter  un  problème  qui  est  fort  analogue  au  problème  ac- 
tu<'K  et  dont  la  solution  est  due  à  Barré  de  Saint-Venant.  Pour  le 
moment  nous  nous  l)ornerons  à  énoncer  d'autres  hypotlièses,  à 
|)eu  près  équivalentes,  qu'on  peut  estimer  a /;/7or/ suffisantes  pour 
conduire  à  des  résultats  approchés  et  dont  la  principale  justification 
consistera  à  dire  que  leurs  conséquences  se  sont  toujours  trouvées 
d'accord  avec  les  faits,  dans  les  domaines  où  rexj)érimenlalion  a 
pu  s'exercer. 

l  n«*  |)remière  hypothèse  consiste  à  admettre  que  les  actions 
moh'Mudaires  dans  la  section  G  ne  dépendent  que  de  la  force  exté- 
rieure relative  à  cette  section  et  s'annulent  quand  cette  force  exté- 
rieure devient  nulle.  Cela  revient  à  admettre  que  la    répartition 
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réelle  des  ftjrces  agissant  sur  le  tronçon  de  j;;auche,  forces  appli- 
quées, ou  réactions  (rappui,  n'a  aucune  influence  au  delà  des 
limites  de  ce  tronçon,  ou  bien  encore  qu'un  système  de  forces  en 
équilibre  et  distribuées  d'une  manière  quelconque  sur  un  tronçon 
de  poutre  ne  ])roduit  aucun  effet  en  dehors  de  ce  tronçon.  Divers 
faits  d'exj)érience  ccmfîrnient  qu'il  en  est  approximativement  ainsi. 
Quand  on  serre  une  barre  de  métal  dans  unétau,  ses  déformations 
sont  peu  sensibles  en  dehors  des  réfçions  directement  pressées. 
Quand  on  pose  une  barre  sur  deux  appuis  et  qu'on  la  charge  entre 
ceux-ci,  elle  prend  une  courbure  mesurable  entre  les  appuis,  mais 
au  delà  elle  demeure  rectilif^ne,  etc. 

(^ela  admis,  on  peut,  en  invoquant  la  loi  de  Hooke,  étudier  sépa- 
rément les  effets  du  moment  fléchissant,  de  l'effort  normal  et  de 
l'effort  tranchant.  Vutrement  dit  les  effets  produits  sont  des  fonc- 
tions linéaires  et  homof;ènes  de  ces  trois  quantités. 

Une  seconde  hypothèse  générale  consiste  à  admettre  que  les 
actions  moléculaires  dans  la  section  G  ne  dépendent  pas  de  la 
courbure  de  la  fibre  moyenne  de  la  pièce  et  (ju'ils  sont  les  mêmes 
cpic  si  cette  fibre  moyenne  était  locilemenl  supposée  rectiligne  ou 
encore  proIr)ngée  en  ligne  droite  au  delà  de  la  section.  Bien  entendu 
la  forme  courbe  d<'  la  pièce  conserve  son  influence  pour  la  déter- 
mination de  la  force  extérieure.  On  conçoit  que  cette  hypothèse 
sera  d'autant  plus  approchée  (jue  la  courbure  de  la  pièce  sera  plus 
faible,  ou  tout  au  moins  que  le  rayon  de  courbure  de  la  pièce  sera 
plus  grand  par  rapport  aux  dimensions  transversales. 

Enfin  on  a  recours  à  des  hypothèses  plus  particidières  qu'on 
f)eut  énoncer  ainsi: 

Sur  cliaque  élément  dS  de  la  section  peut  s'exercer  un  effort 
moléculaire  normal  /i  rfS  et  un  effort  tangentiel  idS,  proportion 
nels  tous  <leux  à  dH.  et  dont  les  intensités  respectives  sont  /i  et  / 
par  unité  de  surface. 

!*•  Les  efforts  normaux  n  ne  dépendent  pas  de  l'effort  tran 
(!hant  T,  et  ils  se  répartissent  dans  l'étendue  de  la  section  suivant 
une  loi  linéaire.  Si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  au  point  G, 
en  faisant  coïncider  C)x  avec  la  tangente  à  la  fibre  moyenne,  etpai 
Nuite  le  plan  O^^:;  avec  le  jdan  de  la  section,  et  si  Ton  désigne, 
par  y,  Z'  les  coordonnées  du  centre  de  l'élément  rfS,  l'hypothèse 
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<ruiie  réparlilion  linéaire  revienl  à  achiiellre  qu'on  a 

a,  fc,  c  étant  d(*s  oonstanles  à  déterminer. 

Si  l'on  considère  la  droite  dont  l'équation  e.st 

a  -h  by  -^  cz  =  o, 

n  sera  nul  en  tous  les  points  de  cette  droite  et  en  un  point  quel- 
conque n  sera  pro[)ortionnel  à  sa  distance  à  la  droite.  La  droite  en 
question  porte  le  nom  iVaxe  neutre  et  quand  sa  position  est  déter- 
minée on  peut  écrire  la  relation 

V  désignant  la  distance  de  Télémcnt  dS  à  l'axe  neutre  et  K  un  coef- 
ficient de  proportionnalité  à  déterminer. 

2*  A  Tégard  de  l'ellorl  tangentiel  t  on  admet  au  contraire  qu'il 
ne  dépend  que  de  TefFort  tranchant  T,  et  qu'en  chaque  point  il  lui 
est  parallèle.  La  loi  de  sa  répartition  se  déduit  d'une  part  de  celle 
(jui  vient  d'être  admise  pour  l'efiTort  normal  ;?  et  d'autre  part  de  la 
considération  de  certaines  rehuions  nécessaires  entre  les  efforts 
qui  s'exercent  sur  deux  ])ians  perpendiculaires  dans  un  solide 
<|uelconque. 

Cela  posé  nous  allons  passer  en  revue  les  effets  de  l'effort  normal, 
du  moment  fléchissant  <'l  de  l'effort  tranchant,  pris  séparément, 
ainsi  que  l'effet  d'un  effort  normal  et  d'un  moment  lléchissant 
combinés. 

A.  E£fort  normal  N .  (Considérons  à  la  place  de  la  poutre  un 
tronçon  de  |)risme  drr)it  ayant  même  section  droite  que  la  poutre 
et  ses  arêtes  paraUèles  à  Ojr  (deuxième  hypothèse  générale).  Puis 
supposons  que  les  deux  bases  de  ce  tronçon  de  prisme  soient  sou- 
mises à  une  compression  uni/orme  de  valeur  n  par  unité  de  sur- 
face de  telle  sorte  que 

Zn  ds  =  nS  =  N. 

Il  est  presque  é\ident  que,  dans  ces  circonstances,  chaque  section 
transversale  du  prisme  s<'ra  elle-même  soumise  à  une  compression 

uni/orme  de  valeur 

N 
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Alors  en  vertu  de  la  première  hypothèse  générale  on  peut  admettre 
la  même  répartition  uniforme  quel  que  soit  le  système  réel  des 
forces  appliquées  produisant  dans  la  section  Teffort  normal  N. 

Celte  conclusion  se  trouve  confirmée  quand  on  admet  T hypo- 
thèse plus  particulière  d'une  répartition  linéaire  de  n  dans  la  sec- 
tion considérée. 

En  effet,  si  n  est  de  la  forme 

il  faut,  puisque  le  moment  de  la  force  extérieure  est  nul  par  rapport 
au  point  G,  centre  de  gravité  de  la  section,  qu'on  ait  les  deux 
relations 

o=  ^nz  dS  =  b:ùyzds~h(Zs*dS. 

11  en  résulte  b  :^^  c  =  o,  de  sorte  que  n  se  réduit  à  une  constante, 

N 
forcément  égale  à  —• 

B.  Moment  fléchissant  M.  --  Si  l'on  considère  encore  un  tronçon 
de  prisme  droit  substitué  à  la  poutre,  il  suffira  encore  de  rechercher 
un  mode  de  répartition  de  forces  extérieures  appliquées  à  ses  bases 
équivalant  au  moment  fléchissant  M.  Le  plus  simple  consisterait 
dans  un  mode  de  répartition  linéaire  et  l'on  pourrait  encore 
admettre  (fue  cette  répartition  se  conserve  sur  toutes  les  sections 
intermédiaires  entre  les  deux  bases.  Mais  cela  revient  à  admettrai 
tout  de  suite  une  répartition  linéaire  dans  la  section  considérée. 

Pour  simplifier  nous  supposerons  qu'on  ait  fait  un  changement 

d'axes  dans  la  section,  de  manière  à  faire  coïncider  ():;  elOyscvvv 

les  axes  principaux  de  l'ellipse  centrale  d'inertie. 

Soient 

1.=  Sr-S 

lj.=  Srf, 

les  moments  principaux  d'inertie,  de  sorte  que  l'équation  «le 
l'ellipse  d'inertie  pourra  s'écrire 

7J        Y» 

=  I, 


l'axe  OA  étant  égal  à  ly  et  l'axe  OB  à  r^. 
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Soient  dans  ce  système  d'axes  OV  la  trace  du  j>lan  moyen  et  OR 
le  moment  fléchissant  M  dont  la  direction  est  perpendiculaire 
àO\. 

Fig.  39. 
V 


Décomposons  M  suivant  0-3  et  O^}'  et  désignons' par  M-  el  M_^. 

ses  composantes. 

\dmettons  maintenant  que  Teffort  moléculaire  normal  ait  pour 

expression 

/i  =  a  -h  by  -{-  cz 

et  comptons-le  positivement  en  avant  du  plan  du  tableau,  dans  la 
direction  de  (),r,  c'est-à-dire  quand  il  représente  une  compression. 
T.es  conditions  à  remplir  sont  les  suivantes  : 

ZndS  =0, 
:ùnydS^-M„ 
Znz  dS  =  —  My. 

(Le  sijj^ue  —  devant  M^-  vient  de  ce  qu'un  eflTorl  positif  appliqué  à 
un  élément  dS  silué  du  côté  des  z  positifs  donnerait  un  moment 
dirigé  suivant  0>''.) 

Introduisons  dans  ces  relations  la  valeur  de  n  <^t  développons 
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on  tenant  compte  des  relations 

qui  expriment  que  O  esl  le  centre  de  gravité  de  la  section  et  que  Oz 
et  Oy  sont  les  axes  principaux  de  Tellipse  centrale  d'inertie.  Nous 
lrou\erons  d'abord 

c«S  =  o,         (1*011         flr  =  o; 


i'nSHile 


M 

bi:y*dS^.bl,=       M-,         d'où         b=       j^ 

Mv 
cE^^cfô  =cly=  —  My,         d'où         c  = f- 

Finalement  l'expression  de  n  devient 


n  = 


\z  h 


L'axe  neutre  OL,  droite  pour  laquelle  on  a  /i  =^  o,  a  ]K)ur  équa- 
tion 

My  M, 

\y  Iz 

(ui  bien,  en  faisant  intervenir  les  rayons  de  î^iration, 

Mv  M- 

z  — j^  —y  — r  =  o. 

On  reconnaît  facilement  que  celte  droite  est  conjuj»uée  par  ra|)- 
port  à  l'ellipse  centrale  d'inertie  de  la  direction  dont  les  cosinus 
directeurs  sont  proportionnels  à  My  et  -  -  M-  respectivement, 
c'est-à-dire  de  la  direction  ()V  perpendiculaire  à  la  direction  OR 
du  moment  fléchissant.  (Ici  OV  est  la  trace  du  plan  moyen.) 

Si   la  section  est  symétrique  par  rapport  au  plail  moyen,  0\ 
coïncide  avec  Oy  et  l'on  a  My=:i=  o.  L'expression  de  Ji  se  réduit  à 

M3 

L'axe  neutre  coïncide  avec  O;;. 

On  peut  arriver  à  des  résultats  équivalents  en  utilisant  la  théorie 
j;énérale  des  vecteurs  d'inertie  et  la  définition  de  l'axe  neutre. 

Supposons  que  l'axe  neutre  soit  la  droite  OL.  L'efïbrt  normal  n 
sur  im  élément  dS  de  la  section  doit  être  proportionnel  à  la  dis- 
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lance  v  de  dS  à  OU,  de  sorle  qu'on  peut  poser 

n  =  Kp, 

R  étant  une  constante  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Or  les  conditions 
à  remplir  sont  les  suivantes  : 

1®  La  somme  des  efforts  fi  dS  doit  être  égale  à  zéro.  Celle  con- 
dition est  remplie  par  toute  droite  telle  que  OU  passant  par  le 
centre  de  gravité  ; 

2®  Que  le  moment  résultant  des  efforts  n  dS  par  rapport  au  point  () 
soit  égal  au  moment  résultant  M  des  forces  appliquées  au  tronçon 
de  gauche  de  la  poutre.  Or,  puisque  par  hypothèse  on  a  /i  =  Rr, 
le  premier  moment  résultant  n'est  pas  autre  chose  qu(*  le  produit 
de  R  par  le  vecteur  d'inertie  de  la  surface  pris  par  rapport  au 
point  O  de  la  droite  OU,  servant  d'axe  de  rotation. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  OR  doit  être  perpendiculaire 
à  la  direction  de  ()\  conjuguée  de  OU  par  rapport  à  l'ellipse  cen- 
trale d'inertie.  Inversement,  connaissant  OR  et  la  direction  per- 
pendiculaire 0\ \  la  direction  de  OU  sera  la  direction  conjuguée 
de  cette  dernière. 

En  outre,  si  Ton  désigne  par  1  le  moment  d'inertie  de  la  surface 
par  rapport  à  OU,  il  faut  que  son  produit  par  R  soit  égal  à  la  pro- 
jection sur  OU  du  moment  résultant  M  dirigé  suivant  OR.  Autre- 
ment dit,  en  désignant  par  6  l'angle  des  deux  directions  OR  et  OU, 
dont  la  première  est  donnée  et  dont  la  seconde  se  détermine  comme 
nous  \enons  de  le  dire,  on  doit  avoir 

Kl  =  M  cosO. 

On  en  déduit  pour  n  cette  nouvelle  expression 

,.         M  cosO  M'v 

n  =  Kv  =  — - —  V  =  — j'- 
en posant  W=  M  cosÔ.  Si  OR  coïncide  avec  O3,  on  a 

cos6  —  o,        avec        l^lz        et        v  =  y^ 

Si  Ton  veut  simplement  retrouver  la  valeur  du  coefficient  R  dans 
la  formule  n  =  Rr,  il  suffit,  connaissant  la  direction  OU  de  l'axe 
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neutre,   d'écrire  l'équation   des   moments  par  rapport  à  01  .  T^a 
composante  de  M  suivant  OU  est  M  cos^.  On  doit  avoir 


M 


cose  =  KVv«rfS  =  KI. 


C.  EfTort  normal  et  moment  fléchissant  combinés.  -  En  vertu  de 
la  loi  de  Hooke  on  n'a  qu'à  faire  la  somme  des  résultats  dus  sépa- 
rément à  l'efTort  normal  et  à  Peffort  tranchant  et  Ton  obtient  pour 
TeATort  moléculaire  normal  Texpression  générale 

n  r=L   —  ->r        "^  ^ 


s  h  \y 


ou  bien  encore  l'expression 

N        M'c 

en  se  raj)pelant  que  pour  appliquer  cette  dernière,  il  faut  déter- 
miner d'ahord  la  direction  OL  conjuguée  de  la  trace  du  plan 
moyen  par  rapport  à  l'ellipse  centrale  d'inertie.  M'  esl  la  projection 
de  M  sur  OU;  I  est  le  moment  d'inertie  de  la  surface  par  rapport 
à  OU  et  V  est  la  distance  à  cette  même  droite  d'un  élément  rfS  de 
la  surface. 

Ces  expressions  montrent  que  l'intervention  d'un  effort  normal  IN 
a  simplement  pour  effet  de  déplacer  Taxe  neutre  parallèlement  à 
lui-même  sans  changer  son  orientation. 

Désignons  par  D  le  point  de  passage  de  la  force  extérieure,  qui, 
dans  les  conditions  supposées,  esl  contenue  dans  le  plan  moyen  OV 
et  est  normale  à  la  section.  Ses  coordonnées  h  et  k  sont  telles 
qu'on  ait 

Si  d'ailleurs  on  appelle  d  la  distance  OD,  on  a 

M  =  N  d 
et  par  suite 

en  appelant  d'  la  dislance  du  point  D  à  OU'. 

Cela  posé,   la   première  expression   de  n  devient,   en  rempla- 
çant M-,  M^  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  A  et  k  et  eu  rempla- 
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i;anl  d'aiilrc  pari  K  el  I^-  par  S/!  H  S/J  respeclnrmeiit, 


iV  r        kz       hv\ 


L'équalion  de  Taxe  neutre  s'écrit  alors 

kz       hy 

— -  H — :^  -+- 1  =  o. 


CVsl  réqualion  de  la  droite  anlipolaire  du  |)()int  I)(/.A);  puiscpu' 
l'équation  de  la  polaire  serait 


kz       hy 

-+-  -4-  —  1  =  o. 


f  Y  '  Z 


Soit  EE  cette  antipolaire  du  point  D.  On  sail  cpi'e  le  poini  E  où 
elle  coupe  ()V  est  tel  qu'on  ait 

OExOD  =  Oj\ 

les  points  E  et  D  élant  d'ailleurs  de  part  el  d'autre  du  point  O. 
Cette  relation  se  conserve  en  projection  sur  une  perpendiculaire 
à  OU.  11  faut  remplacer  OE  par  la  distance*  £  de  EE  à  OU,  rem- 
placer OD  par  d'  et  OJ  par  /*,  rayon  de  giralion  correspomlant 
à  OU.  On  obtient  ainsi 

-  !l 

On  retrouverai I  cette  expression  en  partant  d«*  la  seconde  expres- 
sion générale  de  /^,  car  la  distance  i-  =  s  (pii  correspond  à  l'axe 
neutre  doil  satisfaire  à  la  condition 


M's       N  ,,   .  NI 

j         (I  ou 


o 


r  on  a 


S  s.vr 


pt 

11  en  résulte»  l)icn  s  =  -;• 

a 


En  prenant  en  considération  cette  distance  t  de  l'axe  neutre  à  la 
droite  Ol  ,  on  peut  donner  une  troisième*  «expression  de  reflort 
moléculaire  normal.  En  vertu  d'une  des  «lernières  r<*lations  écrites 
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M'  N 

4)11  a,  en  eflet,  -^  —  ~.  11  en  résulte  qu'on  a 


\        Nt»       N/         v\        N 


V 


11  est  à  noter  que,  au  centre  de  la  section,  j?  =  y  =  o,  on  a  tou- 

N 
jours  n  =-^}  le  moment  fléchissant  n'inter\^enant  pas. 

Les  valeurs  de  n  qui  sont  principalement  à  considérer  sont  les 
valeurs  extrêmes,  soit  positives  (compressions),  soit  négati>es 
(tractions)  qui  se  rencontrent  dans  l'étendue  de  la  section  consi- 
dérée. Ce  sont  elles  qui  déterminent 'la /a/«»"w^  maœima  de  la  ma- 
tière soit  à  la  compression,  soit  à  l'extension,  ou,  suivant  une  expres- 
sion usuelle,  le  taux  de  travail  Ae  la  matière.  Il  est  évident,  d'après 
<'e  qui  précède,  que  ces  valeurs  extrêmes  correspondent  toujours 
aux  points  de  la  section  les  plus  éloignés  de  Taxe  neutre,  poinis 
pour  lesquels  {?  -\-  z  est  le  plus  grand  possible  en  valeur  absolue. 

Si  l'axe  neutre  EE  coupe  la  section,  ainsi  qu'on  l'a  supposé  sur 
la  figure,  les  deux  eflbrts  extrêmes  sont  de  signe  conti*aire.  Plus 
généralement  la  section  se  trouve  divisée  par  l'axe  neutre  en  deux 
régions  dans  lesquelles  les  efforts  sont  de  signes  contraires.'  U  >  a 
compression  dans  Tune  et  traction  dans  l'autre. 

Si,  au  contraire,  l'axe  neutre  ne  coupait  pas  la  section,  les  efforts 
seraient  partout  de  même  signe  et  varieraient  simplement  enlrc 
un  minimum  et  un  maximum. 

Pour  savoir  si  l'axe  neutre  coupe  ou  ne  coupe  pas  la  section,  on 
aura  à  envisager  le  noyau  central  de  celle-ci.  On  se  rappelle,  eu 
effet,  que  le  noyau  central  est  limité  par  une  courbe,  lieu  des  points 
dont  les  antipolaires  sont  tangentes  au  contour  de  la  section.  Si  le 
point  de  passage  D  de  la  force  extérieure  tombe  à  l'extérieur  du 
nojau  central,  Taxe  neutre,  qui  est  son  antipolaire,  coupera  la  sec- 
tion. Dans  le  cas  contraire,  il  ne  la  coupera  pas. 

En  pratique,  toute  cette  théorie  se  simplifie  notablement  quand 
le  plan  moyen  est  en  même  temps  un  des  plans  de  symétrie  de  la 
section.  On  a  alors 

M  =  M-=M..=  Nrf 

et  l'on  n'a  qu'un  seul  moment  d'inertie  ulileà  considérer,  celui  qui 
est  relatif  à  l'axe  Ow,  et  qu'on  désigne  simplement  j)ar  1  =r  S;'^.  On 
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a,  d'ailleurs, 


£  =  -7  et  ^•  =  r 


Dans  ces  conditions,  les  formules  qui  donnent  n  sont 


N       My 


D.  Étude  de  l'effort  tranchant  T.  —  La  considération  du 
prisme  droit  substitué  à  la  poutre  ne  donnerait  rien  ici,  car  il  n'est 
nullement  évident  ici  que  les  difierentes  sections  intermédiaires 
entre  les  bases  auraient  leurs  efforts  tangentiels  répartis  exactement 
comme  ceux  qu'on  aurait  supposés  sur  ces  bases. 

D'autre  part,  en  admettant  que  les  efforts  t  sont,  dans  la  sec- 
tion G,  parallèles  à  T  et  en  cherchant  le  mode  de  répartition  le 

plus  simple  possible,  on  serait  conduit  à  admettre  une  répartition 

T 

uniforme  et  à  supj>oser  /  =  —  •  C'est  effectivement  à  cette  hypo- 
thèse qu'on  a  eu  recours  longtemps  d'une  manière  générale,  et  c'est 
elle  qu'on  applique  encore  maintenant  lorsqu'on  cherche  à  appré- 
cier les  conditions  de  résistance  d'une  pièce  cisaillée  entre  deux 
mâchoires  donl  les  bords  sont  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre; 
ou  bien  d'un  rivet  réunissant  deux  tôles  tirées  ou  comprimées  en 

sens  inverse  l'une  de  l'autre.  L'effort  langentiel,  ou  de  cisaillement, 

T 

a  pour  intensité  moyenne  /  =  -^  et  cette  valeur  moyenne  est  suffi- 

sant(»  en  pratique  pour  apprécier  la  fatigue  du  métal. 

Mais  en  dehors  de  ce  cas,  c'est-à-dire  quand  à  droite  de  la  sec- 
tion (i  il  existe  un  tronçon  de  poutre  plus  ou  moins  étendu,  soumis 
à  la  seule  force  extérieure  T  appliquée  au  point  G,  on  est  conduit 
à  envisager  une  loi  d^répartition  notablement  plus  compliquée.  On 
la  déduit  de  considérations  empruntées  à  la  théorie  de  l'Elasticité 
qu'on  peut  exposer  sommairement  comme  il  suit. 

Considérons  dans  un  massif  en  équilibre  un  parallélépipède  élé- 
m(*ntaire  rectangle  dont  les  arêtes  supposées  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées  ont  pour  longueurs  respectives  dx^  dy^  dz.  Si  sur  les 
bases  [)erpendiculaires  à  Ox  s'exercent  des  efforts  tangentiels  d'in- 
tensité t,  dans  une  direction  parallèle  à  Ov,  sur  les  bases  perpendi- 
culaires à  Oy  s'exerceront  parallèlement  à  O^  des  efforts  tangentiels 
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d^ntensité  t':=xzt.  En  effet,  qaels  que  soient,  d'ailleurs,  les  efforts 
normaux  ou  tangentiels  différents  de  /  ou  de  ^  exercés  dans  les 

Kig.  4o. 


différentes  faces,  on  se  rend  compte  que  leur  moment,  par  rapport 
à  Oz,  est  toujours  nul.  Le  moment  des  efforts  tangentiels  i,  par  rap- 
port à  0^,  est  d'ailleurs 

t  dyd*  X  cLv, 

Celui  des  efforts  tange.ntiels  t'  est  de  même 

t' dx  dz  X  dy. 

Une  des  conditions  nécessaires  d'équilibre  du  parallélépipède  élé- 
mentaire est  donc  bien 

Considérons  maintenant  le  tronçon  de  prisme,  ou  prisme  élé- 
mentaire GG^  de  longueur  dx  qui,  dans  la  poutre,  vient  à  la 
suite  de  la  section  G,  et  représentons-le  par  sa  projection  sur  le 
plan  Oyz^  l'axe  Oy  étant  la  trace  du  plan  moyen,  dans  lequel  l'ef- 
fort tranchant  T  est  supposé  contenu.  Soient  OU  la  droite  conjuguée 
de  Oy  par  rapport  à  l'ellipse  centrale  d'inertie  et  0  l'angle  qu'elle 
fait  avec  Oz, 

Cette  droite  représente  Taxe  neutre  dans  la  section  G^  section 
dans  laquelle  s'exerce  outre  l'effort  tranchant  T,  un  moment  flé- 
chissant 

dM  rzTdr. 

Cherchons  maintenant  à  évaluer  l'effort  tangentiel  moyen  t  qui 
s'exerce  le  long  d'une  ligne  telle  que  ab  parallèle  à  OU,  ligne  dont 

PlOBAUD  1 


(,« 
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on  désignera  par  u  la  longueur  çt  par  y  la  dislance  à  OU,  ou,  si  Ton 
\ eut,  cherchons  à  évaluer  reffort  tangentiel  moyen,  qui  s'exerce 
sur  la  surface  abab'  de  hauteur  infiniment  petite  dv  et  dont  l'aire 

Kig.  4i. 


est  adv.  Nous  supposons  que  t  est  parallèle  à  T,  c'est-à-dire  au 
plan  moyen.  Sa  composante  t'  perpendiculaire  à  OU  sera 

i'  =  ^cos6. 

Le  plan  mené  par  aô  parallèlement  à  Ox^  et,  par  suite,  perpen- 
diculairement à  la  section,  découpe  dans  le  prisme  élémentaire  GG' 
un  rectangle  dont  les  dimensions  sont  respectivement  u  et  dx^  et 
sur  ce  rectangle  doivent  s'exercer  des  efibrts  tangentiels  parallèles 
il  Ox  et  d'intensité  ^',  en  vertu  de  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut» 
La  somme  de  ces  actions  tangentielles  est 

t!  u  dx.  . 

Considérons  à  |)résent  le  prisme  élémentaire  ayant  pour  base 
aco  6,  le  pont  Cq  désignant  le  point  du  contour  de  la  section  le  plus 
éloigné  de  OU  vers  le.  haut,  sa  distance  à  OU  étant  v^.  Ce  prisme 
ne  supporte  aucune  charge  sur  sa  face  extérieure.  Sur  sa  face  pro- 
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jetée  en  ab  il  supporte  parallèlement  à  Ox  les  actions  langentielles 
précédemment  évaluées  t' u  dx.  Sur  sa  hase  abco  dans  le  plan  de  la 
section  G  il  supporte  des  efibrts  normaux  nuls,  puisque  dans  cette 
section  ne  s'exerce  que  refTort  tranchant  T.  Mais  sur  la  base  cor- 
respondante dans  la  section  G'  il  supporte  des  efforts  normaux,  et, 
par  suite,  parallèles  à  Oj?,  qui  ne  sont  pas  nuls  et  qui,    en  chaque 

point,  ont  pour  valeur 

Tf  dx       ft 
r — cos  0, 

puisque  le  moment  fléchissant  dans  cette  section  G'  a  pour 
valeur  Tdx.  La  somme  de  tous  ces  efforts  normaux  élémentaires 
est,  par  suite, 

Tvdx        .    ,  TcosOûte 


r'ïvdx        .    ,  Tcoseûte/* 


vdS 


rfS  désignant  un  élément  de  surface  situé  àla  distance  v  de  OU . 
Or  rintégrale  qui  figure  dans  cette  expression  a  une  signification 
évidente.  C'est  le  moment  statique  par  rapport  à  OU  de  l'aire  abc^^ 
située  au-dessus  de  ab.  En  désignant  ce  moment  par  la  lettre  m, 
on  aura  donc   pour  la  somme   des   efforts   normaux  considérés 

l'expression 

'^'^^       fi  ^ 
r— cosO  ax. 

Une  des  conditions  nécessaires  d'équilibre  du  prisme  élémen- 
taire ac^b  s'obtient  en  écrivant  que  toutes  les  forces  parallèles  à  Ox 
ont  une  résultante  nulle,  ce  qui  donne,  en  supprimant  le  facteur 
commun  dx^ 


d' 


ou 


11  en  résulte 


lu—  — r— COS6, 


t  ~  -z — cos6. 
\u 


t'          Tm 
t  — .-  

cos6         \u 


Telle  est  l'expression  de  l'efFort  tangentiel  moyen  au  niveau  de  la 
droite  ai,  à  la  distance  v  de  OU. 

Cette  expression  s'annule  évidemment  pour  le  point  Co,  car  le 
moment  m  est  nul  en  ce  point.  Elle  s'annule  aussi  pour  le  point 
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extrême  c'i,  le  plus  éloigné  de  OU  vers  le  bas,  puisque  O  est  Ir 
rentre  de  gravité  de  la  section,  et  que  pour  la  section  entière  on  a 
aussi  m  ==  o,  par  rapport  à  toute  droite  passant  par  le  centime 
(le  gravité.  Le  maximum  de  l  se  rencontrera  donc  pour  une  ligne  ab 
intermédiaire,  plus  ou  moins  voisine  de  OU.  Il  peut,  d^ailleurs, 
y  avoir  plusieurs  maxima  ou  minima.  On  devra  les  rechercher  pour 
obtenir  hi  fatigue  ou  le  taux  de  travail  à  Peffort  tranchant. 

Il  n'est  pas  inutile  de  vérifier  que  la  somme  de  tous  les  efforts 
tangeutiels  ainsi  répartis  reproduit  bien  T.  Cette  somme,  pour  une 
surface  élémentaire  telle  que   ab  a' b'  a  pour  valeur 

T 
tudv  —  -=-  nnU\ 

11  suffit  de  vérifier  que  pour  la  section  entière  on  a 


f 


mdv  =  I , 


en  désignant  par  p„  et  Ci    les  valeurs  de  i^  afférentes  aux  points 
extrêmes  r©  et  c<.  Or,  en  intégrant  ])ar  parties,  on  trouve 


/""  /•"•     dm  ^ 


La  parenthèse  est  nulle  puisque  m  =  o  pour  ç  ^=.  k\  et  pour  v=^  i'. 
D'autre  part,  on  a 


Par  suile,  il  rc^le 


dm 
dv 


—   /      v^udr  -  j  v^dS  —  I.  C.Q.F.D. 


II.  —  Applications. 

Un  constructeur  n'est  pas  toujours  libre  de  déterminer  la  forme 
d'une  pièce  entrant  dans  une  construction  de  manière  à  la  mettre 
dans  les  meilleures  conditions  de  résistance  aux  forces  appliquées. 
Il  y  a  des  nécessités  qui  proviennent  soit  du  prix  de  revient,  soit 
des  conditions  d'assemblage,  soit  des  considérations  d'espace  dis- 
ponible ou  même  d'esthétique.  Mais  il  doit  tendre  autant  que  pos- 


•  •  •  • 
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sible  à  limiter  les  efforts  moléculaires  développés  dans  la  matière, 
ellorls  qu'on  désigne  dans  le  langage  courant  par  les  mots  de 
fatigue  ou  de  travail  ^e  la  matière  quand  on  les  rapporte  à  l'unité 
de  surface.  Il  faut  que  cette  fatigue  ne  dépasse  pas  par  millimètre 
carré  ou  par  centihiètre  carré  un  certain  nombre  de  kilogrammes 
qu'on  se  fixe  a  priori.  C'est  cette  limite  que  nous  avons  appelée  la 
limite  de  sécurité^  laquelle  doit,  nous  le  rappelons,  être  très  infé- 
rieure à  la  limite  d^ élasticité  de  la  m^atière, 

A  cet  égard  la  forme  à  donner  à  la  section  d'une  pièce  prisma- 
tique a  une  assez  grande  importance  et  il  résulte  des  théories  pré- 
cédemment exposées  un  certain  nombre  de  considérations  générales 
qu'il  est  utile  de  ne  jamais  perdre  de  vue  si  Ton  veut  obtenir  une 
utilisation  convenable,  sinon  la  meilleure,  de  la  matière. 

Traction  ou  compression.  --  En  ce  qui  concerne  les  pièces  tra- 
vaillant à  la  traction  ou  à  la  compression  simple,  la  forme  est  à  peu 
près  indifférente,  sous  des  réserves  que  nous  aurons  à  formuler 
plus  tard,  en  ce  qui  concerne  les  pièces  comprimées  lorsque  leur 
longueur  est  notablement  plus  grande  que  leurs  dimensions  trans- 
versales. Les  efforts  moléculaires  sont,  en  effet,  uniformément 
répartis  dans  toute  l'étendue  de  la  section  transversale  et  la/atigtte 

à  la  traction  (ou  à  la  compression)  a  pour  expression  R  =  -^. 

Flexion  simple.  —  En  ce  qui  concerne  les  pièces  travaillant  à  la 
ilexion  simple,  les  efforts  sont  répartis  dans  la  section  transversale 
suivant  une  loi  linéaire  et  sont  en  chaque  point  proportionnels  à  la 
distance  de  ce  point  à  Vaxe  neutre.  Nous  appelons  îiinsi,  par 
abréviation,  Taxe  neutre  correspondant  à  la  flexion  simple,  lequel 
passe  par  le  centre  de  gravité.  Il  y  a  tout  intérêt  à  concentrer  la 
matière  dans  des  régions  aussi  éloignées  que  possible  de  cet  axe 
neutre  de  manière  à  faire  participer  à  la  fatigue  maxima  le  plus 
grand  nombre  de  fibres  possibles. 

Les  points  de  plus  grande  fatigue  sont  les  points  les  plus  éloignés 
de  l'axe  neutre  et  la  fatigue  R  v  est  exprimée  par 

„        M/i  _        M'A' 

R  —  — r~  OU  R  ~    — j —  > 

h  et  A',  valeurs  extrêmes  de  r,  étant  de  signes  contraires  et  inégales 
en  valeur  absolue  dans  le  cas  général. 
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M'  est  d'ailleurs  égal  à  M  cos9,  c'est-à-dire  à  la  projection  de  M 
sur  l'axe  neutre. 

Pour  une  même  aire  de  section  transversale,  c'est-à-dire  pour 
une  même  quantité  de  matière  employée,  il  s'agit  donc  d'obtenir 
les  plus  grandes  valeurs  pour  les  diviseurs  de  M,  savoir  : 

I  I 

ou 


AcosO  /l'cosO 

qui  portent  souvent  le  nom  de  modules  de  résistance  de  la  sec- 
tion. 

Tant  qu'il  n'y  aura  pas  de  raison  spéciale  de  faire  autrement,  il 
y  a  tout  d'abord  intérêt  à  faire  en  sorte  que  A  =  A',  car  il  ne  peut 
être  avantageux  d'avoir  à  une  extrémité  une  fatigue  plus  rédliite 
qu'à  l'autre.  On  y  parviendra  de  la  manière  la  plus  simple  en  adop- 
tant un  profil  symétrique  par  rapport  à  l'axe  neutre. 

En  second  lieu,  pour  une  section  transversale  de  forme  donnée, 
on  se  rendra  compte  sans  peine  que  la  valeur  de  I  qui  est  égale  au 
produit  de  la  surface  S  par  le  carré  du  rayon  de  giration  diminue 
rapidement  lorsque  Taxe  neutre  s'écarte  de  la  direction  du  plus 
petit  des  axes  de  l'ellipse  centrale  d'inertie,  à  moins  que  ces  deux 
axes  ne  soient  égaux,  auquel  cas  cosO  est  constamment  égal  à  i . 
I  diminue  beaucoup  plus  vite  que  Acos9,  cos9  ne  pouvant,  d'ailleurs, 
diminuer  au-dessous  de  la  valeur  qui  correspond  aux  deux  axes 
conjugués  égaux.  On  en  conclut  qu'il  est,  en  général,  avantageux 
de  faire  en  sorte  que  Taxe  neutre  coïncide  avec  le  petit  axe  de  l'el- 
lipse centrale  d'inertie  et  que.  par  suite,  le  plan  de  flexion  con- 
tienne l'autre  axe.  On  y  parviendra  de  la  façon  la  plus  simple  en 
prenant  un  profil  doublement  symétrique  et  en  plaçant  son  grand 
axe  d'inertie,  c'est-à-dire,  en  général,  son  plus  grand  axe  de  symé- 
trie, dans  le  plan  de  flexion. 

Quelques  exemples  simples  appuieront  utilement  ces  réflexions: 

1°  Cercle  plein  de  rayon  r.  -  -  On  a  pour  le  moment  d'inertie 
dans  toutes  les  directions 

I  —  — -         et  I  on  a         h    -  r, 

4 

Le   plan   de   flexion   est  indiflerent.  Le  module   de   résistance 
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est  T  =  "-j—  et  la  fatigue  est  donnée  par  l'expression 

r.r* 

2^  Cercle  éifidé  de  rayons  r  et  r'  (/*>  r').  —  On  a  pour  le 
moment  d'inertie  dans  toutes  les  directions  ^ 

ï  =  -K ; —  y         h  =  r; 

4 

module  de  résistance, 

h  r 

fatigue,  . 

4Mr 


R  =  ±: 


^(r*— r'*) 


Le  plan  de  flexion  est  encore  indiflerent.  Mais  à  égalité  d'aire  le 
cercle  évidé  est  plus  avantageux  que  le  cercle  plein. 

Dans  le  premier  cas  on  a,  en  désignant  par  S  l'aire  de  la  sec- 
tion, 

S  /• 

Dans  le  deuxième  cas,  on  a 

4M  r 


R  = 


S     '     /-î-i-r'» 


A  M  I 

Le  facteur  de  ^  est  ici,  approximativement,   —  >  si  l'épaisseur 

de  l'anneau  circulaire  est  faible.  D'autre  part,  à  égalité  de  surface, 
le  rayon  du  cercle  évidé  peut  être  notablement  supérieur  à  celui 
du  cercle  plein. 

3*  Rectangle  plein ^  de  côtés  b  et  c.  —  L'axe  neutre  étant  sup- 
posé parallèle  à  6,  on  a 


module  de  résistance. 


fatigue, 


J  = 

ISS 

1 

I      1 

A  "  6 

hrr-. 

bc^\ 

t 

c 

7.' 

=  1 

^6M 

6c»     ' 

_^  6M 
S 

X 

I 

C 

6M 
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Si  Taxe  neutres  avait  été  supposé  parallèle  à  c  le  facteur  de  —- 
serait  y-  Pour  avoir  la  plus  pelite  fîUijjueil  faut  prendre  c  >  b. 

Fig.  4a. 


L 


Un  madrier  placé  de  champ  résiste  mieux  à  une  charge  verticale 
qu'un  madrier  posé  à  plat. 

S'il  n'y  avait  pas  d'autres  considérations  intervenant  en  sens 
contraire  (danger  des  efforts  obliques  par  exemple)  on  aut'ail 
intérêt  à  prendre  des  rectangles  très  hauts  et  très  étroits.    , 

4"  Rectanji^le  de  côtés  é  et  c,  évidé  par  un  rectangle  semblable 
de  côtés  6'=K6,  c'=Kr 


JLbcHi  —  K^), 


module  de  résistance. 


Fig.  V<. 


-  K»  i; 


<—b.. 


fatigue, 


R  =  rt 


6  M 


hci(i  —  K*) 


6!VI 


K») 


Il  est  bien  évident  que  si  l'on  prend  des  rectangles  semblables, 
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le  rectangle  évidé  aura,  à  égalité  de  surface,  une  hauteur  c  beau- 
coup plus  considérable  que  le  rectangle  plein.  D'autre  part  le  fac- 
teur I  -[-K*  est  supérieur  à  l'unité.  Un  rectangle  é\adé,  ou  caisson, 
est  donc  plus  avantageux  qu'un  rectangle  plein. 

5®  Un  des  profils  les  plus  usuels  dans  les  constructions  métal- 
liques est  le  profil  dit  à  double  T,  ou  profil  en  I,  représenté  ci- 
dessous. 

Les  rectangles  supérieurs  et  inférieurs  de  largeur  b  sont  appelés 
les  tables  ou  plaies-bande  s, \^e  rectangle  de  jonction,  de  hauteur  c', 

Fig.  44. 


j 


J 


I 
I 
I 

i 


i 


3 


:--.4^ 


s'appelle  Vâme  du  double  T.  Si  l'on  appelle  V  la  largeur  totale  des 
deux  évidements  de  droite  et  de  gauche,  ou  la  différence  de  largeur 
des  tables  et  de  l'âme,  on  a  comme  plus  haut 


12  'À 


module  de  résistance, 


fatigue, 


oc 


R  =  ± 


6(Vlc 


Ac»— 6'c'» 


Quand  la  hauteur  et  la  largeur  de  la  section  sont  grandes  par 

^ ^' 

rapport  aux  épaisseur^  e  := et  b  -^  h  —  è'  des  tables  et  de 

l'âme,  on  peut  adopter  des  formules  simplifiées  qui  sont  d'un  usage 
assez  courant. 

On  a 

c'  =z  c  —  -le. 
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Supposons  que  e  et  c  soient  assez  petits  pour  qu'on  puisse  né- 
gliger leurs  puissances  supérieures  aux  premières.  On  aura  pour 

la  surface 

S  =  Ac  —  b'c'=i^eb  -¥-  te, 

I  =  L(bc^^b'.c'A  =  —  (6e6c«-hec»), 
la  \  /       12  ^ 

T-  =  ô  (6«6c-i-ec*). 

Il  arrive  encore  souvent  qu'on  puisse  négliger  les  termes  en  e  de- 
vant les  termes  en  e,  et  Ton  prend 

S  =  2e6  =  2  0), 

-.  :=   ebc  =a  U»C, 

h 

en  désignant  par  (o  la  surface  de  Tune  des  plates-bandes.  On  en 
déduit 

ou 

R  X  u>  =  zb  —• 
c 

On  énonce  ce  résultat  en  disant  que  l'efTort  total  de  compression 
ou  d'extension  dans  l'une  des  plates-bandes^  est  égal  au  moment 
fléchissant  divisé  par  la  hauteur  c  du  profil. 

On  a  ainsi  une  formule  d'un  emploi  très  commode  pour  des  cal- 
culs approchés  et  donnant  toujours  pour  la  fatigue  une  erreur  par 
excès.  Bien  entendu  elle  n'est  valable  que  pour  des  profils  ayant 
des  dimensions  grandes  relativement  aux  épaisseurs  du  métal. 

Fig.  45. 

I     ■    ,     Ico 


I    # 

ta 

I 


tju>' 


Cette  simplification  revient  à  admettre  que,  au  point  de  vue  de  la 
fatigue  à  la  flexion,  l'âme  de  la  poutre  n'intervient  pas,  et  que  les 


F 


EFFORTS  M0LÉCDLAIRR6.   HYPOTHÈSES   DE  LA   RÉSISTANCE   DES  MATÉRIAUX.    lO^ 

plates-bandes  doivent  ^êlre  calculées  en  vue  de  la  résistance  au 
moment  fléchissant  comme  si  elles  existaient  seules. 

Quand  on  a  affaire  à  un  profil  en  I  dissymétrique  mais  tel  qu'on 
puisse  négliger  l'âme,  on  emploie  les  formules  suivantes  où  eu  et  u)' 
sont  les  sections  des  deux  plates-bandes,  a  et  a'  les  distances  du 
centre  de  gravité  des  plates-bandes  au  centre  de  gravité  de  la  sur- 
face constituée  par  leur  réunion,  et  h  la  somme  A  =  a  -h  a'  : 


U) 


0) 


ao) 

= 

a'tj 

(centre  de  gravité), 

I 

U)rt' 

-f.  a>'a'*s  wa(a-h  a') 
=  tùah 

Si  sans  changer  h  ni  co  on  augmente  (o',  I  augmente,  puisque  a 

augmente,  mais  le  quotient  -  module  de  résistance  demeure  cons- 
tant. 

5^  On  a  souvent  ù  calculer  des  profits  plus  compliqués,  mais 
dérivant  du  profil  à  I  simple.  Pour  des  pièces  de  grande  hauteur 
et  de  grande  résistance,  on  constitue  souvent  la  section  au  moyen 

Fig.  46. 


1 


J 


r 


L 


d'une  tôle  verticale  appelée  âme  et  reliée  par  deux  ou  quatre  cor- 
nières aux  plates-bandes^  qui  sont  des  tôles  horizontales  super- 
posées en  plus  ou  moins  grand  nombre. 

On  a  aussi  des  sections  en  forme  de  caissons  qui  ne  différent  de 
la  précédente  au  point  de  vue  mécanique  que  par  la  présence  de 
deux  âmes. 

Le  calcul  des    moments  d'inertie   est  souvent  une   opération 


io8 
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pénible  si  l'on  veut  la  faire  directement.  Mais  l'on  trouve  dans  les 
aide-mémoire,  ou  dans  les  albums  des  forges  divers  renseignements 
pratiques  qui  le  facilitent  singulièrement.  On  y  trouve  notamment 

Fig.47. 


les  aires  des  cornières  usuelles,  la  situation  de  leur  centre  de  gra- 
vite,  et  leurs  moments  d'inertie  par  rapport  à  des  axes  parallèles  aux 
ailes  et  passant  par  le  centre  de  gravité.  On  en  déduit  facilement 
le  moment,  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  quelconque  parallèle 
aux  ailes  par  la  formule 

r=ÏH-Srf«. 

Quant  aux  moments  d'inertie  de  l'âme  ou  des  plates-bandes,  ce 
sont  des  moments  d'inertie  de  rectangles  facilement  définis. 

Mais  il  y  a  mieux  encore  et  des  barèmes  donnent  les  calculs 
tout  faits  pour  des  séries  entières  d'éléments,  âmes,  plates-bandes, 
cornières,  et  cela  même  pour  les  sections  nettes,  c'est-à-dire  rivets 
déduits. 

Comme  exemple  on  peut  citer  les  tables  de  Valat  qui  figurent 
en  tête  du  Recueil  de  types  pour  ponts  routes  de  M.  Maurice 
Kœcklin,  et  dont  l'emploi  est  grandement  à  recommander. 


Effort  tranchant.  —  En  ce  qui  concerne  la  fatigue  à  l'effort  tran- 
chant, on  ne  peut  guère  en  faire  état  la  plupart  du  temps  pour 
fixer  judicieusement  la  forme  à  donner  à  la  section  transversale. 
Un  problème  d'effort  tranchant  ne  se  pose  presque  jamais  seul, 
mais  est  toujours  accompagné  d'un  problème  de  flexion,  lequel  est 
prépondérant  pour  le  constructeur.  Il  y  a  simplement  lieu  de  s'as- 
surer que  les  dispositions  adoptées  en  vue  de  la  flexion,  et,  s'il  y  a 
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lieu,  de  la  traction  ou  de  la  compression  sont  convenables  aii  point 
de  vue  des  efforts  tranchants  à  prendre  en  compte. 

De  la  théorie  faite  précédemment  on  conclut  que  la  fatigue  à 
l'effort  tranchant,  ou  fatigue  au  glissement,  est  donnée  par  la 
formule 

I  u 


appliquée  aux  points  de  la  section  pour  lesquels  le  rapport  —  est  le 

plus  grand,  les  facteurs  I  et  T  étant  constants  pour  toute  Tétendue 
de  la  section. 

m  est  d'ailleurs  nul  pour  les  points  les  plus  éloignés  de  Taxe 
neutre,  correspondant  à  la  flexion  simple.  U  atteint  son  maximum 
'  sur  Taxe  neutre  de  la  section,  chacune  des  moitiés  de  celle-ci  don- 
nant des  moments  égaux  et  de  signe  contraire  par  rapport  à  Taxe 
neutre,  puisque  le  moment  total  par  rapport  à  cet  axe,  qui  passe 
parle  centre  de  gravité,  est  nul. 

C'est  donc  en  général  au  droit  de  cet  axe  qu'on  trouve  pour 
l'effort  tangentiel  la  valeur  la  plus  élevée.  Mais  ce  n'est  pas  là  une 
règle  absolue  à  cause  de  l'influence  de  u.  Quand  la  section  présente 
un  rétrécissement  pour  lequel  u  passe  par  un  minimum,  ce  peut 
être  là  que  se  manifeste  l'effort  le  plus  élevé,  alors  même  que  la 
section  rétrécie  serait  éloignée  de  l'axe  neutre. 

Voici  quelques  exemples  dé  répartition  de  l'effort  tranchant. 

1*  Cercle  plein  de  rayon  r.  —  On  a 


m 


=   /     uydy 


et 


il'où 


donc 


ydy  =  ^''Udu\ 


II 


m 


=  —    /      -  m'  c^a  =    /     -;  u^  du  =  — 

Ju     4  Jo      i  •'' 


m  __  a' 


Cette  fonction  est  maximum  quand  u  coïncide  avec  le  diamètre  O^r 


-MO 
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et  soa  maximum  est 


4r«       I    , 

12  3      . 


fr'ig.  43. 


C'est  donc  daus  ïe  pian  diamétral  que  se  produira  le  plus  grand 

effort  de  glissement, 

mT 


t^ 


ui 


et  en  introduisant  la  valeur  de  I 


4    T 
3  Tur* 


ur^ 


on  trouve 

4  T 

3   s' 


Cette  valeur  est  les  ^  de  ce  que  donnerait  une  répartition  uniforme 
de  l'effort  tranchant  dans  toute  l'étendue  de  la  section. 

2**  Rectangle  plein^  de  côtés  b  et  c,  —  On  a 


4 

1 

f 

• 

1 
1 

u. 

1 

1 

t 

V 

1 

f 

i 

r 

oi 

1 

1 

1 

i 

1 

i 

T 

l 

^ 

m  = 


(c  \  I  /c  \        uJc^ 

■    "       '14      ^  1 


-") 
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Le  maximum  a  lieu  peut  j^  =:  o  et  a  pour  valeur  -^  •  Le  maximum 
de  reflForl  tangentiel  est 


R«=«  —  X  T- r 

8        o  X  c» 


-,       3        T        3  T 

X    1    =   -   X   T~    =  "-  TT» 
'2  OC  1    b 


c'est-à-dire  qu'il  est  une  fois  et  demie   plus  grand  que  FeiTort 
moyen. 

3^  Losanges  dont  les  diagonales  sont  b  et  c,  —  En  désignant 
par  y  la  hauteur  du  triangle  ÀMM'  et  par  u  sa  base,  on  a 


m 


--5  a- H 


Fi  g.  5o. 


d'où 


u        -2  Va       3-^/ 


Le  maximum  de  cette  expression  a  lieu  pour 


e       1 


OU 


3 
8 


3  c 


^=«^=4^ 


et  non  pas  pour  la  valeur  y  =  r  4"*  correspondrait  à  la  fibre 
moyenne. 

4*  Double  té  symétrique.  —  Dans  toute  l'étendue  de  la  plate- 
bande  supérieure  on  a 

:-'(7-^-)' 


ni 
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comme  pour  Un  rectaiigle  plein.  La  plus  grande  valeur  s'obtient 
pour  la  face  inférieure,  ouj^=  —  •  On  a  alors 


Fiff.  5i. 


♦ 6   ---  — 


A  la  naissance  de  l'âme  on  a 

'^         '   /    •  >n     ^ 

--   =  -  (c^—c'^)  -, 

u  8  £ 

en  appelant  €  la  largeur  de  l'âme  =  6  —  6'. 

Il  y  a  donc  une  discontinuité  brusque  dans  la  valeur  de  —  >  qui 


•«  —  n't 


passe  d'une  certaine  valeur  ~ — r-^  à  cette  valeur  multipliée  par  le 

rapport  -  qui  est  relativement  grand. 

u  demeure  constant  sur  la  hauteur   de  l'âme,  mais  m  va  en 
atigmentant  jusqu'à  l'axe  neutre.  Il  est  égal  à 


|(e.-c'.)-.^(Ç-^') 


et  maximum  poury  =  o, 
On  a  donc  sur  l'axe  neutre 


m       e^-^c'^  b       c'«        c*  b 

C»    b         £ 

u             8         e         8          8    £ 

8        t 

c'est  là  le  point  de  plus  fort  glissement. 
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Si  Ton  suppose  admissible  la  simplification  déjà  admise  de  con- 
sidérer comme  néj^ligeables  les  puissances  de  s  ==  6  —  fe'  et  de 


c-c' 

e  =  

•2 


on  écrira  cette  expression  sous  la  forme  suivante  : 


.; 


C  =  C    —  •!€, 
C'«=  C»—  4<?c, 
m  _^  c^  b        c'*  6  —  e        4  ^c^  -4-  s  c* 

et  si  Ton  peut  encore  négliger  au  numérateur  le  terme  en  t  devant 

le  terme  en  e 

m        Secb       ecb        cor; 


a  8  e  'Àt         -ie 


9 


en  désignant  par  w  la  surface  d'une  plate-bande. 

D'autre  part,  avec   la   même  approximation,  nous  avons  déjà 
admis  la  formule  ^ 


1=  = , 


on  en  déduit 

/«T        T 


R  = 


a\.         %c 


On  obtient  donc  dans  ce  cas  une  valeur  approchée  de  la  fatigue 
à  Teflort  tranchant  en  supposant  que  cet  effort  tranchant  se 
répartit  uniformément  sur  la  section  se  de  Tâme,  abstraction  faite 
des  plates-bandes,  celles-ci  étant  censées  ne  pas  travailler  au  glis- 
sement. 

Si  Ton  rapproche  ce  résultat  de  celui  déjà  énoncé  pour  le  moment 
fléchissant,  on  voit  qu'en  définitive,  pour  des  profils  en  I  ddnt  les 
épaisseurs  d'àmes  sont  relativement  petites,  on  peut  calculer  isolé- 
ment les  plates-bandes  en  vue  de  la  résistance  au  moment  fléchis- 
sant et  Fàme  en  vue  de  la  résistance  à  l'effort  tranchant. 

La  formule  t  =  — r  »  qui  fournil  l'effort  dû  à  Teffort  tranchant 

en   chaque   point   de   la   section,  trouve   tout  naturellement   son 
emploi  dans  les  poutres  formées  de  tôles  assemblées  pour  étudier 

les  conditions  de  résistance  des  lignes  de  rivure  ;  ta  =  — p  est  en 

PlOEAUD  ^ 
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effet  l'effort  de  glissement  ou  de  cisaillement  qui  se  produit  sur 
toute  la  largeur  de  la  section  au  point  considéré,  et  si  on  le  sup- 
pose constant  sur  une  certaine  longueur,  ce  sera  aussi  l'effort  de 
glissement  produit  sur  toute  la  largeur  de  section  et  sur  V unité 
de  longueur  de  la  poutre.  Si  Ton  désigne  par  \x  Técartement  de 
deux  rivets,  l'effort  de  glissement  affért'nt  à  chacun  d'eux  sera 

m  T  Aa? 
pu  \x  = —  > 

et  c'est  en  vue  de  cet  effort  que  devra  être  déterminé  le  diamètre 
du  rivet.  Si  l'on  désigne  par  s  la  section  d'un  rivet  et  par  R'  la 
fatigue  qu'il  subit,  on  aura 


La  valeur  de  m  n'est  pas  la  même  pour  les  files  de  rivets  qui 
relient  les  plaies-bandes  aux  cornières  et  pour  les  files  de  rivets  qui 
relient  l'àme  aux  cornières,  m  est  plus  grand  pour  cette  dernière 
file. 

Fig.  5a. 
a     a 


w 


J 


L 


Quand  la  hauteur  de  Tàme  est  trop  grande  pour  qu'on  puisse  la 
constituer  par  une  feuille  de  tôle  unique  et  qu'on  est  obligé  Ae 
prendre  des  tôles  superposées  réunies  par  des  couvre-joints,  les 
lignes  de  ri vure  du  couvre-joint  son!  calculées  d'une  manière  ana- 
logue, la  valeur  de  m  étant  bien  entendu  celle  qui  correspond  à  la 
ligne  de  ri  vure. 


CHAPITRE  Vl. 

THÉORIE  DES  POUTRES  PRISMATIQUES  (suite)- 
RECHERCHE  DES  DÉFORMATIONS. 


I.  —  Déformation  du  prismic  klémkntaire. 

Considérons  un  lronçï)n  de  poutre,  ou  |)rLsnie  élémentaire,  eom- 
pris  enlre  deux  sections  normales  correspondant  à  deux  |>olnls 
infiniment  voisins  G  et  G'  de  la  fibre  moyenne.  Pour  simplifier» 

Fig.  53. 


n<»us  supposons  cpie  celle-ci  soit  contenue  dans  un  plan  moyen  el 
même  que  ce  plan  soit  un  plan  de  symétrie  de  la  section.  INoiis 
supposons  aussi  qu'il  contient  t(uites  les  forces  appliquées. 

Les  deux  sections  normales  senuit  représentées  par  leurs 
traces  AB  el  A'B'  sur  1(î  plan  de  la  figure.  Leur  intersection  ()  est 
le  centre  de  courbure  de  la  fibre  moyenne. 

Soit  p  le  rayon  de  courbure  de  celle-ci;  Jo-  son  arc  infiniment 
petit  (1(1';  ("t  C5  Tangle  total  de  courl)ure  GO(j  ,  de  sorte  que 
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soil  Dun'  une  fihre  de  la  poutre,  située  à  la  dislance  v  de  la  fibre 
moyenne,  sa  longueur  ds  aura  pour  valeur 

6?f  =  (p  -h  p)©. 

Nous  allons  examiner  sueeessivemenl  les  déformations  du  pri.sme 
élémentaire  sous  Taclion  de  l'effort  normal,  du  moment  (léchissanL 
et  de  Teffort  tranchant,  et  nous  les  superposerons  ensuite  en  invo- 
quant la  loi  de  Ilooke. 

Effort  normal.  —  Nous  avons  admis  que  sous  l'action  de  IVffcu't 
normal  chaque  fibre  supporte  un  effort  dirigé  dans  le  sens  de  sa 
longueur  et  ayant  pour  valeur  par  unité  de  section 

N 

S  désignant  la  surface  totale  de  la  section. 

Il  est  naturel  d'admettre  que  la  dilatation  ou  le  raccourcissement 
par  unité  de  longueur  est  proportionnel  à  /«,  de  sorte  que  pour  la 
longueur  ds  de  la  |)ortion  de  libre,  le  changement  de  longueui 
sera 

(En  général  M  sera  un  effort  de  compression,  de  sorte  que  le  chan- 
gement de  longueur  sera  un  raccourcissement.) 

Si  Ton  suppose  (jikî  b  section  AB  demeure  plane  et  fixée  dans 
su  position  |)rimitive,  la  section  A' B' demeurera  plane,  les  point> 
tels  que  m  se  déplaçant,  (huis  le  mouvement  relatif,  de  quantités 
j)roportionnelles  à  ds —•  (p-}-c)!p,  et  proportionnelles,  par  suite, 
à  leur  distance  (p  +  c)  au  centre  i\^  courbure. 

Le  déplacement  (fensemble  de  la  section  A'B'  sera  donc  assimi- 
lable â  une  rotation  infiniment  petite  sVffectuant  autour  de  ce 
centre  de  courbure,  et  avant  pour  valeur 

ES  '^  ~  hS    p  ' 

Quand  les  dimensions  de  la  section  transversale  sont  petites  |>ar 
rapport  au  rayon  de  courbure,  ainsi  qu'on  le  suppose  générale- 
ment, cette  rolation  inliniment  petite  est  prati(|uement  assimilable 
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à  une  translation  infiniment  petile,  normale  à  A'B',  et  ayant  pour 
valeur  \=i  -prrdi.  c'est-à-dire  égale  au  raccmircissemenl  de  la 
libre  movenne 

Moment  fléchissant.  —  IVous  avons  vu  que  sous  Tact  ion  du 
moment  fléchissant  M,  supposé  ])Ositif  dans  le  sens  qui  amènerait 
()A  vers  OA',  une  fibre  telle  que  mni  supporte  un  effort  de  com- 
pression dirigé  encore  dans  le  sens  de  sa  longueur  et  ayant  pour 

valeur  par  unité  de  section 

Mr 

t'  étant  positif  au-dessus  de  GG' et  I  désignant  le  moment  d'inerti(* 
de  la  section  par  rapport  à  uu  axe  passant  en  (i  et  normal  au  plan 
de  la  figure. 

Il  est  donc  encore  naturel  d'admettre  que  le  changement  de 
longueur  soit  proportionnel  à  n  et  k  ds  et  ait  pour  expression 

as  —  -T7T  ai  X • 


lil  lit 

Si  Ton  suppose  encore  que  la  section  AB  demeure  fixe,  cet  le 
expression  représentera  le  déplacement  relatif  du  point  m\  On 
voit  que  si  i'  est  petit  par  rapporta  p,  c'est-à-dire  si  les  dimensions 
de  la  section  transversale  sont  [)etites  par  rapport  au  rayon  de 

courbure,  le  facteur  -i— —  est  sensiblement  égal  à  T  unité  et  par 

suite  le  déplacement  relatif  de  m  sera  sensiblement 


liJ 


X  ¥\ 


Le  déplacement  d'ensemble  est  donc  assimilable  à  une  rotation 
infiniment  petite  s'efTectuant  autour  du  centre  de  gra\ilé  G'  et 
ayant  pour  valeur 


tu  = 


Kl 


Le  point  G',  pour  lequel  (^  =  o,  ne  subit  aucun  déplacement. 

Celte  rotation  altère  le  rayon  de  courbure  de  la  fibre  moyenne, 
qui  devient  o',  l'angle  au  centre  cd  devenant  »',  et  l'on  a,  a\ec  les 
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Iijpolhrstfs  nd mises, 


M  fia 
Kl 


Eu  reniplaçanl  o  et  cp'  par  leurs  valeurs  —  et  -7-  et  eu  divisaul 

r  r 

par  c/t  ou  ohtienl  la  relatiou  utile 

T  i         M 


?       ?'       *iï 


S'il   s'agit   criiue  poutre  droite  pour  laquelle  ou  a  [)rliuilivcmenl 
p  =  oc,  ou  eu  déduit  eetle  autre  relatiou  utile 


1  __  Jîl 


Effort  normal  et  moment  fléchissant  combinés.  —  Ou  u*a  i[\\h 
.soper|)()ser  les  deux  effets.  Le  déplaeenieul  d'euseuible  de  la 
serliou  A'B'  par  rapport  à  la  seetiou  AB,  supposée  fixe,  résultera  : 

i"  D'uue  rolatiou  iutiuiuieut  petite -.TTr  —  autour  du  eeutre  de 
<*ourljure,  assimilable  à  uue  trauslatiou 

h  S 

(de  G'  vers  G  si  M  est  positif); 

a"  D'uue  rotatiou  infiuiment  [lelite 

VA 

autour  du  eeutre  de  gravité  (J  ,  iufiuimeut  voisin  de  (i. 

Le  déplaeemeut  résultant  sera  une  rolatiou  uuicpie  s'elfeetuant, 
daus  tous  les  cas,  autour  du  j)oiul  analogue  à  m  qui  ne  subit  aueun 
déplaeemeut  relatif,  et  qui  eorrespond  à  la  libre  ne  supportant 
aucun  effort  normal  /i,  et  par  suite  aucune  modification  de  lon- 
gueur. Ce  point  E'  est  le  point  qui  ('orrespoud  à  Y  axe  neutres 
IcHpu^l  est  rautij)o]aire  par  rapport  à  l'ellipse  ceutrale  d'inertie  du 
point  de  ])assage  de  la  force  extérieure.  • 

Effort  tranchant.  Sous  riullueuce  des  efforts  laugeutiels  qui 
s'exercent  sur  la  surface  cyliudi'ique  normale  à  la  figure  et  dont  la 
trace   est  mrn\   la  partie  supérieure  du  prisme  élémeulaire  doit 
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lemire  à  glisser  par  rapport  à  la  partie  iuférieure,  ei  cela  de  gauche 
à  droite  si  T  est  uéjçatif.  La  valeur  de  ce  glissement  au  droit  de 
chaque  couche  de  fibres  mm  doit  être  supposée  proportionnelle  à 
la  valeur  de  t.  Autrement  «lit,  les  valeurs  des  déformations  subies 
par  h*s  angles  Amm'  sont  proportionnelles  à  t. 

Il  est  donc  impossible  que  les  sections  normales  planes  telles 

Fig.  54. 


que  AB  demeurent  planes  après  déformation.  Elles  doivent  se 
déformer  suivant  des  surfaites  cylindriques,  la  droite  AB  se  trans- 
formant en  une  sorte  <le  sinusoïde  telle  que  A|  B,, 

Aux  points  A,  et  B,,  la  courbe  doit  demeurer  normale  aux 
lignes  de  contour  A,  A'  et  B,  B',  c^r  en  ces  points  extrêmes  on  sait 
<jue  t  est  nul,  et  il  doit  en  être  de  même  des  glissements  et  des 
«iéformations  angulaires. 

Dans  une  pareille  déformation  les  couches  de  fibres  glissent  les 
unes  sur  les  autres  sans  niodificaiiou  de  leur  longueur  et  sans  alté- 
ration de  courbure  <le  la  fibre  movenne. 

II.   —    DÉFORMATION   d' ENSEMBLE    DE    LA    FIBRE   MOYENNE. 

Formules  de  Bresse.  -  -  Nous  chercherons  d'abord  les  équations 
(jui  donnent  le  déj)lacement  d'un  point  P,  invariablement  lié  à  la 
tangente  extrême  G|Tj  d'une  courbe  GoG|  supposée  flexible  et 
élastique.  Nous  supposerons  bien  entendu  que  la  déformation 
totale  de  l'arc  de  courbe  soit  assimilable  à  un  infiniment  ])etil, 
ainsi  que  le  déplacement  total  du  point  P,  de  telle  sorte  qu'on 
puisse  considérer  le  déplacement  total  du  point  P  comme  la  résul- 
tante de  tous  les  déplacements  partiels  qu'il  subirait  si  les  défor- 
mations des  différents  éléments  de  l'arc  étaient  successives  au  lieu 
d'être  simultanées. 


i 

^ 


I20 
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Supposons  d'abord  que  l'extrémité  G©  reste  fixe  ainsi  que  la 
tangente  en  Gq. 


Fig.  55. 


•  P 


ipq) 


(^3ISf 


La  déformation  d'un  arc  infiniment  petit  yy'^  de  longueur  rfo-,  est 
composée  de  deux  éléments  : 

I**  Une  altération  de  courbure  mesurée  par  une  diminution  a> 
de  l'angle  de  ses  tangentes  extrêmes  ; 

2®  Un*  accroissement  de  longueur  X. 

L'altération  de  courbure  w  fait  subir  au  point  y'  et  à  tous  les 
points  à  droite  de  y',  ainsi  qu'à  tous  ceux  qui  leur  sont  invaria- 
blement liés,  des  déplacements  qui  peuvent  être  considérés  comme 
le  résultat  d'une  rotation  autour  du  point  de  concours  O  des 
tangentes  en  y  et  y'.  Mais,  ûfo*. étant  supposé  infiniment  petit, 
cette  rotation  peut,  à  des  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 
être  remplacée  par  une  rotation  égale  effectuée  autour  du 
point  y(ivi).  Si  les  angles  sont  comptés  positivement  de  O^ 
vers  Oy,  la  valeur  de  cette  rotation  sera  w.  Le  déplacement  du 
point  P,  de  coordonnées/?,  gr,  aura  pour  composantes  suivant  les 

axes 

«  =  — w(Y— ■»]),  » 

Cela  est  facile  à  vérifier  sur  la  figure  ri-contre  où  les  triangles 
semblables  PP|  R  et  OPQ  donnent  les  relations 


—  u 


p  —  Z     g  — 


PP. 
OP 


=  u>. 


V 
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L'accroisseiiienl  de  longueur  X  fait  subir  à  lous  les  points  situés 
à  droite  de  y'  une  translation  parallèle  à  y^''  et  égale  à  X.  Le  dépla- 

Fig.  56. 


cemenl  correspondanl  du  point  P  aura  donc  pour  composantes 

ai  dz 

Au  total,  les  composantes  du  déplacement  du  point  P  seront 

/  f         >   dr^ 

et  Ton  aura  à  faire  la  sommation  de  termes  semblables  pour  tous 
les  éléments  yy  ^-^nipris  entre  G©  et  G| . 

Supposons  maintenant  que  Gq  subisse  une  translation  infiiiiment 
petite,  de  composantes  Mq,  sp^  et  que  là  tangente  en  Go  subisse  une 
rotation  infiniment  petite  de  valeur  Wq,  il  faudra  ajouter  aux  com- 
posantes du  déplacement  les  termes 

Finalement,  on  a  pour  les  composantes  du  déplacement  total  du 
point  P  les  expressions 

d^ 

dr 
p  =  i^o  -h  t3>o(P  —  ^o)  -^2tu(/>  —  Ç)  -h  SX^. 

La  valeur  de  la  rotation  totale  subie  par  la  tangente  extrême 
en  G«,  ou  par  toute  droite  qui  lui  serait  invariablement  liée,  est 
évidemment  égale  à 

(i>o  -h  2  (o. 
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Il  est  bien  évident  que  si  «ne  partie  seulement  de  Tare  GeG|  se 
déforme,  il  ne  faut  j)rendre  en  compte  dans  les  sommations  repré- 
sentées par  le  sij;ne  S  (jue  les  déformations  (o  et  A  s(»  rapportant  à 
celle  partie,  ou  bien  supposer  nulles  les  déformations  relalîves 
aux  autres  parties. 

11  est  bien  évident  aussi  que  si  Ton  cherche  le  déplacement  d'un 
j)oint  invariable  lié  à  la  tangente  en  un  point  intermédiaire  G  de 
Tare,  on  doit  borner  les  sommations  à  l'arc  partiel  GqG.  C'est 
ainsi  notamment  qu'on  devra  opérer  pour  trouver  les  composantes 
du  déplacée luent  d'un  poinl  G  de  l'arc  lui-même. 

Les  formules  trouvées  pour  u  et  r  permettent  de  trouver  la  posi- 
tion du  centre  instantané  de  rotation  correspondant  au  déplace- 
ment infiniment  petit  du  svstéme  mobile.  11  suffît  de  chercher  le 
point  par  lequel  w  =  ^  =  o,  ce  qui  donne  deux  équations  du  pre- 
mier degré 

ad 

Si  l'on  néglige  les  termes  correspondant  aux  altérations  de  lon- 
gueur ainsi  qu'à  la  translation  du  point  origine  Go,  on  voit  que /& 
et  q  sont  les  coordonnées  du  rentre  de  gravite  de  la  courbe  GoGi, 
aux  différents  éléments  de  laquelle  on  aurait  attribué  la  valeur  «o 
de  la  rotation  qui  lui  con^espond,  Torigine  Go  étant  assimilée  à  un 
élément  de  valeur  Wq. 

Cela  posé,  il  n'y  a  qu'à  substituer  dans  les  formules  trouvées  les 
valeurs  de  co  et  À  qui  conviennent  au  cas  d'une  poutre  soumise  à 
une  flexion  composée  ;  savoir  : 

"=      -ET' 

N 

D'autre  part,  comme  nous  cherchons  le  déplacement  d'un  point  (i 
de  la  fibre  mojenne,  nous  remplacerons  p  et  q  par  les  coor- 
données de  G  que  nous  appellerons  x,  )'.  Enfin,  nous  désignerons 
désormais  par  w  la  rotation  totale  de  la  tangente  au  point  G.  Nous 
obtiendrons    les    trois    équations    fondamentales    suivantes,   dues 
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à  Bressi*  : 

(I)         oj  =  ojo-4-  f     Yl^^' 
(A)     <  (H)       V  =v^^Lo^{x-Xo)A-J     ^{x -\)d<j- j     —Jlch^ 

(III)     u  =  u^  —  ta^(y—y^)—j    —(y-T^)dij-^J—-^d<J. 

4 

Si  l'on  a  aflaire  à  iin<»  poutre  droite,  on  peut  supposer  son  axe 
longitudinal  en  eoïi\(*idenee  avec  Taxe  Ox.  Alors  on  aura  7^  =  0 
en  chaque  point,  aiusi  (lue  —5  ;^  ^   _-i  i^  i . 

Les  formules  deviennent,  en  remplaçant  partout  s  et  t  par  x  et  $ 
n'spectivement  et  les  quantités  j'  par  zéro  : 


I 

\ 


(I)      (D^wo— y   j^</5, 


M 


/     M 

/'"'  N 

••  0 

l.a  troisième  de  ces  formules  se  réduit  d'ailleurs  à  u  ^=  Uo  quand 
N  r=  o,  ce  qui  est  le  cas  général  des  poutres  droites. 

Ligne  élastique  dans  les  poutres  droites.  ~-  La  seconde  for- 
mule (A')  joue  un  rôle  très  important  dans  la  théorie  des  poutres 
droites.  Elle  fournit,  sous  forme  explicite,  Téquation  de  la  courbe 
représentative  du  déplacement  vertical  i',  qui  (;st  le  seul  à  envi- 
sager. C'est  donc  aussi  l'équation  de  la  courbe  affectée  par  la  lîhre 
moyenne  déformée,  courbe  que  Ton  appelle  li^^ne  élastique. 

Si  Ton  envisage  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre,  on 
reconnaît  qu'elle  est  d(î  la  même  forme  que  celle  qui  exprimerait  le 
moment  produit  au  point  x  par  un  ensemble  de  charges  continues, 

situées  à  sa  gauche,  et  ayant  pour  valeur  -  '  ."*  pour  chaque  élé- 
ment d^  de  la  libre  moyenne.  L'expression  de  i'  ne  diffère  d'ailleurs 
de  l'intégrale  que  par  une  fonction  linéaire  de  x.  11  en  résulte  que 
pour  avoir  la  ligne  représcîulative  de  t-,  ou  autrement  dit  la  ligne 

Vl  rit 

élastique,  il  suffit  de  supposer  des  charges  fictivcîs    -  —^ y  ayant 
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])our  lignes  traction  les  verticales  ($  ),  et  de  tracer  avec  une  distance 
polaire  unité,  le  polygone  funiculaire  de  ces  charges  sur  le  réseau 
des  droites  (Ç). 

On  aura  un  tracé  équivalent,  suivant  une  remarque  déjà  faite, 
en  considérant  des  charges  fictives  —  MrfÇ  et  en  construisant  leur 
polygone  funiculaire  avec  une  distance  polaire  variable  égale  à  El. 

Quant  à  la  ligne  de  référence,  à  laquelle  il  faudra  rapporter  le 
polygone  funiculaire,  elle  dépendra  dans  chaque  cas  de  la  fonction 
linéaire  io-h  «*)o(5?  —  Xq)^  c'est-à-dire  des  conditions  particulières 
dans  lesquelles  la  poutre  sera  supposée  placée.  En  particulier,  si  Ton 
connaît  les  deux  valeurs  Vq  et  l'i  prises  par  c  aux  deux  extrémités 
Oo  et  G|  de  la  poutre  (ou  de  la  travée),  ces  deux  conditions  déter- 
mineront la  position  de  la  ligne  de  référence.  Si  l'on  a  i'o^=  *'i  =  o, 
la  ligne  de  référence  sera  la  corde  du  polygone  funiculaire  com- 
prise entre  les  verticales  (G©)  et  (G/)  et,  dans  ce  cas,  on  pourra 
dire  que  i'  est  égal  au  moment  fléchissant  qui  serait  produit  par  les 

charges  fictives rrp-  dans  Thypothèse  d'une  poutre  posée  sur 

appuis  simples. 

De  cette  seconde  équation  (  \'),  on  déduit,  en  dilTérentiant  par 
rapport  à  ar, 

dU^  __  M 
i7?«  ""  El" 

(^ette  seconde  équation  peut  servir  de  définition  à  la  ligne  élastique 
et  est  assez  fréquemment  employée.  On  peut  observer  qu'elle  équi- 
vaut à  Téquation  trouvée  précédemment 

—  i  -  ^1 

car,  lorsque  p'  est  très  grand,  et  que  (;t-)  ^5*1  petit,  l'expression 

de ,  se  réduit  précisément  à  -r-z*  I 

Lorsque  I  est  constant,  on  déduit  de  celte  équation  la  relation 
suivante,  en  dérivant  deux  fois  par  rapport  à  x  : 

lil   — =    — ; • 

aar^        dx^ 
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Or,  nous  avons  vu  que,  lorsque  les  charges  sont  isolées,  M  esl, 
dans  rintei*valle  de  deux  charges  successives,  une  fonction  linéain» 
de  X  ely.  Ici,  y  n'intervenant  pas,  c'est  une  fonction  linéaire  de  x. 
Sa  dérivée  seconde  est  nulle.  Il  en  résulte  que  v  a  une  expression 
du  troisième  degré  en  x,  La  ligne  élastique  se  compose  donc  d'arcs 
de  paraboles  cubiques  dans  les  intervalles  des  charges,  et  ces  arcs 
doivent,  bien  entendu,  se  raccorder  entre  eux,  en  ayant  des  tan- 
gentes communes  sur  les  verticales  des  charges. 

S'il  s'agit  de  charges  verticales  à   répartition   continue,    nous 

avons  vu  que -T-j  =-  ^,    si   p  est  l'intensité   de    la    charge    au 

point  X,  L'équation  dillerentielle  de  la  ligne  élastique  est  donc 
alors 

Si  />  a  une  expression  simple  en  x^  si  c'est  par  exemple  un  poly- 
nôme, cette  équation  sera  intégrable.  En  particulier, '  si />  est  une 
constante,  l'expression  de  c  sera  un  polynôme  du  qualriêhie  degré 
en  X. 

On  disposera,  dans  chaque  cas,  des  constantes  arbitraires  pour 
satisfaire  aux  conditions  que  l'on  aura  admises  pour  les  ex l  ré- 
mités. 

Ligne  élastique  dans  les  poutres  courbes.  —  Potir  les  poutres 
courbes,  la  forme  affectée  par  la  poutre  déformée  dépend  à  la  fois 
de  H  et  de  v.  Mais  la  seconde  de  ces  quantités  a  de  beaucoup  le 
rôle  le  plus  important.  C'est  elle  surtout  que  l'on  mesure  dans  h's 
épreuves.  On  peut  encore  appeler  ligne  élastique  la  ligne  repré- 
sentative de  ce  déplacement  i',  généralement  vertical. 

La  seconde  équation  générale  (A)  peut  d'ailleurs  être  sinipliliéc 
dans  la  plupart  des  cas,  en  négligeant  son  dernier  terme  : 


f  Es  ^^^- 

*0 


Ce  terme  est,  en  effet,  très  petit  d'une  manière  absolue  toutes 

dr 
les  fois  que  -7^  peut  être  considéré  comme  négligeable,  c'est-à-dire 

qiron  a  affaire  à  une  poutre  de  grand  rayon  de  courbure. 
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Dans  les   autres  cas,  t^  -j5   est   petit   relativement  aux  autres 

termes^  ainsi  qu\)n  s'en  assure  par  des  calculs  numériques,  et  l'inté- 
grale dont  il  s'agit  n'apparaît  jamais  que  comme  un  terme  correctif 
sans  importance. 

En  admettant  cette  simplification,  on  a  simplement 

•  » 

Si    l'on    définit    une   quantité  J,   îq>pelée   tnoment    d^ inertie 

réduit^  par  la  relation 

rfff       dl 

T-T' 
on  pourra  écrire 


V  = 


V  =  Vo~h 


et  l'on  retrouve  exactement  la  formule  applicable  aux  poutres 
droites,  â^rec  cette  seule  difi'érence  que  le  moment  d'inertie  réel  I 
est  remplacé  par  le  moment  d'inertie  réduit 

•«  =  '#• 

d<T 

On  tracera  donc  la  ligne  élastique,  ou  ligne  représentative  de  r, 
au  moyen  d'un  polygone  funiculaire  des  charges  fictives 

_  M^  __  Md7 
JiJ     ""         Kl 

sur  le  réseau  des  droites  (5). 

Oh  trouverait  encore  les  deux  formules  différentielles,  souvent 
utiles. 


dp 

dx 

— : 

«w, 

d^v 

M 

dx^ 

^^Ê^m 

EJ 

Déformation  éventuelle  due  à  un  écart  de  température.  —  Les 
principes  qui  nous  ont  conduit  aux  équations  de  Bresse  s'apj)liquent 
évidemment  au  cas  où  Ton  rechercherait  l'action  d'un  ôairt  de 
température  sur  une  poutre,  indépendamment   des  déformations 
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qui  pourront  être  dues  aux  moments  fléchissants  et  aux  efforts  nor- 
maux développés  de  ce  fait  dans  la  poutre,  chaque  élément  de  la 
longueur  de  celle-ci  éprouvera  une  dilatation  ou  une  contraction 
dont  il  est  aisé  de  tenir  compte.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'il  s'agisse  d'une  augmentation  de  température,  dilatant  d'une 
quantité  t  Tunité  de  longueur  du  métal,  la  dilatation  de  rélément  rfo- 
de  la  fibre  moyenne  sera  X=z'zd(T,  Les  termes  à  ajouter  aux 
équations  (II)  et  (III)  du  groupe  (A)  seront,  par  suite,  respec- 
tivement 

>s 


s 


So 
S 


X 


z  d^  =  x(x  —  Xo)' 
'0 


Défonnatioii  générale  attribuable  à  l'efTort  tranchant.  ~  On  s'est 
souvent  préoccupé  de  savoir  s'il  convenait  ou  non  d'ajouter  aux 
équations  de  Bresse  des  termes  tenant  compte  de  l'eiFort  tranchant, 
c'est-à-dire  d'un  glissement  relatif  des  sections  transversales  dans 
leur  plan. 

Il  ne  semble  pas,  comme  nous  l'avons  vu,  que  le  mode  de  glis- 
sement, qui  a  été  supposé,  des  différentes  fibres  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  dans  le  sens  de  Taxe  longitudinal  de  la  pièce, 
puisse  avoir  pour  effet  de  modifier  la  forme  de  la  fil)re  moyenne. 

Toutefois,  voici  l'hypothèse  faite  quand  on  veut  tenir  compte  de 
l'effiort  tranchant.  On  suppose  que  le  point  y'  de  la  fibre  moyenne, 

infiniment  voisin  de  y,  subit  un  déplacement  normal  à  la  fibre 

T 
moyenne  dont  la  valeur  est  de  la  forme  7r^d<T,  G  étant  une  quantité 

analogue  au  coefficient  d'élasticité  E. 

Dans  ces  conditions,  on  est  amené  à  introduire  dans  les  équa- 
tions (II)  et  (lll),  respectivement,  les  termes 

r*  T 
«  =  -/    ^  dr,. 

Sq 

En  réalité,  on  n'en  tient  jamais  compte  en  pralicpie,  leurpetitesscî 
relative  étant  un  motif  suffisant  pour  cela. 

M.  Résal  a  calculé,  en  particulier,  que  pour  des  poutres  droites 


128  CHAPITRK    VI.   —    DÉFORMATIONS   DES   POUTRES   PRISMATIQUES. 

uniformément  chargées,  de  longueur  /  et  de  hauteur  A  (la  seclion 
étant  rectangulaire),  le  rapport  des  (lèches  attribuables  à  IVflbrl 
tiunchant  et  des  flèches  dues  au  moment  fjéchissant  avait  les 
valeurs  suivantes  : 

^  -  -L  J_         ^  i 

/  "  20*  10 ■  5'  vi' 

'j^  =0,0075        o,o*i        0,12        0,75 

en  supposant  (j  z=:  -:  E. 

Or,  dans  la  pratique  des  constructions,  les  pièces  prismatiques 
lléchies  n'ont  jamais  une  hauteur  supérieure  au  -j  de  leur  longueur. 
Le  rapport  le  plus  usuel  est  voisin  de  ~  et  plutôt  au-dessous.  Du 
reste,  nous  rappelons  que,  dans  le  cas  contraire,  les  conséquences 
tirées  de  la  théorie  de  la  Résistance  des  matériaux  peuvent  appeler 
certaines  réserves. 

Nous  conclurons  donc,  avec  M.  Résal,  (ju'il  est  rationnel  de 
négliger  la  déformation  attribuable  à  reflbrt  tranchant  et  qu'il 
serait  «  non  seulement  inutile,  mais  illogique,  de  compliquer  la 
besogne  en  se  préoccupant  d'un  terme  additionnel  de  déforma- 
tion ». 


»•••< 


CHAPITRE  VU. 


LIGNES  REPRÉSENTATIVES. 

LIGNES  D'INFLUENCE. 

LIGNES  ENVELOPPES.  TRAVAIL  DE  DÉFORMATION. 


I.  —  Lignes  représentativks.  lignes  d'influence,  lignes  enveloppes. 

Lignes  représentatives.  —  Etant  donnée  une  pou  ire  GyG|  con;- 
prise  entre  deux  verticales  (  G„)  et  ((ji  ),  on  peut  avoir  à  envisajçer 
pour  les  différents  points  G  de  son  axe  longitudinal  un  effet  déter- 
miné, du  reste  quelconque,  moment  flérhissanl,  effort  tranchant, 
fatijçue,  déformation,  etc.  sous  Taction  d'un  svslème  de  charges 

déterminé. 

Fig.  :)7. 


On  appelle  ligne  reprise  nia  tUe  de  cet  effet  une  courbe  telle 
que  M^MM,,  dont  les  ordonnées  pq  comptées  suivant  les  \erli- 
cales,  ou  lignes  de  rappel,  à  partir  d'une  droite  de  référence  A„  A,, 
mesurent,  à  une  certaine  échelle,  la  valeur  de  IVffet  produit  au 
point  G  situé  sur  la  même  verticale. 

PlOEAUD  () 
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C'est  ainsi  que  le  polygone  funiculaire  des  forces  verticales, 
<ippliquéesà  une  travée,  a  été  reconnu  précédemment  comme  étant 
la  ligne  représentative  du  moment  fléchissant  produit  aux  diflerents 
points  de  cette  travée,  quand  on  la  rapporte  à  une  ligne  de  référence 
ou  de  fermeture  convenable. 

Une  même  courhe,  rapportée  à  diverses  lignes  de  référence, 
peut  ainsi  représenter  plusieurs  effets  distincts,  pourvu  (ju'ils  ne 
différent  que  par  une  fonction  linéaire  de  Tabscisse  du  point  Ci- 
Si  la  courbe  rapportée  à  une  première  ligne  de  référence  A^A, 
représente  une  certaine  fonction  m,  rapportée  à  une  autre  ligne 
de  référence  telle  que  A'„  A'^,  elle  représente  la  fonction 

M  ==  m  -f-  A  -H  Vkx. 

pourvu  (jue  la  ligne  A'^,  A',  rapportée  à  A,,  A,  ait  pour  équation 

^  =  ~  A  —  \\x, 

ou  que,  inversement,  la  ligne  AqA,  rapportée  à  AJ,  A',  ait  pour 
équation 

.  Dans  certains  cas,  il  est  utile  de  rapporter  les  ordonnées  d'une 
ligne  représentative,  non  plus  à  une  droite  de  référence,  mais  à 
«ne  autre  courbe  que  Ton  peut  encore  appeler  la  ligne  de  rèfàvenv  '. 

Fig.  58. 


Par  exemple,  si  l'on  a  deux  courbes  (M)  et  (M')  qui,  rapportées  à 
une  même  droite  de  référence  A^  A|,  représentent  deux  fonctions 
.(ou  effets)  désignées  par  les  lettres  M  et  M',  la  fonction  (ou  l'effet  ) 
M  —  M'  sera  évidemment  représentée,  sans  nouvelle  construction, 
parla  différence  q  q  des  ordonnées  des  deux  courbes  et  Ton  pourra 
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dire  que  ia  courbe  (M),  rapportée  à  la  ligne  de  référence  courhe 
(M')  représente  la  fonction  (ou  effet  )  M  —  M'. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  une  ligne  représentative  se  con- 
struira par  points.  On  cherchera  la  valeur  de  Feffet  produit  en  un 
cerlîiin  nombre  de  sections  G  de  la  poulrv*  et  Ton  reliera  les  résultats 
obtenus  par  une  courbe  continu.e  facilitant  les  interpolations. 

Mais  le  cas  tjpe,  au(}uel  on  cherche  oïdinairement  à  ramener 
tous  les  autres,  est  celui  des  moments  fléchissants  jjl  aux  différents 
points  d'une  poutre  sur  appuis  simples.  La  ligne  représentative  se 
construit  alors  comme  le  polygone  funicidaire  des  charges  direc- 
tement appliquées,  et  cette  image  graphique  précise  les  idées  en 
même  temps  qu'elle  abrège  le  langage. 

Si  Ton  a,  par  exemple,  à  envisager  une  fonction  telJe  (jue 

M  =  A-H  ïix—  :ù^P{x-  a), 

dans  laquelle  A  et  B  sont  des  constantes  et  P  une  fonction  prenant 
une  suite  de  valeurs  dépendant  de  la  variable  a,  on  remarquera 
que  M  ne  diffère  que  par  une  fonction  linéaire  du  moment  fléchis- 
sant (JL,  produit  au  point  G,  d'abscisse  x^  par  un  ensemble  de 
charges  fictives  égales  à  P  et  agissant  sur  les  verticales  (a).  On 
trouvera  donc  sa  ligne  re|)résentative  au  moyen  d'un  polygone 
funiculaire  de  ces  charges  fictives  P,  tracé  sur  le  réseau  des 
droites  (a),  puis  on  le  rapportera  à  une  ligne  de  référence  conve- 
nable, que  les  conditions  du  problème  permettront  de  déterminer. 
Si,  en  particulier,  on  sait  d'avance  que  M  doit  s'annuler  sur  les 
deux  verticales  G^  et  (ji,  cette  fonction  ne  diflerera  pas  du  moment 
fléchissant  de  la  poutre  sur  appuis  simples  et  la  ligne  de  référence 
sera  la  corde  comprise  entre  ces  verticales. 

11  en  serait  de  même  dans  le  cas  d'une  fonction  telle  que 

M  =  X  ■+-Bx  —  I     p(x — a)rfa, 

•   0 

lorsque  p  est  une   fonction    continue   de   a,  la    seule   diflerence 
consist^int  dans  la  considération  des  charges   fictives   infiniment 
petites  p  c/a,  au  lieu  des  charges  fictives  finies  égales  à  P. 
Si,  en  particulier,  M  était  sous  la  forme   ' 

M=  — r-^    I     poLd%-h-7   I    p(l  —  oi)doLj 


i3a 
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on  serait  assuré  que  M  ne  diffère  pas  du  moment  fléchissant  {x  pro- 
duit par  les  charges  fictives  p  doL  dans  la  poutre  supposée  sur  appuis 
simples. 

lignes  d'ixifluence.  —  On  simplifie  notablement  tous  les  pro- 
blèmes de  Résistance  des  matériaux  en  invoquant  la  loi  de  Hooke, 
qui  s'applique  évidemment  à  tous  les  effets  produits  par  les  char{j;es. 
On  peut  à  la  limite  réduire  un  système  de  charges  quelconques  à 
chacune  des  charges  considérées  isolément. 

La  loi  dé  Hooke  s'énonce  de  la  manière  suivante  quand  on  l'en- 
visage comme  principe  de  superposition  des  effets  des  forces  : 

Si  une  force  unité,  appliquée  successivement  aux  points 
A,,  A..,?  •  •  •  )  A„  d'une  poutre,  produit  des  effets  y,,  y-j,  . . . ,  y»  en 
un  même  point  G,  des  forces  P,,  P^,  ...,  Pn,  appliquées  simulta- 
nément aux  différents  points  A|,  A.j,  . . . ,  A^  respectivement,  pro- 
duinmt  en  G  un  effet  total 


^  =Piri-+-Pîri 


* /t^ii- 


Ce  principe  conduit  immédiatement  à  la  considération  de  la  ligna 
(Vinfluencc  de  l'effet  dont  il  s'agit. 

Supposons  qu'on  envisage  une  charge  unique  de  valeur  unité 
parcourant  la  poutre  d'un  bout  à  l'autre,  de  gauche  à  droite,  pour 
fixer  les  idées.    A  chacjue  instant,   sa  position  est  définitive  par 

Fig.  5f). 


l'abscisse  a  de  la  verticale  qui  représente  sa  ligne  d'action.  Si,  pour 
chaque  position,  c'est-à-dire  pour  chaque  valeur  de  a,  on  détermine 
Ja  valeurj)'  z^f(x,  ol)  de  Teffel  produit  au  point  G  (effet  qui  pourra 
être  le  moment  fléchissant,  ou  Teflorl  tranchant,  ou  Teflorl  mole- 
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culaire  maximum,  etc.)  et  si,  sur  la  verticale  (a),  on  porte,  à  partir 
d'une  ligne  de  référence  A^,  A,  (qui  peut  d'ailleurs  être  courbe), 
un  segment  PM  représentant,  à  une  échelle  convenue,  la  valeur 
de^,  l'ensemble  des  points  M  formera  une  courbe  qu'on  appellera 
la  ligne  d^ influence  de  V effet  produit  au  pointèG. 

Une  fois  en  possession  de  cette  ligne  d'influence,  on  pourra 
obtenir  sans  peine  l'effet  produit  au  point  G  par  un  système 
quelconque  de  charges  P|,  P2,  . . . ,  P/i  appliquées  suivant  les  verti- 
cales («i),  («2)5  "  ">  (*n)-  On  n'aura  qu'à  relever  les  ordonnées 
yt ,  ^2,  . . . ,  yn  de  la  ligne  d'influence  correspondant  à  ces  verti 
cales  et  à  former  l'expression 

Si  l'on  a  affaire  à  une  charge  continue  dont  l'intensité  en  chaque 
point  soit  égal  à/?,  de  sorte  que  la  charge  de  l'élément  de  longueur 
horizontale  ûfa,  soit/?rfa,  et  si  cette  charge  continue  est  appliquée 
depuis  l'abscisse  a©  jusqu'à  l'abscisse  a^  on  aura  évidemment 


On  peut  même  toujou^'s   conserver  comme   limites  d'intégration 
o  et  /  et  écrire  : 

Y=  /  ypd%, 

étant  entendu  que  p  est  nul  en  dehors  de  l'intervalle  «q,  oc^. 

Lorsque  p  ely  sont  des  fonctions  simples  de  a,  on  peut  quelque- 
fois eflectuer  l'intégration  et  mettre  Y  sous  forme  explicite. 

Quand  cela  n'a  pas  lieu,  on  fait  pratiquement  les  sommations 
par  quadratures,  en  divisant  l'inlervalle  de  o  à  /  en  intervalles 
partiels  Aa,  au  milieu  desquels  on  relève  les  ordonnées  de  la  ligne 
d'influence,  dont  on  multiplie  la  valeur  par  la  charge  partielle 
correspondante  pAoc. 

Lorsque/?  est  constant,  entre  les  limites  «q,  «i,  on  a 


ydoL. 


11  suffit  alors  de  multiplier  par  p  l'aire  de  la  ligne  d'influence 
comprise  entre  les  abscisses  a©  ^t  «i . 
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Lorsqu'on   a   affaire  à  une  série  de  charges  isolées   P,    toutes 

égales  et  régulièrement  espacées,  leur  Intervalle  étant  Aa,  la  valeur 

de  Y  peut  s'écrire 

'  P 

La  parenthèse  représente  la  valeur  approchée  de  l'aire  de  la 
ligne   d'influence,   telle   qu'on   l'obtiendrait  par   quadratures   en 

divisant  l'inter^'alle  o  —  l  en  intei'valles  partiels  Aa.  Le  quotient 

p 
--  est  la  charge  moyenne  par  mètre  courant.  On  peut  donc,  toutes 

les  fois  que  les  intervalles  Aa  sont  relativement  petits  par 

rapport  à  Vintervalle  total^  obtenir  une  approximation  suffisante 

P 

en  remplaçant  les  charges  isolées  par  une  charge  continue  -->  égale 

à  la  charge  moyenne  par  mètre  courant. 

n  n'est  même  pas  nécessaire,  pour  qu'on  puisse  légitimement 
opérer  une  semblable  substitution,  que  les  intervalles  Aa  soient 

égaux,  c'est-à-dire  que  les  charges  soient  régulièrement  espacées. 

P 
11  suffît  que  — -  soit  constant,  c'est-à-dire  que  la  charge  moyenne 

par  mètre  ccfurant  soit  partout  la  même.  Le  degré  d'approximation 
devient,  en  général,  satisfaisant  en  pratique  dès  que  l'intervalle 
total  est  divisé  en  cinq  ou  six  intervalles  partiels. 

Si  la  ligne  d'influence  coupe  une  ou  plusieurs  fois  la  ligne  de 
référence,  elle  se  divisera  en  zones  positives  et  négatives,  auxquelles 
correspondront  des  efl'ets  de  sens  contraire.  L'étude  de  ces  zones 
permettra  de  reconnaître  quel  groupement  de  charges,  parmi  toutes 
les  charges  simultanément  possibles,  produira  l'effet  maximum 
positif  ou  l'effet  maximum  négatif. 

Le  tracé  des  lignes  d'influence  constitue  donc  une  méthode  d'une 
grande  généralité  et  d'une  très  grande  utilité. 

11  peut  arriver  c^  o  dans  certains  cas  simples  l'effet  envisagé  ait 
une  définition  analytique  permettant  de  trouver  son  expression 
(explicite  en  fonction  de  l'abscisse  a.  Celte  expression  ne  sera  pas 
alors  autre  chose  qu(î  Téqualion  de  la  ligne  d'influence. 

Mais,  en  général,  on  obtiendra  le  tracé  d'une  ligne  (l'influence 
par  points.  On  donnera  à  la  charge  un  certain  nombre  de  positions 
déterminées  et  Ton  en  déduira  les  effets  produits  correspondant  à 
ces  positions.  Entre  les  points  obtenus  on  tracera  une  ligne  con- 
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liime.  Il  esl  essentiel  de  remarquer  que  la  détermination  de 
Veffet  produit  par  une  charge  unique  est  dans  tous  les  cas  le 
problème  le  plus  simple  que  l'on  puisse  se  poser. 

On  peut  du  reste,  de  plusieurs  façons,  prolîter  dos  circonstances 
pinir  simplifier  les  opérations  iiintérielles  du  tracé  des  li>;ni's  d'in- 
Jhiences  relatives  à  un  ensemble  de  sections  transversales  G. 

Il  arrive  souvent  que  l'elTet  produit  y.  dans  «ne  section  arbi- 
traire G,  peut  s'esprrnier  par  une  fonction  linéaire  des  effets 
:;,  I',  ii>,  produits  dans  une  section  origine,  ou  par  une  fonction 
linéaire  des  réactions  d'appui,  par  exemple;  ou  n  alors  une  expres- 
sion de  la  forme 

les  coeflieienis  A,  B,  G  dépendanl  de  ia  position  de  la  section  G. 

Si  l'un  a  tracé  la  ligne  d'influence  de  l'effet^,  celle  de  l'effet  t-et 
celle  de  l'effet  w,  on  pourra  en  déduire  la  ligne  d'influence  dvy, 
dans  la  .section  0,  et  dans  toutes  les  antres  sections,  d'une  manière 
fort  simple-  On  amplifiera  les  ordonnées  de  ^  dans  le  rapport  A, 
celles  de  c  dans  le  rapport  B,  celles  de  tv  dans  le  rapport  G,  el  l'on 
fera  la  somme  des  trots  ordonnées  amplifiées  corres  pondant  es. 

Pour  amplifier  les  ordonnées  d'une  courhe  lelle  que  (z)  dans  le 
rajiport  A,  on  a  avantage,  à  défaut  de  compas  de  réducli<m,  à  pro- 

Fig.  6û. 


céiler  comme  il  suit  :  on  construit  sur  la  verticale  (A)  récUelle 
fonctionnelle  de  z  en  traçant,  par  exem]ile,  des  parallèles  MN  à  la 
lifçne  de  référence  AB  par  un  certain  nombre  de  points  M  conve- 
nablement clioi'-is.  Si  d'un  point  O,  situé  à  la  disUmcc  t  de  la  verti- 
cale (A),  on  trace  le  faisceau  des  droites  ON,  ce  faisceau  décou- 
pera sur  la  verticale  (^  ),  située  à  une  distance  \l  du  point  O, 
l'échelle  fonctionnelle  de  V  ^■=  A;. 
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Il  arrive  aussi  très  souvent  que  Ton  puisse  construire  facilement 
la  li*j;ne  représentative  de  Teflet  produit  par  une  même  charge  P, 
d'abscisse  a,  dans  toutes  les  sections  transversales  de  la  poutre. 
C'est  la  courbe  dont  Téquation  est  j' =/(jra),  éqyation  dans 
laquelle  a  est  consideîré,  cette  fois,  comme  un  paramètre  donné, 
et  X  est  considéré  comme  la  variable.  Celte  ligne  fournit  alors  un 
point  de  chacune  des  lignes  d'influence  qu'on  peut  avoir  simulta- 
nément à  envisager  pour  un  groupe  de  sections  transversales.  Ce 
sont  tous  les  points  (correspondant  à  l'abscisse  a.  On  conçoit  donc 
(jue  si  l'on  a  tracé  un  certain  nombre  de  ces  lignes  représentatives, 
correspondant  à  différentes  valeurs  de  a,  on  en  puisse  déduire  la 
série  des  lignes  d'influence  cherchées. 

Il  ne  s'agit  là,  au  fond,  que  de  grouper  d'une  manière  systématique 
les  résultats  fournis  par  les  lignes  représentatives  tracées.  Nous 
utiliserons  assez  largement  ce  procédé  indirect  qui  est  souvent 
plus  pratique  que  la  recherche  directe  des  lignes  d'influence  et 
qui  est  particulièrement  indiqué  lorsque  les  lignes  représentatives 
sont  formées  de  lignes  droites. 

Mais  il  y  a  une  foule  de  questions  dans  lesquelles  Teflet  produit 
apparaît  comme  égal  (ou  proportionnel)  à  une  intégrale  déiinie 
j)articulière  et  où  la  ligne  d'influence  peut  se  tracer  aussi  sim- 
])lement  qu'une  ligne  représentative  du  moment  fléchissant  d'un 
système  de  charges  fictives.  Ce  cas  mérite  une  attention  spéciale. 

Supposons  que  l'efl'et  considéré  <ï>  se  présente  dans  les  calculs 
sous  la  forme 


l'intégration  étant  faite  entre  les  deux  extrémités  de  la  poutre.  La 
fonction  y  est  une  fonction  de  la  variable  d'intégration  $,  et  jx  est  la 
fonction  particulière  de  Ç  et  de  l'abscisse  a  delà  charge  mobile,  qui 
exprime  le  moment  fléchissant  produit  dans  la  section  (Ç)  de  la 
poutre  sur  appuis  simph^s  par  une  charge  unité  placée  à  l'abscisse  a. 
jjL  a  donc  la  définition  suivante,  qu'il  est  bon  de  rappeler. 
Pour 
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11  est  évident  que  l'iulégrale  ^  peut  se  décomposer  en  deux 
aiilres,  prises  entre  les  limiles  o  et  a  d'une  part,  et  a  et  /  d'autre 
pari,  la  fonrlion  [jl  changeant  de  définition  à  la  limite  séparative 
de  ces  deux  intervalles.  On  a 


ou 


On  reconnaît  aisément  sous  cette  forme  que  <l>  n'est  pas  autre 
chose  que  le  moment  fléchissant  produit  dans  la  section  d'abscisse  a 
par  une  charge  continue  fictive  dont  l'intensité  serait  égale  en 
chaque  point  à  o,  la  charge  de  chaque  élément  de  longueur  d\ 
étant  orf;,  la  poutre  étant  d'ailleurs  supposée  portée  par  deux 
appuis  simples  à  ses  extrémités. 

On  obtiendra  donc  la  valeur  de  l'intégrale  <ï>,  pour  une  valeur 
déterminée  de  a,  en  construisant  sur  le  réseau  des  verticales  (ç) 
une  courbe  funiculaire  des  charges  fictives  od\  et  en  prenant  sur 
la  verticale  (a)  l'ordonnée  de  cette  courbe  comptée  à  partir  de  sa 
ligne  de  fermeture. 

Comme  le  système  des  charges  fictives  od\  ne  change  pas 
lorsque  a  varie,  on  en  conclut  que  la  courbe  funiculaire,  rapportée 
à  sa  ligne  de  fermeture,  constitue  la  ligne  d'influence  de  <ï>. 

Remarque  L  —  La  distance  polaire  servant  à  tracer  la  courbe 
funiculaire  est  en  théorie  égale  à  Tunité,  soit  de  longueur,  soit  de 
charge.  En  pratique,  si  elle  vaut  n  unités,  il  faudra  bien  entendu 
multiplier  par  n  les  ordonnées  trouvées. 

Remarque  IL  —  Il  est  bien  évident  que  si  ^  est  de  la  forme  j^> 

o'  et  I  étant  des  fonctions  de  Ç,  variable  d'intégration,  on 
pourra,  au  lieu  des  charges  fictives  orfÇ,  envisager  les  charges 
fictives  «p'rfÇ,  à  la  seule  condition  de  supposer  que  la  courbe 
funiculaire  est  tracée,  non  plus  avec  une  distance  polaire  fixe 
(égale  à  l' Unité),  mais  avec  une  distance  polaire  variable  égale  à  El. 

Remarque  III.  —  On  pourra  appeler  ligne  de  charge  la  courbe 
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^=i'^qui  représente  la  fonction©,  ou  encore,  dans  le  cas  pré- 
cédent, la  fonction  j^  =  o'.  C'est  l'ordonnée  de  cette  courbe  qui 
définit  en  effet  Tintensilé  de  la  charge  fictive  en  chaque  point. 

Lignes  enveloppes  ou  courbes  des  effets  maxima  et  minima.  — 
Il  y  a  une  troisième  espèce  de  courbes  utiles  à  considérer  lorsqu'on 
étudie  une  poutre  sur  laquelle  peuvent  agir  dos  surcharges  variables, 
telles  qu'un  convoi  de  chemin  de  fer,  en  même  temps  qu'une  charge 
permanente.  Ueffet  produit  dans  une  section  de  la  poutre  parla 
surcharge  variable  peut  prendre  tout  une  série  de  valeurs  entre 
un  certain  minimum  et  un  certain  maximum,  le  minimum  et  le 
maximum  pouvant  d'ailleurs  être  des  quantités  de  même  signe  ou 
de  signes  contraires.  En  les  superposant  à  l'effet  produit  au  même 
point  par  la  charge  permanente,  on  obtient  les  deux  limites 
extrêmes'  entre  lesquelles  se  tient  l'effet  total,  limites  qu'il  est 
important  de  déterminer. 

Si  l'on  a  trouvé  ces  limites  extrêmes  de  l'effet  considéré  pour 
une  série  de  sections  G  de  la  poutre,  on  pourra  construire  par 
points  les  deux  courbes  qui  leur  corresj)ondent.  On  les  appelle 
généralement  des  lignes  enveloppes^  et  cela  tient  à  la  nature 
de  l'un  des  procédés  que  l'on  j)eut  employer  pour  leur  déter- 
mination. 

Le  procédé  le  plus  direct  et  le  plus  simple  consiste,  la  plupart 
du  temps,  dans  l'emploi  des  lignes  d^influence.  Une  fois  tracée  la 
ligne  d'influence  pour  une  section  G,  on  en  déduit  sans  difficulté 
l'effet  produit  tant  parla  charge  permanente  que  parles  surcharges 
variables.  Les  surcharges  conduisant  aux  valeurs  extrêmes  sont 
presque  déterminables  à  vue.  En  opérant  ainsi  pour  un  certain 
nombre  de  sections,  on  obtiendra  par  points  les  courbes  des  effets 
nuixima  et  minimu. 

Mais,  dans  certains  cas,  ceux  où  il  est  plus  facile  de  tracer  une 
ligne  représentative  de  l'effet  produit  que  de  tracer  une  ligne  d'in- 
fluenre,  on  est  conduit  à  opérer  autrement.  On  détermine,  pour 
un  certain  nombre  de  positions  arbitraires  de  la  surcharge,  les 
lignes  représentatives  de  l'effet.  Les  courbes  des  effets  maxima 
apparaissent  alors  comme  des  courbes  enveloppes  de  la  série  de 
ces  ligues  représentatives. 

11  existe  un  cas  où  les  courbes  enveloppes  peuvent  se  tracer 
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directement.  C'est  celui  où  la  surcharge  variable  est  unifor- 
mément répartie  et  où  les  lignes  d* influence  relatives  à  toutes 
les  sections  présentent  soit  une  seule  zone  sur  toute  la  longueur 
de  la  poutre^  soit  plusieurs  zones  avec  des  points  de  passage 
invariables.  Dans  ce  cas,  pour  obtenir  les  vjileurs  extrêmes  de 

Fig.  6i. 


relFel,  il  esl  bien  évident  qu'il  faut  surcharger  la  poutre  d'une 
manière  identique,  quelle  que  soit  la  section.  Alors  les  courbes 
des  effets  maxinia  et  niinima  sont  tout  simplement  les  lignes 
représentatives  relatives  aux  surcharges  couvrant  les  régions  de 
la  poutre  qui  correspondent  aux  zones  prépondérantes  des  lignes 
d^influence,  tant  négatives  que  positives. 

Quelquefois,  ces  circonstances  se  rencontrent  pour  certaines 
régions  de  la  poutre  el  cessent  de  se  présenter  pour  d'autres 
régions.  La  remarque  qui  précède  n'en  est  pas  moins  précieuse 
pour  le  tracé  des  courbes  dans  les  régions  où  elle  s'applique. 

Il  ne  faut  jamais  oublier  que  cela  ne  s'applique  qu'au  cas  d'une 
surcharge  variable  uniformément  répartie,  ou  assimilable  à  une 
semblable  surcharge. 

Dans  le  cas  général,  c'est  donc  la  méthode  des  lignes  d'influence 
qui  paraît  la  plus  systématique,  et  c'est  pour  cela  que  nous  cher- 
cherons, dans  toutes  l(;s  études  particulières  subséquentes,  à 
parvenir  au  tracé  de  ces  lignes  d'influence. 

H.  —  Travail  de  déformation  dans  un  corps  élastique. 

Travail  des  forces  appliquées.  —  Considérons  un  corps  élas- 
tique soumis  à  l'action  de  plusieurs  forces  analytiquernent  indé- 
pendantes P<,  Po,  , . . ,  P/,  . . . ,  supposées  appliquées  graduellement 
et  sans  choc  aux  points  M,,  Ma,  . . . ,  Mj.  Les  points  d'application 
(le  ces  forces  ont  subi  des  déplacements,  dont  nous  considérerons 
uniquement  les  composantes  v^^  Po,  .  ..,  r/  dans  la  direction  des 
forces  correspondantes.  • 
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Le  travail  dépensé  pour  produire  la  déformation   du  corps    a 
pour  expression  générale 

(I)  \V: 


2 


pourvu  que  Ton  admette  la  loi  de  Hooke,  ou  le  principe  de 
superposition  des  effets  des  forces.  Si  un  premier  système  de 
forces  P^,  P2,  . . . ,  P/  amène  en  un  point  M  un  déplacement  (^,  et 

Fig.  6a. 


si  un  deuxième  système  de  forces  P'^,  P'^,  ...,  PJ  amène  au  même 
point  M  un  déplacement  i'',  le  déplacement  total  correspondant 
aux  deux  systèmes  de  forces  agissant  simultanément  sera  (^-|-i''. 
Inversement,  si  à  un  système  de  déplacements  (^1,  r^,  . . . ,  p;  des 
points  M|,  Mo,  ...,  M^-,  ...  correspond  un  système  de  forces 
Pi,  P.2,  ...,  P/,  et  si  à  un  deuxième  système  de  déplacements 
t'p  Tj,  ...,  i';  correspond  un  système  de  forces  PJ,  Pj,  ...,  P,' 
à  un  troisième  système,  comportant  les  déplacements  i^i-h^j, 
i^a+r'j,  . . .,  (7-4-  i'i-,  correspondra  le  système  des  forces  Pi  +  P^, 

Pj+p;,  ...,p.+p;. 

Si,  partant  d'un  état  déformé  (A),  on  passe  à  un  second  état 
déformé  (A')  provenant  de  Taltération  simultanée  des  forces  P 
dans  le  rapport  de  71  à  i,  le  déplacement  ç  du  point  M  d'appli- 
cation de  la  force  P  variera  aussi  dans  le  même  rapport  de  a  à  i. 
On  peut  donc,  pour  calculer  le  travail  total  dans  l'état  A,  supposer 
que  les  forces  étant  d'abord  nulles  partout,  on  les  fasse  croître 
chacune  proportionnellement  à  la  valeur  qu'elle  doit  obtenir  fina- 
lement dans  le  système  (A).  A  un  instant  quelconque  de  la  mise 
en  charge,  la  force  appliquée  en  M  sera  /iP,  et  le  déplacement  n^. 

Pendant  que  ii  croît  de  w  à  /i  +  o/i,  le  point  M  supporte  une 
force  nV  et  son  déplacement  s'augmente  de  (^8/*.  Le  travail  corres- 
pondant est 
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et  le  travail  pour  TenseiTible  des  forces  esl 

Le  travail  total  produit  par  le  système  (  A)  sera  donc  hien 

Supposons  maintenant  que  le  corps  passe  d'un  état  déformé  (A) 
à  un  second  état  déformé  (A'),  par  une  suite  d'opérations  au  cours 
desquelles  les  différentes  forces  croissent  simultanément  et  chacune 
proportionnellement  à  son  accroissement  total  V   -  P. 

Si  à  un  instant  quelconque  de  la  mise  en  charge  la  force  appli- 
quée au  point  M  est  ^ 

P  +  n(P'- P), 

le  déplacement  du  point  M  sera 

Le    travail    correspondant    à  Taccroissement    de    (U'-placement 

on{v' — (')    sera 

[P-4-n(P'-P)](p'— i^)an, 

et  pour  la  somme  de  ces  accroissements  on  on  aura 

p  [P-+-n(P'— P)](i''— p)a/i  =  (i''-t;)  Tp-H^i^P'— P)| 

=  -,'i^'—i^)(P-+-P'). 

'2  ' 

Le  travail  total  de  déformation  du  système  sera  par  suite 
(2)     W— W  =  lv(t^'-^')(P-f-P')=  ^Sr'P  — -Si^P'-4- W'-VV), 


uisaue 


puisq 


i-2t^P  =  W         et         i2:t^'P'=  W. 

'2  1 


On  en  déduit  comme  conséquence 
(3)  i:Pf'=2P'('. 

Par  suite,  si  Von  multiplie  les  charges  appliquées  aux  diffé- 
rents points  M  dans  Vétat  (A)  par  les  déplacements  corres- 
pondants à  l'état  (B)  et  que  Von  forme  la  somme  des  pj^odu ils ^ 
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on  obtient  le  même  résultat  qu^en  inversant  les  états  {X)et  (  B). 
C'esl  une  loi  de  réciproeilé  générale. 
L'équation  (2  )  pourrait  encore  s'écrire 

(•2)  W-  W  =  i  2:(P  -+-  i^'XP'—  P), 

car  en  développant  le  second  membre  on  obtient 

•À  1  2.  "X 

en  vertu  de  l'égalité  (3  ). 

Théorèmes  de  Castigliano.  —  En  supposant  que  Tétai  (B)  soit 
Infiniment  voisin  de  l'état  (A),  les  équations  {'à)  peuvent  s'écrire 

(4)  rf\V  =  SPû?p  =  Si^é/P. 

Les  déplacements  i'  sont  des  fonctions  des  forces  P  et  récipro- 
quement. Si  dans  W  on  remplace  les  V  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion des  i',  on  aura  pour  W  une  fonction  des  i'  seulement.  LVqua- 

tioii  (4)i  sous  la  forme 

d\\  =  S  P  e/t», 

montre  alors  que  la  différentielle  partielle  de  W  par  rapport  à 
la  variable  indépendante  v  est  égale  à  P;  on  a  donc,  d'une  manière 
générale, 

De  même,  si  l'on  remplace  les  c  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
charges  P,  W  devient  une  fonction  des  seules  variables  indépen- 
dantes P.  L'équation  (  4)?  sous  la  forme 

montre  que  k^  est  la  différentielle  partielle  de  W  par  rapport  à  P, 
ce  que  Ton  écrit 

(6)  r=^. 

Cette  relation  montre  que  le  déplacement  du  point  d^ applica- 
tion M  d'' une  force  extérieure  P  est  la  dérivée  partielle  du  travail 
de  déformation  prise  par  rapport  à  la  force  considérée,  Cet 
énoncé  constitue  ce  que  l'on  appelle  le  théorème  de  Castigliano, 

Si  on  l'applique  à  une  force  extérieure  indépendante  choisie  de 
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telle  façon  qu'elle  ne  produise  aucun  travail,  ou  autrement  dit  que 
son  point  d'application  ,se  déplace  perpendiculairement  à  sa  direc- 
tion, on  doit  avoir  r  =  o.  On  en  déduit  que  la  dé  ruée  partielle 
du  travail  de  déformation  prise  par  rapport  à  une  pareille 
force  est  nulle. 

Cela  arrive  notamment  pour  la  force  qui  représente  la  réaction 
d'un  appui  fixe,  cVst-à-dire  tel  que  le  point  de  la  poutre  en  contact 
avec  Tappui  ne  subit  aucun  déplacement,  ou  tout  au  moins  ne 
subit  que  des  déplacements  perpendiculaires  à  la  direction  de  la 
réaction  de  l'appui.  La  relation  (6)  fournit  alors  une  des  conditions 
du  problème  d'équilibre  de  la  poutre. 

Celte  seconde  proposition  s'énonce  quelquefois  d'une  manière 
un  peu  différente. 

I^  condition 


=  o 


est  la  condition  pour  que  P  rende  W  minimum.  On  peut  donc 
dire  que,  une  force  de  liaisoh  dont  le  travail  est  nul  est  telle 
que  le  travail  de  déformation  soit  minimum. 

De  là  le  nom  de  théorème  du  travail  minimum  donné  à  cett(^ 
propriété. 

Pour  que  le  théorème  précédent  s'applique,  il  n'est  pas  néces- 
saire que  P  soit  une  force.  Ce  peut  être,  par  exemple,  un  couple  M, 
mais  alors  ce  qui  a  été  appelé  le  déplacement  v  est  à  remplacer 
par  l'angle  ©  de  rotation  du  bras  de  levier  du  couple,  car  ce  qui 
importe  c'est  que  le  travail  soit  représenté  par  un  produit  tel  que 
Pv  ou  M©. 

Par  contre^  le  théorème  suppose  expressément  quil  s^agit 
d^une  réaction  d^ appui  indépendante  analytiquement  des 
forces  appliquées^  ce  qui  veut  dire  qu^on  a  éliminé  au  préalable 
certaines  des  réactions  d^ appui  en  faisant  usage  des  équations 
d^ équilibre  statique. 

Théorème  de  Max^w^ell.  —  Si  le  corps  suit  la  loi  de  Hooke,  les 
déplacements  v  sont  des  fonctions  linéaires  des  charges.  On  a,  par 

exemple, 

t-,  =  aji  P,  -h  «1, Pj  -f-  a,^P,  -i- . . . , 

^î  =  «îi  P]  -i-  ac«  1*2  -H  aj3  Pj 


.   .   .y 

^3  = , 


l44  CHAPITRE   VII. 

Inversement,  on  pourrait  exprimer  les  P  en  fonelion  des  r  par 
des  équatio;ns  linéaires  telles  que 

Pi=  Piit'îH-  Plîi'î-^-Pl3^'l•+■..., 


P,= 


Si,  dans  l'expression  de  W  =  -  SP^^,  on  remplace  les  v  par  leurs 

valeurs,  on  obtient  une  fonction  homogène  et  du  second  dej;ré 
par  rapport  aux  charges  P. 

Si,  au  contraire,  on  remplace  les  P  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  p^  on  obtient  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  par 
rapport  aux  déplacements  ^',  que  Ton  distinguera  de  la  précédente? 
en  l'appelant  W. 

En  vertu  des  équations  (5)  et  (6)  on  a,  d'une  manière  générale, 

d\\  ^      d\y' 

di'  dv 

On  a,  en  particulier, 

d\\  d\\ 

^'•=^'         '''=dUl' 
On  en  déduit 

dvj  _     d*'\\     _     d*'  W     _  ^ 
dVi  "~  dV^  di'i  ~  dVtdï'i  "~  dP^' 

(icla  exige  l'égalité  des  coefficients  «la  et  a^i  <^*  l'on  trouverait, 
d'une  manière  analogue,  la  relation  générale 

Celte  relation  exprinuî  (|ue,  si  e/i  M^  on  applique  une  force 
égale  à  V unités  le  déplacement  qui  en  résulte  en  un  autre 
point  My  est  égal  au  déplacement  qui  se  produirait  en  M^  sous 
l'action  d^ une  force  unité  appliquée  en  M^. 

On  déduirait  d'une  manière  analogue  l'égalité 

• 

qui  est,  du  reste,  une  conséquence  de  la  précédente.  Elle  exprime» 
(pie  la  force  nécessaire  au  point  M^  pour  produire  en  M^  un 
déplacement  égal  à  V unité  est  égale  à  la  force  quHl  faudrait 
appliquer  en  M^  pour  produire  en  M^  un  déplacement  égaL 
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C'est  dans  l'ensemble  de  ces  deux  propositions,  et  particu- 
lièrement dans  la  première,  que  consiste  le  théorème  de  Maxwell. 
Elles  ne  sont,  au  fond,  qu'une  conséquence  de  Féquation  de  réci- 
procité plus  générale,  exprimée  par  l'équation  (3)  ci-dessus. 

Application  du  principe  de  conservation  de  l'énergie.  Travail 
des  forces  intérieures.  —  Les  principes  qui  précèdent  ont  une 
portée  tout  à  fait  ((énérale.  On  constate,  surtout  à  l'étranger,  une 
tendance  à  en  faire  la  base  de  la  Résistance  des  Matériaux,  en 
les  adjoignant  au  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 
Quand  les  forces  agissant  sur  le  corps  sont  appliquées  lentement, 
il  est  naturel  d'admettre  qu'il  n'j-  a  aucune  dissipation  d'énergie, 
ni  sous  forme  de  force  vive,  ni  sous  forme  de  chaleur.  Le  travail 
dépensé  par  les  forces  appliquées  doit  alors  s'emmagasiner  inté- 
gralement dans  le  corps  sous  forme  d'énergie  potentielle  et  il  doit 
être  égal  au  travail  des  tensions  Intérieures. 

Si  donc  il  est  possible,  pour  un  problème  donné,  de  former 
l'expression  du  travail  des  tensions  intérieures,  on  pourra  déduire, 
notamment  des  théorèmes  de  Castigliano  et  de  Maxwell,  des  con- 
séquences intéressantes  sur  les  relations  existant  entre  les  dépla- 
cements, les  forces  appliquées  et  les  variables  intermédiaires  (telles 
que  le  moment  fléchissant)  qui  peuvent  figurer  dans  l'expression 
du  travail. 

On  peut  même,  dans  certaines  questions  particulières,  parvenir 
à  des  expressions  distinctes  :  i"  pour  le  travail  des  forces  appliquées  ; 
2**  pour  le  travail  des  "forces  intérieures  en  fonction  d'une  même 
série  de  variables  intermédiaires,  par  exemple,  les  déplacements  t^, 
et  leurs  dérivées.  En  identifiant  ces  expressions,  on  peut  parvenir 
aux  équations  diflérentielles  constituant  la  solution  du  problème, 
et  même  discuter  les  cas  de  stabilité  ou  d'instabilité  d'équilibre. 
L'équilibre  n'est  stable,  par  exemple,  que  lorsque  les  déplacements 
virtuels  autour  de  la  position  d'équilii)re  nécessitent  un  travail 
positif  des  forces  intérieures. 

jNous  ne  pouvons,  dans  ces  leçons,  donner  que  des  indications 
sommaires  sur  les  développements  de  cette  théorie. 

Évaluation  du  travail  de  déformation  des  forces  intérieures 
daas  une  poutre  prismatique.  —  On  peut,  quand  il  s'agit  d'une 

PlOEALD  lO 
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poutre  prismatique  à  laquelle  les  principes  de  la  Résistance  des 
Matériaux  sont  applicables,  évaluer  d'une  manière  assez  simple  le 
travail  des  tensions  intérieures,  et  par  suite  le  travail  de  défor- 
mation. 

Supposons  un  prisme  élémentaire  de  longueur  rfo".  Sur  la  fibre 
qui  correspond  à  l'élément  dS  de  la  section  transversale,  la  force 
appliquée  est 

n  aS  =  f  ^  H — =-  j  rfS. 

Le  déplacement  de  Tune  des  extrémités  de  la  fibre,  l'autre  étant 
supposée  fixe,  est 


Le  travail  produit  par  le  raccourcissement  de  la  fibre  est  donc 

2        2h:  \  S       1  / 

En  intégrant  pour  toutes  les  fibres  de  la  section,  on  trouve 

~  âl  ["s    "^  TJ  ~  TES"  "^    lEl   ' 

et  le  travail  de  déformation  total  est  le  résultat  de  l'intégration 
pour  toute  la  longueur  de  la  poutre. 

Si  l'on  veut  tenir  compte  des  actions  tangentielles  provenant  de 
l'effort  tranchant,  on  supposera  que  le  glissement  relatif  d'une  des 

bases  du  prisme  élémentaire  par  rapport  à  l'autre  est  de  la  forme 

T 
^rfo",   G  étant  un  coefficient  convenable.   Le  travail  de  l'effort 

tranchant  T  pendant  ce  glissement  sera 

X        T  T* 

(')  Cette  expression  n'est  qu'approchée  en   ce  qu'elle  suppose  partout   l'effort 

tranchant  clémeniaire  t  égal  à  sa  valeur  moyenne  ^*  S'il  y  avait  un  intérêt  réel 

à  préciser,  voici  comment  il  contiendrait  de  la  modifier. 

Pour  une  tranche  élémentaire  de  longueur  di^  de  largeur  u  et  de  hauteur  dv^ 
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Le  travail  de  déformation  total  sera  donné  par  Texpression 


i47 


W 


I    r  N»         I    r  M*         I    r  T» 


On  néglige  toujours  le  dernier  terme,  dont  la  valeur  n'est  du 
reste  qu'approchée,  et  c'est  le  terme  contenant  M  qui  joue  toujours 
le  rôle  prépondérant. 

Équation  de  la  ligne  élastique  déduite  du  théorème  de  Castigliano. 
—  Supposons  une  poutre  soumise  à  des  charges  quelconques,  et 
cherchons  à  déterminer  le  déplacement  vertical   i^  subi  par  un 
point  G,  d'abscisse  x. 

Fig.  63. 


O, 


l 


Imaginons  qu'au  point  G  on  fasse  agir  une  force  verticale,  infi- 
niment petite  P.  Cette  force  fictive  n'aura  aucune  influence  réelle 
sur  le   déplacement   t^.    Mais   si   on   la   suppose   introduite   dans 


reiïort  tranchant  f,  force  tangentielle  appliquée  à  ses  deux  bases,  a  pour  valeur 

T 
tud9=  Ymd9    Cette  force   tangentielle  produit  un   glissement  relatif  de  ces 

t  dv 
bases  égal  à  —rr">  G  étant  un  coefficient  convenable.  Le  travail  de  déformation 


correspondant  à  la  tranche  est  donc 


•^  Oudv  —  — rrr dv. 


or 


u 


Celui  qui  correspond  au  prisme  élémeniaire  tout  entier  serait 


"GI 


dv\ 


I  intégrale  qui  fij^ure  dan<<  cette  expression,  n'ayant  aucun  rapport  obligé  avec  S 
ou  avec  I,  et  dépendant  de  la  forme  de  la  section.  Son  rapport  à  P  a  les  mêmes 
dimensions  L~~^  que  l'inverse  de  la  surface.   Pour  une  section    rectangulaire,  ce 

rapport  est  égal  à  r^»  comme  si   la  section  réelle  était  diminuée  de  -x» 

0  3  o  , 
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l'expression  du  travail  de  déformation,  le  déplacement  t»  n'en  sera 
pas  moins  donné,  au  point  de  vue  analytique,  par  l'expression  (6) 

r/VV 

V   =    • 

dp 

Si,  d'autre  part,  on  nég^lige  dans  l'expression  de  W  les  termes 
provenant  de  l'effort  normal  et  de  l'effort  tranchant,  on  aura  sim- 
plement 

en  faisant  intervenir  le  moment  d'inertie  réduit  J. 

Il  >       •  )        1  •  '  ^^ 

li  reste  à  voir  ce  qu  est  la  quantité  -7^- 

Soit  |JL  le  moment  flécliissant  que  produirait  au  point  G',  de 
coordonnées  (ç,  yi),  une  force  verticale  unité  appliquée  au  point  G, 
dans  l'hypothèse  d'appuis  simples  et  soient  A,  B,  C  les  composantes 
de  la  réaction  complémentaire  de  Tappui  de  gauche  G©. 

Les  termes  qui  seront  introduits  dans  l'expression  du  moment 
fléchissant  M,  par  l'adjonction  de  la  force  P,  seront 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  les  réactions  complémen- 
taires PA,  PB,  PC,  bien  que  proportionnelles  en  réalité  à  P,  sont 
néanmoins  des  forces  appliquées  distinctes  de  P,  au  point  de  vue 
analytique.  Ainsi  que  nous  l'avons  fait  observer  précédemment, 
l'équilibre  de  la  poutre  serait  assuré  sans  l'intervention  de  ces  réac- 
tions complémentaires,  qui  peuvent  être  considérées  comme  intro- 
duites après  coup,  par  une  sorte  de  réglage  ultérieur  des  appuis. 

En  conséquence  de  ces  considérations,  la  dérivée  partielle  -^77» 

qui  figure  dans  l'expression  de  r,  doit  se  réduire  simplement  à  jjl, 
dont  l'expression  analytique  est,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

/  —  .r 
{jL=  — j^i  pour         i<Jr 


et 


(Ar^y(/  —  5)  pour  ^>X. 
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On  obtient  donc  finalement  pour  {^  l'expression 

Sous  cette  dernière  forme,  on  reconnaît  immédiatement  que  t' 
est  le  moment  fléchissant  qui  serait  produit  au  point  G,  d'abs- 
cisse j",  par  un  ensemble  de  cliartçes  fictives  -prp  agissant  aux  dif- 
férents points,  d'abscisse  $,  de  la  poutre. 

C'est  identiquement  le  résultat  obtenu  précédemment  par  une 
autre  méthode. 

Bien  entendu,   ici  v  est  compté  positivement  de  haut  en  bas, 
tandis  que  dans  les  équations  de  Bresse  le  déplacement  vertical    , 
est  compté  en  sens  inverse;  c'est  ce  qui  explique  que  l'on  ait  les 

charges  fictives  -^Tp»  au  lieu  de  ces  mêmes  charges  changées  de 


signe. 


Il  faut  remarquer  aussi  que  la  considération  du  travail  de  défor- 
mation ne  peut  conduire  qu'à  la  connaissance  de  la  nouvelle  forme 
prise  par  la  poutre  et  non  à  la  connaissance  de  sa  nouvelle  situa- 
tion dans  l'espace.  Si,  notamment,  les  extrémités  Go  et  G^,  au  lieu 
d'être  fixes,  subissaient  des  déplacements  i\  et  i',,  il  faudrait  évi- 
demment en  tenir  compte  dans  l'évaluation  du  déplacement  total  ç 
du  point  G.  Cela  revient  à  changer  la  ligne  de  référence  à  laquelle 
serait  rapportée  la  ligne  élastkjue. 

On  pourrait  développer  une  théorie  toute  semblable  à  l'égard 
du  déplacement  horizontal  u.  On  commencerait  par  définir  un 
système  d'appuis  statiques  pour  la  j)outre  soumise  à  des  forces 
horizontales,  et  une  fonction  analogue  à  |jl. 

Considérations  générales  sur  la  recherche  des  réactions  complé- 
mentaires d'appuis.  —  Dans  les  études  particulières  que  nous 
ferons  ultérieurement  pour  diverses  espèces  de  poutres,  nous  uti- 
liserons de  préférence  et  d'une  manière  presque  exclusive  les  équa- 
tions de  Bresse,  qui  sont  d'un  usage  courant  en  France  et  qui,  au 
surplus,  sont  mises  d'avance  sous  la  forme  explicite  la  plus  conve- 
nable. Mais  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  montrer  que  le  théorème  du 
travail  minimum  fournit  les  mêmes  conditions. 

Comme  exemple  nous  prendrons  le  cas  d'une  poutre  encastrée 
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à  ses  deux  extrémités,  ces  extrémités  étant  d'ailleurs  rigoureuse- 
ment fixes  sur  leurs  appuis.  Ces  conditions  s'expriment  par  les 
suppositions 


0>o  =  Wi  =  o, 
^0=  </i  =  o, 


introduites  dans  les  équations  de  Bresse,  appliquées  à  la  poutre 
entière. 

En  désignant  par  le  signe  /  sans  indice  une  intégration  s'appli- 

quant  à  toute  la  longueur  de  la  poutre,  on  aura  donc  les  trois 
équations  de  condition 

r  ^  ^ 

l  et  h  désignant  les  coordonnées  de  l'extrémité  G|. 

En  tenant  compte  de  la  première  équation,  les  deux  autres  se 
simplifient  et  finalement  les  trois  équations  à  envisager  sont  : 


/ 


El  ' 


/lï '"'''-/es '''="• 


Dans  ces  équations  on  aura  d'ailleurs  à  introduire  les  expres- 
sions de  M  et  de  N  en  fonction  des  réactions  complémentaires 
d'appuis  A,  B,  G,  qui  sont  l'objet  de  la  recherche.  On  aura,  d'une 
manière  générale, 

V  étant  l'effort  normal  (généralement  négligeable)  qui  correspon- 
drait à  la  poutre  posée  sur  appuis  simples. 

Appliquons   maintenant  le  théorème  du  travail  minimum,   en 
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négligeant,  bien  entendu,  dans  l'expression  deW  le  terme  relatif  à 
reflbrt  tranchant. 

Les  réactions  complémentaires  d'appui  qui,  comme  nous  l'avons 
observé  précédemment,  interviennent  analytiquement  comme  des 
forces  indépendantes  sont  telles,  qu'elles  ne  produisent  aucun 
travail,  les  extrémités  étant  complètement  fixes.  Les  trois  compo- 
santes A,  B,  C  sont  d'ailleurs  analytiquement  indépendantes  entre 
elles.  Elles  doivent  donc  chacune  donner  lieu  à  une  relation  de  la 

forme  -^  ==  o.  Ces  trois  relations  s'écriront  respectivement 

rfW  rfVV  rfW 

ou  encore,  en  prenant  l'expression  explicite  de  W,  en  fonction 
de  M  et  N, 


Or,  d'après  les  expressions  précédemment  écrites  de  M  et  N, 
on  a 


rfM 

rfM 

rfM 

^A=*' 

^B   "■^' 

c/C  ~      ""'' 

rfN 

d^        dr^ 

rfN        d\ 

rfA=^» 

^B        d^' 

dC       d<j 

En  les  substituant,  on  retombe  identiquement  sur  les  équations 
de  condition  déjà  trouvées. 

Application  du  théorème  de  Maxwell  à  la  recherche  de  la  ligne 
d'influence  du  déplacement  Tertical  r.  —  Soit  une  force  P,  verti- 
cale, égale  à  l'unité,  appliquée  successivement  au  droit  d'un  point 
variable  G'  de  la  poutre,  d'abscisse  $,  si  l'on  détermine  Je  dépla- 
cement vertical  que  cette  force  fait  subir  à  un  point  G,  d'abscisse  x^ 
supposé  fixe,  on  aura  une  certaine  fonction 

des  deux  variables  Ç  et  x,  qui,  en  considérant  x  comme  constant, 
représente  la  ligne  d'influence  du  déplacement  du  point  G. 


l5'.>.      CHAPITRE    VU.  —  LIGNES   REPRÉSENTATIVES,  D'INFLUENCE   ET  ENVELOPPES. 

Le  théorème  de  Maxwell  enseigne  que 

Vx^  représentant  le  déplacement  subi  par  le  point  G'  {^)  sous 
Tartion  d'une  charge  unité  placée  au  droit  du  point  G  (x). 

Il  en  résulte  que  la  ligne  d'influence  du  déplacement  du  point  G 
n'est  pas  autre  chose  que  la  ligne  représentative  du  déplacement 
du  point  variable  G\  sous  Faction  d\ine  charge  unité  placée  au 
droit  de  G,  c'est-à-dire  se  confond  avec  la  ligne  élastique  corres- 
pondant à  cette  charge  unité. 

On  ramène  donc  ainsi  à  la  construction  d'une  ligne  élastique  la 
recherche  de  la  ligne  d'influence  du  déplacement  vertical  ^, 


»■■>! 


CHAPITRE  VIII. 

POUTRE  DROITE  REPOSANT  SUR  DEUX  APPUIS  SIMPLES. 


1.    —   KtI  DE    DES   EFFORTS. 

Rappel  de  résultats  précédemment  obtenus.  —  Nous  avons  déjà 
fait  en  grande  partie  l'étude  des  poutres  droites  sur  appuis  simples, 
en  faisant  l'étude  plus  générale  des  poutres  quelconques  sur 
appuis  simples. 

La  seule  particularité  essentielle  à  noter  ici,  c'est  que  nous 
supposons  Taxe  longitudinal  rectiligne  et,  pour  préciser  les  idées, 
nous  le  supposons  horizontal.  Dans  ces  conditions,  on  aura  par- 
tout N  =  o  et  Teffort  tranchant  T  se  confondra  partout  avec  la 
composante  verticale  Y  de  la  force  extérieure.- 

Sous  l'action  d'un  système  quelconque  de  charges  verticales 
Pi,  p2,  '  •  •  1  P,  • .  .?  agissant  suivant  les  verticales  d'abscisses  ai, 
aj,  .  .  . ,  a,    .  . . ,  on  a  pour  les  réactions  d'appui  les  expressions 

Le  moment  fléchissant  au  point  G,  d'abscisse  x^  est 
(2)  M  =  Roa^  — y  PCj-  — a) 

g  à 

L'effort  tranchant  au  même  point  G  a  pour  expression 

,3)  t  =  Ro--2p  =  - J2^*-^7  2'*^^~''^- 
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dM 


Il  convient  de  rappeler  qu'on  a  T  =  ^»  et  de  noter  que  pour 

un  point  situé  à   une  distance  infiniment   petite   de  G<,  et  à  sa 
gauche,  on  a  T  =  —  R, . 

Lorsqu'on  a  affaire  à  une  charge  continue,  telle  que  l'éléinent 


a.       a. 


X 

+ 


G    ' 


de  longueur  doL  ait  comme  charge  pdoL,  les  formules  précédentes 
se  transforment  dans  les  suivantes  : 


(0' 


(2)'     M 


(3/ 


Ko=   /     p—j—dx, 

p{x-~'x)dcL=. — - —    /     p^doL-Jt--.  I     p{l  —  a)rfa; 
T  =  Ro—   /     p  doL  =—  j   I     ptdrL-^^  -    1     p{l  —  a)  d<z. 


Enfin,  lorsqu'on  a  affaire  à  une  charge  unique,   on  a  évidem- 
ment : 

(/-a) 


(I)" 


Ro=P 


R.^Py; 


/ 


M  =  P 


iv' 


1(1  — X) 

l 


M  =  p(±=;^         si 


(if 


/  —  a 


T=  P 


/ 


si  o  <a  <  ar, 

.r<a</- 

si  o  <  a  <  ar, 

si  a"  <  a  <  /. 
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Nous  nous  référons  à  ce  qui  a  été  dit  précédemment  en  ce  qui 
concerne  la  détermination  graphique  des  composantes  de  la  force 
extérieure,  moment  fléchissant  et  effort  tranchant. 

Charrie  uniformément  répartie,  —  Lorsque  p  est  constant, 
d'un  bout  à  Tautre  de  la  poutre,  cas  qui  est  fréquemment  envi- 
sagé, les  formules  (i)',  (2)',  (3)'  se  simplifient,  les  intégrations 
pouvant  être  effectuées. 

On  trouve  d'abord 

Ro  =  Ri  =  —  9 
a 

puis 

_.          x{l  —  x) 
M  =p '• 

La  ligne  représentatis^e  du  moment  fléchissant  est  alors  une 
parabole  à  axe  vertical^  dont  le  sommet  correspond  au  milieu 

de  la  poutre  i  abscisse  -j  et  a  pour  ordonnée  ^^ 

Enfin  on  a 


=p{i-<-)- 


La  ligne  représentative  de  l'effort  tranchant  est  une  droite^ 
coupant  sa  ligne  de  référence  au  milieu  de  la  portée  et  cou- 
pant les  verticales  (Go)  et  (G|)  aux  points  d^ ordonnée  ±:  ~-  • 

Si  la  charge  constante  p  n'agit  pas  sur  toute  la  longueur  de  la 
poutre,  mais  sur  une  partie  seulement  de  celle-ci,  on  a  évidem- 
ment d'autres  lignes  représentatives  pour  le  moment  fléchissant 
et  l'effort  tranchant.  Sans  procéder  à  des  intégrations,  qui  seraient 
sans  intérêt,  on  peut  observer  que  la  ligne  représentative  du 
moment  fléchissant  sera  toujours  composée  de  deux  portions  de 
droites,  pour  les  parties  ne  supportant  aucune  charge,  et  d'une 
parabole  du  second  degré  pour  la  partie  chargée. 

On  en  déduit,  puisque  T  =  -^  >  que  la  ligne  représentative  de 

l'eflbrt  tranchant  sera  composée  de  portions  d'horizontales  dans 
les  parties  non  chargées  et  d'une  droite  inclinée  dans  la  partie 
chargée. 

On  reconnaît  aussi  que  les  courbes  enveloppes  du  moment 
fléchissant  sont  dans  ce  cas  :   i"  la  ligne  de  référence  correspon- 
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dant  au  cas  où  il  n'y  a  aucune  charge  ;  2**  la  parabole  M  =^p  - — ; — '— 

correspondant  au  cas  où  la  surcharge  couvre  la  poutre  entière. 

Nous  préciserons  plus  loin  la  forme  des  lignes  enveloppes  de 
Te  (Fort  tranchant. 

Cas  (Vi/ne  charf^e  isolée,  teignes  iVinjlnence,  —  Il  ne  s'agit 
que  de  tirer  les  conséquences  des  équations  (  1  )",  (2)"  et  (3)",  qui 
correspondent  au  cas  le  plus  simple. 

Si  dans  ces  équations  on  considère  x  comme  constant  et  a 
comme  variable,  c'est-à-dire  si  Ton  envisage  une  charge  mobile  se 
déplaçant  sur  la  poutre,  ces  équations  seront  évidemment  celles 
des  lignes  d'influence,  au  facteur  de  proportionnalité  près  P, 
qu'on  suppose  représenter  l'unité  de  force  choisie. 

Si,  au  contraire,  on  regarde  a  comme  constant  et  x  comme 
variable,  les  équations  (2)"  et  (^3)"  seront  celles  des  lignes  repré- 
sentatives du  moment  fléchissant  et  de  Tefforl  tranchant,  pour  la 
position  a  assignée  à  la  charge  P. 

Toutes  ceSj  équations  étant  du  premier  degré,  soit  en  x^  soit 
en  a,  les  lignes  d'influence  et  les  lignes  représentatives  seront 
toujours  composées  de  lignes  droites. 

Les  équations  (2)"  permettent  d'ailleurs  de  vérifier,  pour  le  cas 
actuel,  la  loi  de  réciprocité  suivante  : 

Le  moment  fléchissant  produit  dans  la  section  x  /for  un 
poids  placé  dans  la  section  a  est  égal  au  moment  fléchissant 
produit  dans  la  section  a  par  un  poids  égal  placé  dans  lu 
section  x. 

Supposons  par  exemple  a  <[  ^,  il  faut  prendre  dans  la  première 
hypothèse  la  première  équation  (2)"  et  dans  la  seconde  hypothèse 
il  faut  prendre  la  sec^onde  équation  (2)"  en  intervertissant  les 
lettres  a  et  x. 

Il  en  résulte  que  la  ligne  d'influence  du  moment  fléchissant 
relative  à  une  section  x  se  confond  avec  la  ligne  représentative 
corn^spondant  à  une  charge  unité  j)lacée  dans  cette  même  section, 
et  inversement. 

La  ligne  d'influence  de  R©,  dont  l'équation  est  la  première 
équation  (i)",  est  évidemment  une  ligne  droite.  Elle  coupe  sa  ligne 
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de    référence   GqGi    au   point    Gi,   c'esl-à-dire   pour  a 
ordonnée  pour  a  =  o  est  Rq  =  P  =  i . 

Fig.  65. 
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La  Vi^ne  d'influence  de  Ri  est  la  droite  symétrique  de  la  précé- 
dente par  rapport  à  la  verticale  du  milieu  de  la  ])outre.  (On  la 
remplace  souvent  par  sa  symétrique  GqRi  par  rapport  à  la  droite 
de  référence,  que  Ton  a  à  considérer  pour  l'eirort  tranchant.  Ceîa 
est  sans  inconvénient,  la  question  de  sit;ne  étant  facile  à  élucider.  ) 

En  ce  qui  concerne  la  lign^  d'influence  du  moment  fléchissant, 
elle  est  représentée  par  la  première  équation  (2)"  entre  Go  et  G. 
C'est   une  droite  partant  de  Gq,  pour  a=o,  et  qui  couperait  la 

^^-^  =  l-x.   Elle 


verticale   (Gi)   au   point  M,    d'ordonnée   / 


coupe  la  verticale  (G)  au  point  M  d'ordonnée 

Entre  G  et  Gi,  c'est  la  seconde  équation  (2)"  qui  représente  la 

li^e  d'influence.  C'est  une  droite  passant  par  G,,  pour  aL  =  l,  et 

/x 
qui  coupe  la  verticale  (Go)  au  point  Mq  d'ordonnée  —:=  j:.  Elle 

coupe  la  verticale  (G)  au  même  point  M  que  la  précédente,  point 

a  ordonnée j 

La  construction  de  la  li<;ne  d'influence  peut  donc  s'opérer  très 
simplement,  soit  en  déterminant  sur  la  verticale  (G)  le  point  M 
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d'ordonnée- — -. ->  situé    sur  une  parabole   du   second   degré 

facile  à  tracer,  et  en  le  joignant  aux  points  G©  et  G|,  soit  en  pre- 
nant sur  les  verticales  (Go)  et  (G|)  respectivement  des  segments 

Fig.  66. 
(Go) 


Go  Mo  et  G|Mi  égaux  à  a:  =  GoG  et  (/  —  a?)  =  GG|  et  en  joignant 
MoG,  et  M,  Go. 

Enfin,  la  ligne  d'influence  de  Teflort  tranchant  est  définie  entre 
Go  et  G  par  la  première  équation  (3)"  qui  n'est  autre  que  l'équa- 
tion de  la  droite  GoR|  envisagée  précédemment  comme  ligne 
d'influence  de  R|  changé  de  signe,  ^ntre  G  et  G«,  la  ligne  d'in- 
fluence est  définie  par  la  seconde  équation  (3)"  qui  n'est  autre  que 
la  ligne  d'influence  de  Ro. 

Si  donc  on  prend  sur  la  verticale  (G)  les  points  T  et  t  où  elle 
rencontre  les  deux  droites  fixes  GoR»  etG|Ro,  la  ligne  d'influence 
est  composée  des  deux  segments  G©^  et  TGi.  Elle  est  discontinue 
et  présente  au  droit  de  la  section  G  un  ressaut  dont  la  valeur  CY 
est  égale  à  GqRo  =  G|  R,  i=  i .  On  a  donc  à  considérer  deux  zones, 
l'une  négative  G^/G  et  l'autre  positive  GTG|. 

Pour  une  autre  section,  les  droites  GqRi  et  R»Go  demeurant 
fixes,  il  s'agit  simplement  de  modifier  les  portions  utiles  à  prendre 
sur  chacune  d'elles,  de  sorte  qu'une  seule  et  même  figure  fournit 
toutes  les  lignes  d'influence  de  l'eflort  tranchant. 

Utilisation  des   lignes   d'influence   dans  les  cas   ordinaires  de 


POUTRE   DROITE   REPOSANT  SUR   DEUX  APPUIS  SIMPLES.  169 

charges  et  surcharges.  ^—  Nous  allons  entrer  dans  quelques  détails 
en  ce  qui  concerne  le  parti  à  tirer  des  lignes  d'influence  dans  cet 
exemple  simple  de  la  poutre  droite.  Cela  servira  de  guide  dans 
d'autres  cas  plus  compliqués. 

Nous  passerons  en  revue  les  trois  hypothèses  de  charges  et  de 
surcharges  que  l'on  a  ordinairement  à  envisager  lorsque  la  poutre 
fait  partie  d'un  pont,  savoir  : 

i**  Une  charge  permanente,  qui  est  supposée  uniformément 
répartie  à  toute  la  poutre  à  raison  de  p  kilogrammes  (ou  tonnes) 
par  mètre  courant; 

2"  Une  surcharge  uniformément  répartie,  à  raison  de  p  kilo- 
grammes par  mètre  courant,  mais  pouvant  s'étendre  à  des  zones 
variables  delà  poutre; 

3®  Une  surcharge  composée  d'un  convoi  type  comme  ceux  qui 
sont  réglementaires  en  France.  Sans  entrer  dans  des  détails  qui 
ne  seraient  pas  à  leur  place  ici,  ces  convois  sont  de  deux  sortes. 

Pour  les  ponts-routes,'  les  convois  sont  constitués  par  un  petit 
nombre  de  charges  se  répétant  périodiquement  et  indéfiniment. 
L'effet  produit  par  un  pareil  convoi  a  une  périodicité  régulière  et, 
pourvu  que  la  portée  de  la  poutre  corresponde  à  cinq  ou  six 
périodes,  tout  se  passe  approximativement  comme  si  l'on  ayait 
affaire  à  une  surcharge  variable  uniformément  répartie.  Dans  le 
cas  contraire,  on  aurait  quelques  essais  à  faire. 

Pour  les  convois  types  de  chemins  de  fer,  la  tête  du  convoi  est 
composée  d'essieux  de  locomotives  notablement  plus  lourds  ou  plus 
rapprochés  que  les  autres  essieux.  C'est  donc  le  cas  type,  car  c'est 
à  peu  près  le  seul  pour  lequel  les  lignes  d'influence  ne  fournissent 
pas  d'une  manière  immédiate  tous  les  résultats  désirables,  et  notitm- 
•ment  les  valeurs  extrêmes  de  l'effort  produit  par  les  surcharges 
données.  Les  lignes  d'influence  font  connaître,  par  leurs  diflé- 
rentes  zones,  les  dispositions  approximatives  qu'il  faut  donner  au 
convoi  pour  obtenir  l'efl'et  maximum  positif  ou  négatif;  niais,  pour 
préciser  ces  positions,  il  faut  recourir  à  quelques  essais. 

Voici  quelques  remarques  générales  qui  abrègent  considérable- 
ment les  tâtonnements  à  effectuer  sur  une  zone  d'une  ligne  d'in- 
fluence, lorsque  cette  ligne  est  polygonale. 

Soient   P4,   P2,    ...,  P«  les  surcharges  et  j^,,  y^-,    ...,  yn  les. 
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ordonnées  de  la  ligne  d'influence  qui  leuiw^orrespondent  pour  une 
position  du  Convoi,  définie  par  exemple  par  l'abscisse  a  de  l'essieu 
de  télé.  L'effet  produit  est 

Faisons  varier  a.  Si  la  ligne  d'influence  est  composée  de  lignes 
droites,  j'i,  y 21  •  •  •  7  J"//  sont  des  fonctions  linéaires  de  a,  et  il  en 
est  de  même  de  Y,  du  moins  tant  que  l'une  des  charges  ne  franchit 
pas  un  des  points  critiques  pouvant  faire  changer  la  définition 
analytique  de  la  fonction  y  qui  lui  correspond.  Ces  points  cri- 
tiques sont  les  deux  extrémités  de  la  poutre  et  les  différents  som- 
mets ou  points  de  discontinuité  de  la  ligne  d'influence.  La  ligne 
d'influence  de  l'effet  total  Y,  considérée  comme  fonction  de  a,  est 
donc  elle-même  composée  de  lignes  droites.  Ses  sommets  ou 
points  singuliers,  parmi  lesquels  doit  nécessairement  se  trouver  le 
maximum  cherché,  correspondent  donc  aux  valeurs  de  a  qui 
placent  l'une  des  charges  à  l'aplomb  d'un  des  sommets  ou  points 
singuliers  de  la  li^ne  d'influence  de  y. 

Cela  posé,  désignons  par  Vi  la  charge  particulière  qui  se  trouve 
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placée  à  l'aplomb  d'un  point  singulier  a/  de  la  ligne  d'influence  et 
supposons  d'abord  que  le  point  a/  soit  un  simple  point  de  brisure, 
sans  discontinuité.  Pour  que  la  position  correspondante  du  convoi 

corresponde  à  un   maximum ,  il  faut  que  la   dérivée  —  passe  du 

positif  au  négatif  quand  a  passe  par  la  valeur  a/. 

Désignons  par  [6  le  coefficient  angulaire  du  côté  de  la  ligne  d'in- 
fluence qui  est  au  droit  de  la  charge  P,  par  pi  et  jj^-^.,  les  coeffi- 
cients angulaires  des  cotés  qui  encadrent  le  point  a/.  Un  peu  en 
deçà  de  a/,  on  doit  avoir 
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Un  peu  au  delà  on  doit  avoir 

Ces  deux  conditions  impliquent  que 

Cela  permet  d'exclure  presque  à  vue  certains  sommets  et  de  ne 
retenir  que  ceux  pour  lesquels  la  différence  ^i  —  Pt  +  i  «st  la  j)lus 
forte,  en  ayant  soin  d'ailleurs  de  prendre  pour  P/  une  des  plus 
fortes  charges,  autant  du  moins  que  cela  est  possible. 

Supposons  maintenant  que  le  point  a/  soit  un  point  de  disconti- 
nuité, et  désignons  par  yi  et  yi+t  les  deux  ordonnées  qui  lui 
correspondent.  Quand  a  franchit  la  valeur  a/,  la  valeur  de  \  subit 
la  discontinuité  finie  Pi{yi^i  —  r/),  qui  est  proportionnelle  à  P/. 
On  est  donc  conduit  à  prendre  pour  P/  une  des  plus  fortes  charges 
et  il  est  souvent  très  facile  de  s'assurer  que  cette  discontinuité  est 
alors  supérieure  ou  égale  aux  variations  que  peu!  subir  \i  quand 
le  convoi  se  déplace  ensuite  jusqu'à  amener  une  nouvelle  charge 
en  a/. 

Étude  de  la  réaction  d'appui  R^.  —  Dans  le  cas  de  la  charge 
permanente,  R»  est  égal  au  produit  de  p  par  Faire  de  la  ligne  d'in- 

Kig.  68. 


ttuence  qui  est  un  triangle  de  base  /et  de  hauteur  unité.  Le  résultat 

est  donc  R©  =p-^  comme  nous  l'avons  trouvé  précédemment. 

Dans  le  cas  d'une  surcharge  uniformément  répartie,  la  lignt: 
d'influence  n'ayant  qu'une  seule  zone  positive,  on  voit  que  toute 
surcharge  ajoutée  donne  une  valeur  positive  pour  R©.   La  réac- 

.     PlOKAUD  1 I 
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lion  Ro  a  donc  pour  minimum  zéro  et  pour  maximum  la  valeur 
qui  correspond  à  la  surcharge  complète  rou\rant  toute  la  poutre. 

c'est-à-dire  Rq  ^^—' 

Enfin,  dans  le  cas  d'un  con\ol  de  chemin  de  fer,  Ro  varie 
encore  entre  le  minimum  zéro  et  un  certain  maximum.  Celui-ci 

# 

doit  a  priori  correspondre  à  la  position  du  convoi  qui  placera  le 
|)lus  de  charges  possibles  sur  la  poutre,  les  charges  les  plus  lourdes 
étant  dans  la  région  des  plus  fortes  ordonnées.  Autrement  dit,  la 
lète  du  convoi  doit  être  placée  dans  le  voisinage  de  Oo- 

Le  maximum  s'obtient  même  toujours  ({uand  le  premier  essieu 
est  placé  en  (io?  la  valeur  de  la  discontinuité  étant  égale  au  poids 
de  ce  premier  essieu.  l-.a  substitution  du  second  essieu  au  premier, 
jy  l'aplomb  de  Go,  ne  peut  conduire  qu'à  une  valeur  au  plus  égale, 
et  encore  faut-il  pour  cela  que  la  longueur  de  la  poutre  soir  assez 
faible  pour  qu'elle  soit  entièrement  couverte  par  le  groupe  des 
locomotives. 

On  voit  donc  que  la  déterminati*)n  du  maximum  ne  comporte 
aucune  incertitude.  • 


'  Étude  du  moment  fléchissant  dans  une  section  (  j. 
G  plus  voisin  de  (J|  que  de  G©,  c'esi-à-dire  x>  l  - 

Fig.  69. 
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Supposons 


s. 


La  ligne  d'influence  est  le  triangle  Go^lGi,  l'ordonnée  MG  étant 

3P  (  I  ——  or  \ 

égale   à  - — ,  et  les   coefficients  angulaires   des   côtés   M(i( 

et  MG|  étant  respectivement 

l  —  x 


^  = 


/ 


et         Pi  =  -^ 


l\)ur  la  charge  permanente,  on  trouve  évidemment 


-,        I     ,t{1  —  x\  x{l  —  x\ 

M  =     pi . ^p 


l 
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c*n  faisant  Tain*  <iii  lrianj»le.   La  ligne  représenlati\e  (1(*  M  esl  la 
parabole  dont  nous  a\ons  déjà  parlé. 

l^our  la  siircliar»^e  uniformément  répartie,  eomme  il  ny  a  qu'une 
ztuie  posili\e,  loule  surcliarj^e  ajoutée  donne  une  \aleur  posili\(^ 
pour  M.  Le  minimum  est  done  zéro  et  le  maximum  corres|)ond  à 
la  sureliarjre  complète,  de  sorte  que  les  écpiations  des  lignes  enve- 
loppes sontj^    -o  <rune  part  v{  y  :z^.  p'  — — J— —  d'autre  part. 

Dans  le  cas  d'un  convoi  de  chemin  de  fer  on  a  encore  comme 
minimum  zén).  Quant  au  maximum,  on  l'obtiendra  en  plaçant  le 
plus  de  charges  possibles  sur  la  poutre,  les  charges  les  plus  lourdes 
devant  être  le  plus  possible  conc(»ntrées  dans  la  région  dv  l'ordon- 
née maxima  (j\L  La  teHe  du  convoi  devra  être  tournée  \ers  la 
droite. 

Pour  |)réciser  la  position  du  convoi  fournissant  le  maximum^ 
nous  remarquerons  que 

l    -  X         X 


et  est  toujours  plus  grand  que  ^o  <^i^  Pi»  l^armi  les  trois  points 
singuliers  Go,  M  (4  (j,  de  la  ligne  d'infîuence,  c'est  donc  le  point  M 
(|ui  doit  jouer  le  rôle  prépondérant,  et  Ton  n'a  à  essayer  que  l<»s 
positions  plaçant  lin  essieu  tel  que  P,  à  l'aplomb  de  (i. 

Les  conditions  pour  que  P,-  fournisse  le  maximum  sont  les  sui- 
vantes :  Si  Ton  désigne  par  ïo-  la  somme  des  charges  placées 
à  gauche  de  Vi  et  par  ^a  la  somme  de  celles  qui  sont  placées  à  sa 
droite  sur  la  poutre,  on  doit  avoir 

ou,  en  remplaçant  po  ^^  ^^  par  leur  valeur  et  en  groupant  autre 
ment  les  termes. 


//  ^    I  —X       .      ^ 


iri4 
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Dans  le  cas  particulier  où  x  --  l   -  x,  ces  conditions  se  simnli- 
lient  et  deviennent 


2  -  "■.  <2<  2-  -' 


La  lijj^ne  enveloppe  correspondant  au  maximum  du  moment 
llécliissant  dans  chaque  section  se  détermine  ainsi  par  points,  et  il 
n'est  pas  nécessaire  d'en  avoir  un  très  <j;rand  nombre. 

En  réalité,  la  ligne  enveloppe  se  compose,  au  point  de  \ur 
analytique,  des  parties  utiles  de  deux  courbes  distinctes,  svmé- 
Iriques  par  rapport  au  milieu  de  la  poutre.  L'une  de  ces  courbe> 
représenterait  par  exemple  le  maximum  obtenu  quand  le  con\oi 
va  de  gauche  à  droite  (courbe  GgA(i|  );  l'autre  représenterait  le 
maximum  obtenu  quand  le  convoi  va  de  droite  à  gauclu* 
(courbe  (ijjA'Gi  ). 

Le  maximum  nuiximorum  ne  se  rencontre  donc  pas  tout  à  fait 
au  milieu  de  la  poutre,  mais  pour  des  sections  A  ou  A'  qui  s'en 
écartent  un  peu  à  droite  ou  à  gauche. 

On  peut  représenter  la  courbe  (i^AOi  d'une  manière  suflisani- 
menl  approchée  pour  une  élude  sommaire  au  moyen  de  l'expres- 
sion 


M  =  \  m 


T{  f  — X) 


>^      L 


l-rK 


,  r(  (  —  .r )  ( •>. .r  -  -  / "^ 


/» 


J 


ni  est  la  valeur  du  moment  maximum  au  milieu  de  la  poutre,  ain>i 
qu'on  le  vérifie  en  faisant  jr  z_=-. 

Quant  à  K,  cVst  un  coefficient  numérique  dont  la  valeur  est 


Fig.  70. 


voi.Nine  de  0,80,  et  qu'on  peut  déterminer  dès  que  Ton  connaît  le 
maximum  correspondant' à  une  seconde  section. 
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Il  suffît  doue  (le  deux  lignes  d'influence  ou  de  deux  essais  pour 
déterminer  les  coefficients  de  cette  formule,  et  Ton  peut  souvent 
se  contenter  d'un  seul,  si  Ton  prend  K  =  0,80. 

Étude  de  l'effort  tranchant  dans  une  section  G.  —  Reprenons  la 
ligure  fournissant  la  ligne  d'influence  Go^TGi  de  l'effort  tran- 
chant dans  la  section  G. 

Fig.  71. 


Il  ja  deux  zones,  l'une  négative  (jo^G  et  l'autre  positive  GTGi 
On  a  d'ailleurs 


/ 


/ 


T/  =  i. 


En  ce  qui  concerne  la  charge  permanente,  on  trouve  évidem- 
ment pour  l'eflFort  tranchant  le  produit  de  p  par  la  différence  des 
aires  GqICi  et  GTG|,  c'esl-à-dire 

La  ligne  représentative  est  la  droite  T^^Ti  dont  nous  avons  déjà 
parlé,  passant  par  le  milieu  de  la  portée. 

En  ce  qui  concerne  la  surcharge  uniformément  répartie,  il  est 
évident  qu'on  obtient  les  valeurs  extrêmes  de  l'effort  tranchant, 
soit  en  chargeant  la  zone  négative  GqG  exclusivement,  soit  en 
chargeant  la  zone  positive  exclusivement. 

Dans  la  première  hypothèse,  on  a 

'r  =  -p'-r 


1  (')() 


CHAPITRE   Vin. 


r.îi  li<»ni^  en\d<)|)p<*  est  une  parabole   à  axe  vertical.  Si  on  la 
ronsiruit  ea  prenant  TqT',  eomme  li<j;ne  de  référence,  cette  courbe 


Fig.72. 


sera  lellc  que  TqT|,  tanji^ente  en  Tq  à  la  droite  T„T,.  Rapporlée 
à  (jo^'i  eommc  li^ne  de  référence,  elle  fpurnira  pour  chaque 
s(»chon  Feflort  tranchant  minimum  sous  Faction  combinée  de  hi 
cliarji^e  permanente  et  de  la  surchart;e. 

Dans  la  deuxième  hypothèse,  la  surcharge  couvrant  G(xi,  <»n 

a  T  =r  p — rT~"  ^'^  obtient  la  courbe  T',,T|  symétrique  de  la 
précédente  par  rapport  au  milieu  O  de  Go(ji.  Rapporlée  à  (ioG,, 
<dle  fournit  pour  chaque  section  TelFort  tranchant  maximum  sous 
TacUon  combinée  de  la  charpie  permanente  et  de  la  surchar<;e. 

Dans  les  régions  GqII  et  H|  (ji,  le  minimum  et  le  maximum  sont 
<le  même  signe;  dans  la  région  centrale  HH|  ils  sont  de  signes 
4'onlraires. 

Dans  le  cas  d'un  convoi  de  chemin  de  fer,  il  faut  encore  exa- 
miner  séparément  la  zone  positive  et  la  zone  négative  de  la  lignes 
<rinHuence.  Prenons  la  zone  négative,  par  exemple.  Le  problème 
est  entièrement  analogue  à  celui  qui  a  été  examiné  à  propos  de  la 
réfaction  d'appui  R„.  On  obtiendra  Teffet  maximum  en  plaçant  la 
tète  du  train  vers  la  droite,  de  telle  sorte  <jue  son  premier  essieu 
^ienne  à  l'aplomb  de  G. 

Il  n'y  aurait  d'exception  à  cette  règle  que  si  le  train  type  possé- 
dait en  tète  un  j)remier  (»ssieu  exceptionnellement  léger. 

Soient  P,  la  cliarge  du  premier  essieu,  a  sa  distance  au  second. 
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el  SP  le  lotal  des  charges  engagées  sur  la  poutre  quaiui  le  deuxième 
essieu  vient  en  G.  Pour  que  le  cas  d'exception  se  piWuisît^  il 
faudrait  avoir 

P  SP 

Autremenl    dit,    le    ciuotient—  devrait   être    inférieur    à  -^j 

<*'est-à-dire  à  la  charge  moyenne  de  la  poutre  j)ar  unité  de  longueur. 

On  traiterait  de  même  la  zone  positive  de  la  ligne  d'influence, 
à  cela  prés  que  la  tète  <lu  Irain  serait  cette  fois  placée  vers  la 
gauche.  , 

Les  lignes  enveloppes  ont  en  gros  l'allure  des  paraboles  TqT'j  et 
T[^T|  trouvées  plus  haut  pour  le  cas  de  la  surcharge  uniforme 
incomplète.  En  réalité,  les  lignes  exactes  seraient  des  lignes  poly- 
gonales, car,  par  exemple  pour  la  courbe  TqTj,  le  maximum 
négatif  de  T  varie  linéairement  avec  x  dans  chacune  des  réglons 
pour  lesquelles,  la  première  charge  étant  à  l'aplomb  de  a;,  il 
y  a  les  mêmes  charges  engagées  sur  la  partie  gauche  de  la 
poutre.  En  particulier,  quand  G  est  très  voisîii  deGg,  X  étant  très 
petit,  l'efTort  tranchant  maximum  est  égal  au  produit  de  la  pre- 
mière charge  par  l'ordonnée  de  la  ligne  d'influence,  qui  varie; 
linéairement  avec  x.  Toutefois,  comme  en  pratique  on  trac« 
par  points  ces  lignes  enveloppes,  et  qu'on  substitue  aux  lignes 
polygonales  des  courbes  continues,  l'allure  générale  de  celles-ci 
conduit  à  les  tracer  tangentes  en  Tq  et  Ti  respectivement  à  la 
ligne  de  référence  commune  T^Ti.  Cela  ne  présente  aucun  incon- 
vénient pratique  et,  bien  que  ce  soit  inexact  d'une  manière 
absolue,  nous  emploierons  dans  plusieurs  circonstances  des  sim- 
plifications du  même  genre,  dont  la  justification  consistera  dans 
cette  constatation  que  l'aire  d'une  zone  d'influence  telle  que  Gq^O 
devient  un  infiniment  petit  du  second  ordre  quand  G  tend  vers  Go. 
Le  raisonnement  est  (rxact  quand  il  s'agit  d'une  surcharge 
continue,  répartie  d'une  manière  quelconque,  et  insuffisant  ou 
faux  pour  des  convois  à  charges  discontinues;  mais,  pratiquement, 
il  est  très  acceptable. 


II.  —  Etude  de  la  déformation. 


Ligne  élastique.  —  Nous  avons  vu,  dans  un  Chapitre  précédent, 
(jue,  pour  tracer  cette  ligne,  qui  est  à  une  échelle  convenable,  la 
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ligne  représentative  du  déplaceraenl  vertical  r,  il  suffît  de  cons- 
truire sur  le  réseau  des  verticales  (S)  un  polygone  funiculaire  de 

charges  fictives r~,  avec  une  distance  polaire  fixe,  ou  encore 

un  polygone  funiculaire  des  charges  fictives     -MrfÇ,  avec  une 
distance  polaire  variable  égale  à  El. 

Si  les  deux  extrémités  de  la  poutre  sont  fixes,  ce  polygone  funi- 
culaire devra  être  rapporté  à  sa  corde  V©  V  t . 


Fig.  73. 


(Gof 


En  théorie,  nous  supposons  toujours  que  la  dislance  polaire  est 
égale  à  l'unité  s'il  s'agit  d'une  distance  polaire  fixe,  ou  que  Mrfç 
et  El,  quantités  qui  ont  mêmes  dimensions  FL^,  sont  prises  à  la 
même  échelle  s'il  s'agit  d'une  distance  polaire  variable.  De  la  sorte 
i*  est  supposé  représenté  en  vraie  grandeur. 

Les  angles  coq  et  W|  que  fait  la  fibre  déformée  en  Gq  et  G^  avec 
sa  direction  rectiligne  primitive  sont  alors  représentés,  en  vraie 
grandeur  aussi,  en  ViVoHi  etHoViV©  en  menant  les  tangentes 
extrêmes  de  la  ligne  élastique.  Plus  exactement,  les  segments  V|H| 
et  VqHo  comptés  sur  les  verticales  (G|)  et  (Gq)  entre  la  corde 
VoV|  et  les  tangentes  extrêmes  de  la  ligne  élastique,  représentent, 
en  grandeur  et  en  signe,  les  quantités  /lOo  et  —  /iO|  respecti- 
vement. 

Si,  pour  les  commodités  du  tracé,  on  a  représenté  les  El  à  une 
échelle  n  fois  plus  petite  que  les  MrfÇ,  les  ordonnées  du  polygone 
funiculaire  seront  égales  à  w^,  et  les  angles  w©  et  (O4  seront 
déformés;  mais  on  aura  : 

ViH|=      n/wo, 
VoHo=  - /i/a)|,    . 
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tM  la  connaissance  de  ces  deux  segments  équixaiidra  toujours  ainsi 
à  celle  des  angles  Mq  et  (i>i  eux-mêmes. 

Il  est  bien  évident  qu'en  pratique  on  ne  j)Ourra  considérer  les 
forces  fictives  infiniment  petites  -  Mrf$,  mais  qu'on  les  rempla- 
cera par  des  forces  finies  —  MAÇ  égales  en  grandeur  et  en  situation 
à  la  résultante  des  forces  infiniment  petites  appliquées  àrintervallc 
fini  AÇ.  Nous  a\ons  déjà  plusieurs  fois  fait  observer  que  le  polv- 
gone  funiculaire  ainsi  obtenu  est  circonscrit  à  la  courbe  funicu- 
laire théorique,  les  points  de  tangence  se  trou\ant  sur  les  verti- 
cales séparatives  des  intervalles  A$.  On  peut  aller  aussi  loin  que 
Ton  veut  dans  cette  \oie  de  simplification,  lorsqu'on  ne  désire 
(pritn  petit  nombre  de  points  exacts  et  notamment  lorsqu'on  n'a 
besoin  que  de  connaître  les  tangentes  extrêmes  \  oH|  et  V|Ho  de 
la  ligne  élastique,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  quantités 

ViHi  =  /(iiç         et         Vono  =  — /wi. 

11  suffit  que  l'on  sache  déterminer  bien  exactement  les  verticales 
suivant  lesquelles  agissent  les  résultantes  des  forces  fictives  cor- 
respondant aux  intervalles  AÇ. 

En  particulier,  si  I  est  constant  et  si,  d'autre  part,  M  est  le 
moment  fléchissant  produit  par  une  charge  unique,  de  telle  sorte 
que  sa  ligne  représentative  ait  la  forme  en  chevron  MoMM|,  on 
pourra  se  contenter  d'envisager  les  deux  inter\  ailes  finis  Mo  m 
et  /?îM|.  La  résultante  F  des  forces  fictives  —  Mrfç  agissant  dans 


l'intervalle  Mq/w  a  comme  ligne  d'action  la  verticale  passant  aux 
deux  tiers  de  Mo  m.  De  même  F^  passe  aux  deux  tiers  de  M|m. 
l^  polygone  funiculaire  sera  alors  réduit  à  trois  côtés,  parmi 
lesquels  se  trouvent  les  tangentes  extrêmes  à  la  courbe  funiculaire 
théorique.  Il  peut  déjà  permettre  un  tracé  approximatif  de  celle-ci. 


IJO  CHAPITRE    VUI. 

Lig^e  d'influence  du  déplacement  v  pour  une  section  donnée  Cî. 

—  Puisque,  d'après  le  théorème  de  Mawvell,  celte  ligne  se  eoii- 
foud  avec  la  lij^^iie  élastique  qui  correspond  à  une  charge  uni  lé 
|)lacée  dans  la  section  G,  on  n'a  qu'à  appliquer  à  sa  construction 
les  indications  qui  précèdent.  Dans  ce  cas,  la  li^^ne  représentai i\c 
de  M  est  loujours  une  li^ne  en  chevron  telle  que  MqMM^. 

Lignes  d'influence  de  /(o«  et  de  Za)«.  Lignes  en  croix.  -  Ainsi 
que  nous  le  verrons  plus  tard,  on  a  fréquemment  besoin  de'savoir 
déterminer  les  quantités  /o)©  et  /W|  pour  des  comhinaisons  quel- 
conques de  charges  et  de  surcharges.  Au  lieu  de  les  déterminer 
dans  chaque  cas  par  la  construction  de  la  ligne  élastique  corres- 
pondante, il  est  préférable  de  tracer  leurs  lignes  d'influence,  qui 
fournissent  ensuite  sans  difficultés  toutes  les  déterminations  parti- 
culières possibles. 

Si  nous  nous  reportons  aux  équations  générales  de  déformation 
des  poutres  droites  et  si  nous  les  appliquons  à  la  poutre  entière, 
en  supposant  Çq  ^=  Ci  =  o,  nous  obtenons  les  deux  équations  sui- 
vantes : 

"<  =  "»   ^j[    "ÊT^ 


La  seconde  équation  donne 


luio  — 


f 

t/n 


Kl 


Celte  valeur,  portée  dans  la  première  équation,  multipliée  par  /, 
<lonne 

Si  l'on  suppose  (pie  Ton  a  une  charge  unique  égale  à  l'unité 
agissant  suivant  la  verticale  d'abscisse  a,  M  devient  la  fonction  par- 
ticulière jx  de  \  et  de  a,  dons  nous  avons  parlé  précédemment 
(Chap.  \II).  On  en  conclut  que  la  ligne  d'influence  de  Ito^^  s'olv- 
tiendra  en  contruisant  5«/r  le  reseau  des  verticales  ($)  la  courbe 

funiculaire  de  forces  Jictives  égales  à r^ — -9  avec  une  dis- 
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tance  polaire  égale  à  V  unités  ou  encore  de  forces  fictives  égales 

il       (l      ;)  d^^  avec  une  distance  polaire  i^a^'iable  égale  à  El. 

Pour  la  Vi^u*  d'influence  de  /oj,,  il  faut  envisager  de  même  des 

fiUH-es  fictives  é«;a]es  J»  Vr»  ^***  **  ^dq. 

M,. s  I 

Etiinl  donnée  Timportance  du  sujet,  nous  nous  arrêterons  un 
|>eu  à  l'examen  de  ces  lignes  d'influence. 

Fig.  75. 


La  ligne  de  charge  correspondant  à  Z(i>o  est  la  droite 
y  =  '  (/  —  $),  obtenue  en  joignant  G,  au  point  L©  tel  que 
G^Lq=L  La  ligne  de  charge  correspondant  à  /ct)|  est  la  droite 
y=z^  passant  par  G#  et  parallèle  à  la  précédente.  (Bien  entendu, 
dans  une  construction  eflective,  on  amplifiera  ou  l'on  réduira  leurs 
ordonnées  dans  tel  rapport  que  Ton  voudra.) 

Si  El  était  constant  sur  toute  la  longueur  de  la  poutre,  la  résul- 
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lanU*  des  cliarjçes  fictives p^-^ — ^  passerait  au  tiers  de  gauche 

de  GoG|,  de  sorte  que  les  tangentes  extrêmes  AoA',  et  A|  A'^  au 
premier  polygone»  funiculaire,  ligne  d'inllucnee  de  /tOo*  se  coupe- 
raient en  Fo  sur  la  \erlicale  de  ce  point. 

De  même  la  résultante  des  charges  (îclives  5— i    passerait    au 

tiers  de  droite  de  GoG|  et  les  tangentes  extrêmes  BoB',  et  B|  B'^^ 
du  second  polygoni^  funiculaire,  ligne  d'influence  de  /(0|,  se  cou- 
|)eraient  en  F|  sur  la  verticale  de  ce  point. 

On  appelle  lignes  en  croix  du  premier  groupe  les  deux  tan- 
gentes extrêmes  AqA^  et  A^A'^j  du  premier  polygone  funiculaire 
ei  h'  point  Fo  où  elles  se  coupent  s\ippelle  le  foyer  de  gauche  de 
la  traitée. 

On  appelle  lignes  en  croix  du  deuxième  groupe  les  droites 
Bo  Bj  et  B,  BJ,  et  leur  point  d'intersection  F|  s'appelle  le  foyer 
de  droite  de  la  travée. 

Les  segments  AqA.^  et  A|Aj,  découpés  par  les  lignes  en  croix 

du  premier  grou[)e  sur  les  verticales  (Go)  et(G|),  ont  une  signili- 

<!ation   très   utile   à   connaître.  En    théorie    (il   faut  le  répéter  à 

I  •  \  j         1^  i      •  {l  —  i)dl 

chaque  instant),   on  suppose  des  charges  nctives  -      — „:         el 

Ton  suppose  leur  polygone  funiculaire  tracé  avec  une  distance 
|)olaire  unité.  Dans  ces- conditions,  les  segments  découpés  sur  (G©) 
entre  deux  côtés  successifs  infiniment  rapprochés  du  polygone 
funiculaire,  représentent  les  valeurs  ahsolues  du  moment 

cl  AoA^  est  égal  à  l'intégrale 


/•!(/-;).> 
l—^"' 


prise  sur  toute  la  longueur  de  la  poutre.  Dans  nos  éludes  ulté- 
rieures, nous  désignerons  par  la  lettre  a  cette  intégrale,  de  sorte 
que,  faisant  abstraction  des  échelles  des  épures,  nous  poserons 
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On  > errait  de  même  que  le  segment  Aj  Aj  est  la  valeur  (Kune 
seconde  intéjçrale,  qu(»  nous  désignerons  par  la  leltre  b  el  (|ui 
serait 

0 


\,\\  =  0=  f   ^-^-^p-dl 


On  aurait  des  résultats  semblables  en  envisageant  les  lignes  en 
croix  du  second  grouj)e.  On  aurait  d^ibord 

et  ensuite 


Les  trois  constantes  a,  6,  c,  ainsi  délinies,  sont  de  véritables 
constantes  mécaniques  de  la  poutre  donnée.  Avec  ces  notations, 
il  est  aisé  de  calculer  les  abscisses  des  deux  fovers  Fa  et  Fi  de  la 
travée. 

Fo   divi>e  la  longu<'ur  l  de  la  poutre  dans  le  rapport  j  el  son 

abscisse  est,  par  suite,  donnée  par  Téquation 

?  =  7'  «Ion  x=l j- 

t  —  X         b  a  -r-  b 


De  même,  F|  divisant  la  longueur  /  dans  le  rapport  —,  on  aurait 
son  abscisse  x"  j)ar  Téquation 

=   -  ,  (1  ou  X  =  l • 

/  —  X         a  a  ^  c 

Quant  aux  rapports  des  ordonnées  des  lignes  en  croix  à  leurs 
abscisses  comptées  à  partir  des  points  de  tangence  AoA^Bo  ou  B|, 
rapports  que,  pour  abréger,  on  peut  appeler  leurs  coefficients 
angulaires.,  ils  ont  respecti\ement  pour  valeurs  : 


Pour  AoA', 


h 
L 


t       AiA'o  et  BoB'i -^ 

-    B,n;, -^ 
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Ces  rapports  sont  les  \aleurs  poura::^o  et  pour  y.=  l  dr> 
(lenvées  — -, —  et  — ~  resneetivemeiit. 

CIT.  (17.  *■ 

Les  lignes  en  eroix  fournissent  encore  lu  \aleur  de  trois  autres 
intégrales,  qui  s'introduisent  dans  les  calculs  et  qui  s'exj)rinieiiL 
(în  fonction  de  «,  ù,  c.  Ce  sont 

'  (^  — 0 rjy      ^-^^' 


J.    E 


a  -f-  (' 


l 
d\  _^  'la  -h  b  -^  c 


Bien  entendu,  il  v  a  souvent  des  simplifications  en  pratique. 

ly abord  ii  arrive  souvent  que  la  poutre  est  symétrique  par 
rapport  à  son  milieu,  les  valeurs  de  I  étant  égales  à  la  même  «lis- 
lance  de  part  et  d'autre.  Dans  ces  c<uiditi(uis,  les  deux  j)olygones 
funiculaires,  lignes  d'influence  de  /coq  et  /tOi  sont  symétriques  par 
rapport  au  milieu  de  la  poutre  et  Ton  a  &  =  c. 

Si,  en  outre,  I  est  constant,  on  peut  profiter  des  simplifications 
dont  nous  avons  parlé  [)our  <!onstruire  directement  les  lignes  en 
croix,  en  envisageant  simpleuient  la  résultante  des  charges  ficli\  es. 
Les  foyers  sont  alors  respecli\ement  au  tiers  et  aux  deux  tiers 
de  la  portée. 

On  reconnaît,  de  plus,  l)ien  facîilemeni,  que  les  lignes  d'in- 
Huence  de  Iioq  et  de  /tO|  sont  alors  des  arcs  de  parabole  cubique. 
On  peut  donc  très  aisément  les  construire,  car  on  ccuinaît  apriori 
leurs  points  extrêmes  et  leurs  tangentes  en  ces  points. 

Dans  les  cas  où  la  section  n'est  pas  constante,  il  est  toujours 
très  utile  de  confronter  les  résultats  obtenus  avec  ceux  qui  cor- 
respondraient à  une  section  constante,  qui  serait  une  sorte  de 
moyenne  de  toutes  les  sections  de  la  poutre.  Les  foyers  ptuirront 
être  très  voisins  des  points  situés  au  tiers  et  aux  deux  tiers  de  la 
poutre,  et  les  courbes  pournmt  être  très  peu  différentes  d'arcs  de 
paraboles  cubiques,  symétriques  l'une  df^  l'autre  par  rapp<n't  au 
milieu  de  la  poutre.  Quand  ces  circonst^iiices  se  présenteront,  (ui 
pourra  poursuivre  tous  les  calcids  ultérieurs  en  substituant  à  la 
poutre  réelle  une  poutre  à  section  constante  équivalente. 
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Si  cela  n'a  pas  lieu,  et  si,  notamment,  les  loyers  réels  s'éearlenl 
nolablemenl  des  points  situées  au  tiers  et  aux  deux  tiers  de  la 
poutre,  il  pourra  néanmoins  arriver,  et  Ton  pourrait  presque  dire 
<|ue  ee  sera  le  eas  le  plus  habituel,  que  les  courbes  seront  très  peu 
iliflerenles  des  arcs  de  paraboles  oubicpies  ayant  mêmes  points  et 
mêmes  tan«;entes  à  leurs  extrémités.  On  |)()urra  substituer  ces  arcs 
lie  paraboles  cubiques  aux  lignes  d'innuences  réelles  de  /wo  et/(0|, 
♦•I  alors  tous  b*s  calculs  ultérieurs  pourront  bénéficier  de  simplifi- 
f-ations  prescpie  aussi  importantes  que  s'il  s'agissait  de  poutres  à 
>ertion  conslanle. 

Supposons,  en  elï'el,  qu'une  inconnue  quelconque  \  soit  liée 
à  /coo  et  /tO|  |)ar  une  relation  linéaire  de  la  forme 

X  =  A  -H  B/too-i-  C/(Oj. 

La  ligne  d'influence  d(;  X  pourra  être  remplacée,  tout  comme 
ri'lles  de  /to,,  et  /o>|,  et  avec  une  approximalicni  du  même  ordre^ 
|)îir  un  arc  de  parabole  cubique,  et  pour  tracer  cet  arc  il  suffira 
lie  déterminer  ses  deux  points  extrêmes  et  ses  deux  tangentes 
extrêmes.  Cetle  déterminaticm  sera  facile  et  ne  nécessitera  que  la 
connaissance  des  mêmes  éléments  pour  /(Oo  cl  /w,. 

Dans  celte  simple  remarque,  se  trouve  le  germe  de  simplilî- 
«•alions  pratiques  considérables.  Il  conviendra  de  s'en  sou- 
venir lorsque  nous  exposerons  certaines  tliéories,  plus  ou 
moins  compliquées  en  apparence,  sur  des  poutres  à  section 
variable. 

• 

Résultats  dans  le  cas  particulier  des  poutres  à  section  constante. 

—  Lorsque  1  est  constant  et  peut  sortir  des  signes  d'intégration, 
il  ne  reste  plus  sous  ces  signes  que  des  expressions  algébriques 
simples  et  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  effectuer  les  calculs. 
On  a,  par  exemple. 


et 
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On  en  déduit  aussi 


/,    El  "'     J^        El      "'       -i  Kl 


J    Kl  ~    /  * 

On  peul   rgaIcMiieiil  irouv*^*  l'expression  de  -     /wo  et  /co|  dans 
différents  ciis  simples  de  sureharge. 


i**  Cas  d^une  charf>e  isolée  V  agissant  suivant  la  verticale  i'x), 
d'abscisse  7.=:zmL  -  (lonsidérons  d'abord  l'expression  de /fo,, 
(jui  s'écrit 


Dans  rhypolliésr  où  nous  sommes  pla4*és,  le  moment  fïéehis- 
sanl  M  esl  le  produit  <le  P  par  la  fonclion  parlieiilière  a  de  ;  el 
de  a,  dont  <ui  se  rappelle  l'expression  : 

Pour  o  -<;  <;  a, 

/-fit 


pour  a  '<  5  <!  /• 


L'intégrale  /wi  peul  donc  se  déduire  de  la  formule 


el  l'on  IrouNC  aisémenl 


l>  /3         , 
/lO,  =   —--  ///(  I  —  /;|  )  (  I  -f-  /;i  ). 


Pour    faciliter   lès   ealruls  analogues   que    nous   renconlrrroiis 
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iiltérieurenieiit,  nous  envisagerons  plus  généralement  Tlntégrale 


y 


On  a,  comme  précédemment, 


ou  en  développant 


a/H-*  rt  /•      /'-^2 


• —    ^  — i—   -  \  t A  /  /     — 

linalement. 


y  = 


(« -i-i)(«*-^-^o 


En  appliquant  celle  formule,  on  retrou\e  la  valeur  précédentes 
(le  /cO|  et  Ton  trouve  aisément  la  valeur  de  /coq.  On  a,  en  eflet. 


r 


<i  ou 


i  X  v>  -2X3  (i 


f  >  /.1 


On  aurait  d'ailleurs  pu  déduire  plus  simplement  cette  formule 
de  celle  qui  donne  /|0>|,  en  changeant  tout  simplement  în  en 
i  —  m,  c'est-à-dire  en  supposant  la  poutre  relournée  bout  pour 
bout. 

Les  équations  trouvée?^,  où  P  esl  fait  égal  à  Tunité,  sont  celhvs 
<les  lignes  d'inlluence  de  /o^o  ^^^  '^i«  On  voit  que,  d'une  poutre  à 

une  autre,  elles  ne  diffèrent  que  par  le  facteur  —r  et  qu'il  suflil 
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d'étudier,  dans  sa  partie  utile  (c'est-à-dire  de  m  =  o  à  m  =  i  ) 
la  fonction  y  =i  m  (i  -  m)  (2  —  /«)  qui  entre  dans  l'expression 
de  l(ùQ.  La  courbe  qui  la  représente  afi'ecte  laforme  ci-dessous. 


Fig.  ;«. 


Sa  tangente  en  Ao  a  un  coefficient  angulaire  égal  à  2.  Sa  tan- 
gente en  A|  a  un  coefficient  angulaire  égal  à  —  i.  De  plus,  celle 
seconde  tangente  esr  une  tangente  d'inflexion.  I^a  courbe  a  un 
maximum   pour   m  =  0,4226    et  la   valeur   de   ce    maximum    est 

^— o,384(). 

Quand  on  connaît  l'expression  de  Wq  on  peut  trouver  facilement 
Fexpression  du  déplacement  vertical  v  dans  une  section  quel- 
conque G  d'abscisse  x.  On  a  en  effet  la  formule  générale  de  défor- 
mation 


=  Woor-h  / 


£1 


dl 


Dans'  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes  placés  d'une  charge 
unique,  agissant  suivant  la  verticale  (a),  il  j  aura  à  distinguer  le 
cas  où  X  est  inférieur  à  a  du  cas  où  il  lui  est  supérieur. 

Si  J7  <;  a,  on  a  partout  entre  o  el  x 


M  = 


et  l'on  trouve  facilement 


i 


— ET— ''' 


Kl       /       f) 


On  en  déduit 


^^-■^^l[^^it-^)(^l-^)-'''(f-')] 
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OU 

p/S  Fx  r'  1 

*"  =  -  ^^["l  "*('  -  '")  (2  —  /M)  —  '77(1  —  "Oj  • 

Si  Ton  avait  x  >  cl  on  supposerait  la  poutre  retournée  boul 
pour  bout,  et  Ton  aurait  à  changer  a  en  /  —  a  (ou  bien  m  en  i  -  m) 
et  a:  en  l  -  -  x^  ce  qui  donne  comme  résultat 

"  =  - ?EÏ  [(' ~  t)  "'(■-- "'^('^ '">-(• -7)'"']- 

(]e  dernier  résultat  peut  encore  se  déduire  du  premier  en  invo- 
quant le  théorème  de  Maxwell,  et  en  cherchant  le  déplacement  de 
la  section  (a)  sous  Taction  d'une  charge  I*  placée  dans  la  sec- 
lion  (x).  Il  suffit  d'intervertir  a  et  a:  dans  la  première  formule.  H 
es{  aisé  de  vérifier  qu'on  retombe  sur  la  même  expression. 

Ces  deux  expressions  de  v  représentent,  quand  m  est  donné, 
les  équations  des  deux  arcs  de  la  ligne  élastique  de  part  et  d'autre 
du  point  d'api)lication  de  la  charge.  Quand,  au  contraire,  x  est 
donné,  elles  représentent  pour  la  section  correspondante  les  deux 
arcs  de  la  ligne  d'influence  de  son  déplacement. 

Pour  faciliter  les  calculs  nous  donnons  dans  le  Tableau  ci-joini 
les  valeurs  de  la  parenthèse  figurant  dans  la  première  expressioii 
de  ^. 


i8o 
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TABLE  DONNANT  LA  VALEUR  DE  L'EXPRESSI 


m. 


0 


0,05 
0,10 


O.'ÎO 
0,?5 
0,30 
0.35 
0,40 
0,45 
0,50 
0,55 
0,00 
0,05 
0.70 
0,75 
0.80 
0,S5 
0,00 
0.05 
1,00 


0,05 

0,10 

» 

0|0045l3 

o,ooH^37 

0,0 1620 

0,01169 

0,02274 

0,01  ^lo 

0,02800 

o,oi63i 

o,o32o6 

0,01776 

o,o35oo 

0,01869 

0,03689 

0,01912 

0,03780 

0,01911 

0,03781 

o,oi8(i9 

0,03700 

0,01789 

o,o35'|'i 

0,01675 

o,o332o 

o,oi53i 

o,o3o36 

0 , 0 1 36 I 

0,02700 

0. 01 169 

0, 02319 

0,009575 

0.01900 

0,007012 

0,0145 1 

0,00/19:^7 

0 , 009800 

o,ooi:'|87 

0.00 '1937 

»> 

» 

0,15 


o,o325i 
o,o4o5o 
0,04669 


o,ooi 19 
o,o54ii 
0,05557 
0 , 05569 
o , o54  56 
o,o523i 
0 , o49o5 

o,oî489 
0,03994 
0,0343 I 
0,0281a 

0,021 4}) 

o,oi45i 
0,007012 


0,20 


0,03I20 


O , 06962 


O , o658o 


0,06988 


0,07200 


0,07232 
o , 07 I 00 
o , 068 I 7 
o , 06400 
o,o58f52 

0,o5220 

o,.)4487 
o,o368o 
0,0281» 


0,01 9(K) 


0,OOf)D70 


X 

■  -  —  i 

l 


0,25 


o, 07031 


0,07831 
0,08369 
0,08662 
0,08731 

0,08894 
0,08269 


0,07773 


o , 07 I 3 I 

o,o6356 
o,o5'|69 
0,04487 
o,o3'|3i 

o, 02319 
o , o I I 6S 


0,30 


0,08820 

o , 09Ô06 

0,09900 

0,10024 

o,099f) 

o , 0955 I 

o , 09000 

OjoSiCx) 

0,07380 

o,o6356 


0,0.)220 


0,03994 
0,02700 
o,oi36i 


0,35 


o, io35 
0,1087 
o, 1107 
o , I 098 
o,  io63i 
0,10045 


0,09249 


f» ,  o8'j69 
0.07 '3i 
0, 05862 

o,o',189 
o,o3o36 

o,oi53i 


0,40 


0,1132 

0, 1 182 

0,1 180 


0,11 '175 


O , I 0880 
o.  ioo'|5 
0,09000 

o,0777J 
0,06400 

0,0.1905 

o,o33.ïo 

0,01675 


0,45 


0,50i 


0.12S.» 


0.1332 


0,1  MO '19 


41,193 


O,  \  J.« 


0 , 1 1  '1  -5    o ,  1 1  î^ 


o,  io(î3i 


0,090.)  I 


0.08269 


o ,  MX{ 


0.<HH| 


«i 


,oS; 


0,06817     <».0' 


o,o5:»3i 


0.0354 '1 
0,Oi7}*'ri 


O.ti  >! 


0.0  >' 


0.01' 
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m 


(  I  —  ''* ) ( 'i  —  rn)  —  (  ^  j  ( I  —  m). 


X 

7 


),ô5 


0,60 


fTÎDl 


ïi83: 


110^*1 


lOOQj 


07232 

03781 

•  IC)|I 


0,65 


o. iiSqo 


o ,  1 0^67 

0,09900 

0.08662 


0.07200 


o,ooo.>7 


o I 03780 


0,01912 


o, io35i 
o , 09606 
0,08369 
0,06987 
o  5  o54 1 1 
0,08689 
0,01869 


0,70 


0,75 


0,08820 
0,07831 


o , 06080 


o ,  o  J 1 1 9 
o,o35oo 
0,01776 


o,o7o3i 
o , 03963 
o . 04669 
o,o3ao6 
o,oi63i 


0,80 


0,00I3O 

o,o'io5o 
0,03800 
o,oi43o 


0,85 


o.o325i 


0,02374 
0,01169 


0,90 


0,01620 
0.008437 


0,95 


1,00 


o,oo45i2 
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A  tilre  d'exercice  nous  indiquerons  encore  comment  on  [)arvien- 
drail  directement  dans  le  cas  de  I  constant  à  Texpression  de  v  en 
utilisant  Téquation  diflerentielle 


A  gauche  de  la  charge,  pour   a*  <.  a  on  a  Mz=i-^ — ^  x.  Par 
suite,  on  a  nécessairement,  puisque  c  rt::  o,  pour  :c  =  o, 

LIv  =  Bx  H ^ — -, — 

l  6 

B  étant  une  constante  à  déterminer. 

Pa 

A  droite  de  la  charge,  pour  x  >•  a  on  a  M  =  -j-  (  /  —  x).  Par 

suite,  on  doit  avoir  de  ce  coté 

EIi^  =  C(/-.r)-+-P^  ^'    ^^^  , 


i]  étant  une  nouvelle  constante.  On  déterminera  Bel  G  en  écrivant 


que  pour  x  =  cl  les  deux  expressions  de  i^  et  de  -r-  ont  même 


valeur,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 

^-^^— 67 —  -^^^  -«)  +  P ^y— , 

21  il 

En  multipliant  la  seconde  équat'on  par  /       a  et  en  l'ajoutant  à 
la  première  on  élimine  G  et  il  vient 

B/-»-P--^^[3/a-2a«J=-P-^-^y— i-  X  i, 

(roù 

Finalement,  on  a,   à  gauche  de  la  charge,  l'expression  pn'cé- 
demment  trouvée,  sa\oir  : 

p 
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2**  Cas  d^une  charge  uniformément  répartie  p,  —  On  a  alors 
et  Ton  en  déduit  facilement 

/?/*     \X  .T*    /  X\\  pi*     X(  X\\  X(  xW 

*-=-élîî[7-7î("-7)J=-r4-ËÏ7('-7Jl'-^7('-7)j- 

Au  milieu  de  la  poutre,  pour-r  :=  ->  on  a 

5     pl^ 

^  ^      384    Kl  ' 

On  pourrait  encore  pour  trouver  v  partir  de-  l'équation  diffé- 
rentielle de  la  ligne  élastique,  qui  peut  se  mettre  dans  ce  cas  sous 

la  forme 

d^-v  x(l  —  x) 

dx'       ^  1 

On  en  déduit 

CI         D         jo/a-»       px* 

l'2  -24 

(]omme  on  doit  avoir  (^  =  o,  pour  ;r  =:  /,  il  en  résulte 

'24         l '^  24 

et  par  suite 

_,-  pV*  f  X     •  ix^         x^   \ 

^'''  =  - •.T(7-7r  +  ;i47J' 

même  résultat  que  précédemment. 

On  pourrait  encore  partir  de  l'équation  différentielle 

171''''' 

qui  ne  suppose  pas  connue  d'avance  Texprcssion  du  moment  fle'»- 
c hissant  M.  On  en  déduirait 

24 
et  l'on  déterminerait  les  quatre  constantes  en  écrivant  que  pour 
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j7  =r  o  et  |)our  X  ^^  L  on  a 

-  =  -    et    —  = 

Les  conditions  relatives  à  x  =  o  donnent 

A  =  o        et        G  =  (), 

et  les  deux  autres  fournissent 

»  V».  À  i 

Déformation  d'une  poutre  d'égale  résistance.  -  Lorsque,  sous 
un  syslème  de  charj»es  donné,  la  fatigue  niaxima  se  trouve  la  même 
dans  toutes  les  sections,  on  dit  que  la  poutre  est  A' r gale  résistance . 
expression  qui  a  un  sens  tout  relatif,  car  elle  ne  se  rapporte  qu'au 
système  de  charges  considéré.  / 

Cette  hypothèse  équivaut  à  poser 

M  h  MA' 

])()ur  les  fibres  extrêmes  de  chaque  section,  ou 

M  M 

en  désignant  par  H  la  hauteur  totale  de  la  section,  ou  enfin 

M  _  Rj-R' 
T^.      Il       ' 

Le  deuxième  membre  se  réduit  à  -fr-  si  R'^:=  R. 

H 

On  peut  donc  dans  tous  les  calculs  de  déformation  substituer 

R  -4-  R'        M 

—  ^  ITT'    ^-"^   quantité   R+R'   est   supposée    une   constante, 

représentant  le  double  de  la  fatigue  moyenne  dans  chaque  section. 

()uant  à  H,  on  lui  attribuera  la  forme  analytique  résultant  du  tracé 

M         R  -+-'  R' 
de  la  poutre.   Si  H  est  constant,   la   quantité  rrr  =^  — rrq —  peut 


El  ~      KH 
Nous  avons  vu   que  le  déplacement  vertical    v  est  le  moment 

El 


sortir  de  tous  les  signes  d'intégration. 

acement  vertic 

fléchissant  dû  à  une  charge  fictive  continue  T^d\,  Dans  Thypo- 
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tliôse  actuelle,   la  charge  fictive  sera  iiniforménienl  répartie  sur 

toute  la  longueur  à  raison  de  par  unité  de  longueur. 

La  ligne  représentative  d(î  v  sera  alors  une  parabole  dont 
Tordonnée  au  sommeiy  aura  pour  valeur 

.      H  -h  R'       /» 

(]ette  formule  présente  un  certain  intérêt  en  ce  qu'elle  permet 
de  calculer  approximativement  la  flèche  d'abaissement  au  milieu 
de  la  poutre  quand  on  a  simplement  une  idée  de  la  valeur  moyenne 
de  la  fatigue  élastique.  Inversement,  si  dans  un  essai  de  poutre  on 
a  mesuré  la  flèche,  on  en  déduira  approximativement  la  valeur 
moyenne  de  la  fatigue  élastique,  mais  bien  entendu  cela  suppose 
que  la  fatigue  élastique  est  sensiblement  la  même  d'un  bout  à 
l'autre  sous  la  surcharge  d'épreuve  qui  a  été  employée. 


CHAPITRE  IX. 

CONSOLES.  POUTRES-CONSOIJÎS.  PONTS-GRUES. 


1.  —   COXSOLES  SIMPLES. 

ITne  console  simple  esl  «ne  poutre  droite  complètement  libre  à 
l'une  de  ses  extrémités,  celle  de  gauche  par  exemple,  et  fixée  seule- 
ment à  son  autre  extrémité. 

•'"«g-  77- 


% 


+ 


P  0  i. 

a) 


Puisqu'il  n'y  a  aucune  réaction  à  l'extrémité  Gq,  la  force  exté- 
rieure et  ses  composantes,  moment  fléchissant  et  eflbrl  tranchant., 
ne»  dépendent,  dans  une  section  transversale  G,  que  des  charges 
appliquées  à  gauclie  de  cette  section. 

Charge  isolée.  -     Une  charge  P  appliquée  suivant  la  verticale  (a) 

produira,  dans  la  section  G  d'abscisse  a?,  un  moment  fléchissjint 

négatif 

M  =  P(a — jt),         si         a  <  ^, 

et  un  moment  fléchissant  nul  si  a  ^  x. 

La  même  charge  produira  un  ellort  tranchant  négatif 

T=— P 

si  elle  est  à  gauche  de  G  et  un  effort  tranchant  nul 

T  =  o 
si  elle  est  à  droite. 

Cliarge  uniformément  répartie  />.  -—  Le  moment  fléchissant 
dans  la  section  x  est 

Teffort  tranchant  esl 

T  =  — px. 
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lâgxid  d'influence  du  moment  .flédiissant.  -  Son  équation 
est  M  =  a  —  X  enlre  G|  et  G  et  M  :=  o  entre  G  et  G|  /  C'est  donc 
l'ensemble  des  deux  segments  de  droite  MG  et  GG|.  On  a 

Go  M  =  Go  G  =  X. 
Pour  obtenir  le  maximi^m  du  moment  fléchissant  dans  la  sec- 


lion  (i,  il  convient  donc  de  charger  autant  qu'on  le  pourra  la  zone 
G^G,  les  plus  fortes  charges  étant,  s'il  y  a  lieu,  placées  le  plus  près 
possible  de  Textrémilé  G©.  La  charge  de  la  zone  GG|  est  indiffé- 
rente. 

Ligne  d'influence  de  l'effort  tranchant.  -  Si  Ton  trace  la  ligne 
TjjTi  parallèle  à  G»G|  et  à  la  distance  unité,  la  ligne  d'influence 
de  Teflort  trancliant  se  composera  des  deux  segments  de  droite 
ToT  et  GG« . 

Pour  obtenir  le  maximum  de  Tefforl  tranchant,  on  devra 
charger  autant  qu'on  le  pourra  la  zone  (jqG,  la  répartition  de  la 
charge  totale  étant  d'ailleurs  indifférente,  l^a  charge  de  la  zone  G(j« 
est  également  indifférente. 

Réaction  en  G«.  -  -  La  réaction  de  l'appui  G^  se  composera  : 
i"  d'une  force  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de  toutes 
les  charges  appliquées;  2®  d'un  moment  égal  et  directement  opposé 
au  moment  total  de  toutes  les  charges  appliquées  par  rapport  au 
point  Gf . 

Déterminations  graphiques.  —  Si  Ton  trace  un  polygone  funi- 
culaire des  charges,  le  moment  fléchissant  sera  pour  une  section 
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donnée  le  segment  mm  compris  entre  le  premier  côlé  el  le  dernier 
côté  du  polygone  funiculaire  partiel  afférent  au\  chargCN  situées  à 
gauche  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  le  premier  coté  et  le 
polygone  funiculaire  lui-même. 

Fig-  79- 


l-.e  polygone  funiculaire,  rapporté  à  son  premier  côté^  cons- 
lilue  donc  la  ligne  représentative  des  moments  fléchissants. 

\jit  polygone  des  forces,  qui  constitue  Téchelle  intégrale  de> 
forces  à  partir  de  Texlrémité  de  gauche,  constitue  par  cela  même 
Y vqXxqWg  fonctionnelle  de  l'effort  tranchant. 

Les  réactions  de  l'appui  G^  ne  sont  autre  chose  que  le  moment 
né(Jiissant  et  Teffort  tranchant  en  Gi  changés  de  signe.  Ceux-ci 
sont  également  donnés  par  les  constructions  précédentes. 


Étude  de  la  déformation.  Dans  un  cas  donné  de  charge,  on 
obtiendra  toujours  la  forme  de  la  ligne  élastique,  d'après  le  prin- 
cipe général,  en  construisant  le  polygone  funiculaire  des  charges 

lictues r^Y^,   M  étant  le  moment  fléchissant  dû  aux  charges 

dans  la  section  (  $). 

Pour  avoir  la  ligne  représentative  de  r,  il  suffit  de  rapporter  le 
polygone  funiculaire  à  une  ligne  de  référence  appropriée.  Ici  nous 
supposons  que  la  console  est  encastrée,  c'est-à-dire  que  son  extré- 
mité Gi  ne  bouge  pas  et  qu41  en  est  de  même  d\in  point  infini- 
ment voisin  de  G^.  La  ligne  de  référence  cherchée  doit  donc  être 
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la   lan^eule  exlrrmo   du  polygone  funiculaire,   au   point   qui    esi 
si  lue  sur  la  verticale  (G|  ). 

Si  r^Mi  supposait  rencastrement  imparfait^  c'est-à-dire  si  Ton 
supposait  que  la  (ihre  moyenne  déformée  piil  tourner  d'un  certain 

Fi  g.  80. 


angle  o}^  autour  du  point  (î|,  les  ordonnées  du  polygone  funicu- 
laire, comptées  à  partir  de  sa  tangente  extrême,  représenteraient 
toujours  les  déplacements  verticaux  à  partir  de  la  tangente  à 
la  fibre  moyenne  déformée.  Pour  avoir  les  déplacements  verticauv 
totaux,  il  suffirait  d'y  ajouter  les  déplacemenis  verticaux  subis  par 
les  points  de  celle  tangente  dans  sa  rotation,  c^est-à-dire  de  prendre 
(*omme  ligne  de  référence  une  droite  passant  en  G|  et  correspon- 
dant à  l'angle  -a)|.  (Si  l'épure  n'est  pas  faite  en  \  raie  grandeur, 
comme  c'est  ordinairem(*nt  le  cas,  il  faut  évidemment  tenir  compte 
de  la  déformation  de  la  figure  par  voie  d'amplification  ou  de  réduc- 
tion d'ordonnées.  ) 

Dans  le  cas  particulier  où  I  est  constant,  on  peut  faire  les  inté- 
grations dans  divers  cas  simples  de  surcharge. 


Fig.  81. 


G. 

-I 


<■ —  X 
^ ..... . 


Prenons  comme  origine  des  abscisses  le  poinl  d'en(!asl rement, 
c'est-à-dire  supposons  la  poutre  retournée  bout  pour  bout.  Au 
point   d'encastrement   on   a    une    rotation    nulle,    de    sorte    que 
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r expression  de  ç  se  réduit  à 


.■=^'^(x-î)rfî. 


i"  Cas  d^une  charge  isolée  P  d'abscisse  a.  —  Supposiins 
d'abord  a>  jr.  Dans  tout  Tintervalle  de  o  à  x  on  a  M  =  P(.r  a). 
En  efiectuant  rintégratlon,  on  trouve  facilement 


Si  Ton  suppose  mainlenanl  a  <  x.  on  appliquera  par  excmph' 
le  ihéorènie  de  Maxwell  et  Ton  cherchera  hî  déplacement  de  lu 
section  a  sous  l'action  d'une  charge  P  placée  dans  la  section  x. 
On  trouvera 

2*  Cas  d'une  charge  uniformément  répartie  p,  -  On  a  tout 
le  long  de  la  poutre 


U 


L'intégration  conduit  à  la  formule 

Le  déplacement  de  Textrémité  libre,  pour  laquelle  x  =^  L  est 

phi 


^      8  ii\ 


II.   —    l'OUTKKS-CONSOLKS. 


l.'ne  poutre-console  est  une  poutre  droite  reposant  sur  deux 
appuis  simples  G^et  G|  qui  ne  correspondent  pas  à  ses  extrémités 
et  qui  divisent  sa  longueur  en  trois  parties  distinctes  :  une  partie 
centrale  comprise  entre  les  appuis  et  deux  consoles  en  porte  à 
faux  G' Go  et  Gi  G",  dont  nous  désignerons  les  longueurs  respec- 
lives  par  /,  /'  et  /". 

Réactiont  des  appuis.  —  Ces  réactions  se  déterminent  par  les 
seules  équations  de  la  statique^  tout  comme  si  les  appuis  corres- 
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pondaient  aux  extrémités  de  la  poutre.  En  prenant  G<,  comme  ori- 
gine des  coordonnées  et  en  désignant  par  a  Tabscisse,  positive  ou 
négative  de  la  charge  P,  le  moment  de  celte  charge  par   rappiirl 


Fig.  8'i. 


à  Go  sera  toujours  Pa.  L'équation  des  momenls  appliquée  à  (i, 
donne  donc  toujours 


Ro=P 


on  aurait  de  même 


/ 


Pa 


La  ligne  d'influence  de  R|  sera  donc  toujours  la  droite  Go  R|, 
avec  la  condition  G,Ri  r=  i,  mais  cette  droite  devra  être  prolongée 
dans  l'étendue  des  travées-consoles.  Dans  Tétendue  de  la  iravée- 
console  de  gauche,  R|  est  négatif,  de  sorte  qu'il  pourra  y  avoir  à 
considérer  un  maximum  négatif  en  même  lemps  qu'un  maximum 
positif.  Il  pourra  se  faire  que  Ton  ait  besoin  de  prendre  des  dispo- 
sitions pour  empêcher  le  soulèvement  de  la  poutre  sur  cet  appui, 
dans  certains  cas  de  surcharges. 

Il  en  est  évidemment  de  même  pour  R^,. 
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Dans  le  cas  de  charges  simultanées  on  n'a  évidemment  qu'à  faire 
les  sommations  relatives  aux  différentes  charges  après  avoir  multi- 
plié chacune  d'elles  par  l'ordonnée  correspondante  de  la  ligne  d'in- 
/  fluence,  soit  qu'on  relève  celle-ci  sur  l'épure,  soit  qu'on  la  calcidc 
directement, 

Dans  le  cas  d'une  surcharge  uniformément  répartie,  on  trouve- 
rait R,  en  faisant  la  surface  totale  de  la  ligne  d'influence  et  en  la 
multipliant  par  p.  Le  résultat  est 

On  Irouverait  de  mémo 

Moments  fléchissants.  —  Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  la 
situation  de  la  section  (i,  d'abscisse  a. 

1**  Si  G  est  sur  la  partie  centrale,  le  moment  fléchissant  y  est 
produit  à  la  fois  par  la  réaction  d'appui  Rq  et  par  l'ensemble  des 
charges  appliquées  à  sa  gauche.  On  a  donc,  comme  dans  le  cas  de 
la  poutre  simple, 

M  =  Rç.7  _Vp(a:-   a). 

Toutes  les  conséquences  que  nous  en  avons  tirés  précédemment 
subsist«*nt.  L'orsque  l'on  a  une  charge  isolée,  on  a 

M         n     ^^  — •''> 

iNl  =  V X         SI  a  ;>  x, 

C 

el  cela  quelle  que  soit  la  valeur  positive  ou  négative  de  a,  puisque 
la  formule  donnant  Rq  est  absolument  générale. 

La  ligne  d'influence  de  M  sera  donc*  composée  toujours  des 
[>ortions  G©  M  et  M  G,  des  deux  droites  Gq  ^ïi  ^^  G|Mo  qui  se 
croisent  sur  la  verticale  de  G,  au  point  M  dont  l'ordonnée  est 

.r(l  —  .r) 
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Mais  ces  deux  droites  doivent  être  prolongées  suivant  G©  M' et  Gi  M" 
dans  l'étendue  des  travées-consoles.  Les  moments  fléchissants  sont 
donc  négatifs  dans  Tétendue  de  ces  consoles,  c'est-à-dire  pour  toute 
charge  placée  sur  elles.  Il  y  aura  lieu  de  considérer  sous  Teffet  des 
surchargés  un  maximum  négatif  pour  le  moment  fléchissant  aussi 
bien  qu'un  maximum  positif.  Pour  obtenir  le  maximum  positif,  on 
chargera  autant  qu'on  le  pourra  la  travée  centrale  comme  si  elle 
existait  seule.  Pour  obtenir  le  maximum  négatif,  on  chargera  autant 
qu'il  sera  possible  soit  les  deux  consoles  à  la  fois,  soit  tout  au 
moins  Tune  d'elles. 

2®  Supposons  maintenant  que  la  section  G  soit  sur  une  des  con- 
soles, celle  de  gauche  par  exemple.     ' 

On  n'aura  qu'à  appliquer  les  résultats  obtenus  pour  la  console 
simple.  Le  moment  fléchissant  en  G  est  indépendant  des  charges 
situées  à  sa  droite.  La  ligne  d'influence  de  ce  moment  est  par  suite 
composée  d'une  droite  telle  que  G  M,  l'ordonnée  G' M  représentant 
à  l'échelle  convenue  la  longueur  G'  G.  A  droite  de  G  la  ligne 
d'influence  se  confond  avec  l'axe  des  x. 

Efforts  tranchants.  —  Il  y  a  à  distinguer  deux  cas  comme  pour 
les  moments  fléchissants  : 

I®  La  section  G  est  dans  la  partie  centrale  de  la  poutre. 
On  a  toujours  la  relation  générale 

T  =  Ro-2p 

avec  toutes  les  conséquences  qui  s'en  déduisent.  S'il  s'agit  d'une 
charge  isolée,  on  a  donc  toujours 

T=Ro=p(i-7)         si         flOx, 
T=  rio— l»=— I»j         si         %<x. 

La  ligne  d'influence  de  T.  est  donc  toujours  constituée  parles  deux 
droites  parallèles  T©  Gi  et  GoT,  qui  découpent  sur  les  verti- 
cales (Go)  et  (G|)  des  segments  égaux  à  l'unité  adoptée.  Les  seg- 
ments   utiles   sont  le  segment  TG«   prolongé   jusqu'en  T"  et  le 

Pigeaud.  i3 
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segment  G©  t  prolongé  en  arrière  jusqu'en  T'.  La  surface  de  la  ligne 
d'influence  est  la  partie  hachurée  sur  la  figure. 

Fig.  83. 


On  a  deux  zones  positives  et  deux  zon^s  négatives,  qu^il  faudra 
envisager  séparément  pour  avoir  les  maxima  positifs  et  négatifs  de 
r^ffort  tranchant,  sous  Teffet  des  surcharges.  •"    • 

*-i®  La  section  G  est  sur  l'une  des  consoles,  celle  de  gauche  par 
exemple.  • 

On  n'a  qu'à  appliquer  les*  résultats  obtenus  pour  la  console 
simple.  L'effort  tranchant  en  G  est  indépendant  des  charges 
situées  à  sa  droite.  La  ligne  d'influence  est  par  suite  composée  du 
segment  T'T  de  l'horizontale  menée  au-dessous  de  l'axe  des  a?,  GT 
étant  égal  à  l'unité  adoptée.  A  droite  de  G  la  ligne  d'influence  se 
confond  avec  l'axe  des  x. 


Déterminations  graphiques.  -  Traçons  un  polygone  funiculaire 
de  toutes  les  forces  appliquées,  quelles  que  soient  leurs  lignes  d'ac- 
tion par  rapport  à  la  travée  centrale  ou  par  rapport  aux  consoles. 
Soit  AI  son  premier  coté  qui  coupe  en  I  la  verticale  ((jo)  ^^  soit 
BJ  son  dernier  côté  qui  coupe  en  J  la  verticale  (G^  ). 

La  ligne  de  fermeture  relative  aux  deux  verticales  d'appui  est  TJ. 
C'est  parallèlement  à  celte  ligne  de  fermeture  qu'il  faudra  mener 
[)ar  le  pôle  G  la  droite  Ow  qui  déterminera'  sur  le  poljgone  des 
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forces  les  réactions  d'appui 

tort  =  Ro,        bts}  =  Rj. 

Dans  la  partie  centrale  de  la  poutre,    le  polygone  funiculaire 
rapporté  à  sa  ligne  de  fermeture  constituera  toujours  la  ligne  repré- 

Fig.  84» 


sentative    des    moments  fléchissants.     En   effet,    pour   trouver  le 
moment  fléchissant  en  G,  il  faut  envisager  comme  première  force  Rt> 

Fig.  85. 


et  ensuite  toutes  les  forces  situées  à  gauche.  Le  premier  côté  du 
polygone  funiculaire  correspondant  est  JI,  le  second  est  lA,  paral- 
lèle à  Oa,  et  les  autres  viennent  dans  leur  ordre.  Le  moment  cher- 
ché est  donc  mm'  compté  sur  la  verticale  (G)  entre  I J  ligne  de 
fermeture  et  le  côté  afférent  à  la  dernière  charge  prise  en  compte 
à  gauche  de  G. 

Dans  l'étendue  delà  console  G'  Go,  ainsi  que  nous  Favons  vu,. 
la  courbe  représentative  est  le  polygone  funiculaire  rapporté  à  son 
premier  côté  Al,  car  il  n'y  a  nullement  ici  à  prendre  en  considé- 
ration la  réaction  d'appui  Ro'.' 
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On  peut  donc  dire  que  la  ligne  représentative  des  moments  flé- 
chissants est  entièrement  constituée  parle  polygone  funiculaire  des 
charges  appliquées,  à  la  seule  condition  de  compter  ses  ordonnées 
à  partir  delà  ligne  brisée  AIJB,  constituée  par  le  premier  et  le 
dernier  côté  du  polygone  et  par  la  ligne  de  fermeture  IJ  relative 
aux  verticales  des  appuLs. 

Rien  n'empêche  évidemment,  si  cela  est  plus  commode  pour  les 
constructions,  de  remplacer  les  portions  Ai  et  y  B  du  polygone 
funiculaire  total,  par  des  polygones  différents  construits  avec  la 
même  distance  polaire,  les-  segments  Ii  et  Jy  conservant  leurs 
valeurs  et  pouvant  toujours  servir  à  la  détermination  de  la  ligne 
de  fermeture  IJ. 

En  ce  qui  concerne  Teffbrt  tranchant,  son  échelle  fonctionnelle 
est  donnée  par  le  polygone  des  forces. 

Dans  la  console  de  gauche,  il  faut  prendre  comme  origine  de 
l'échelle  l'origine  a  du  polygone  des  forces.  Puis  dans  la  travée 
centrale,  il  faut  déplacer  l'origine  et  la  prendre  au  point  w,  afin  de 
prendre  en  compte  la  réaction  Ro-  Enfin,  dans  la  console  de  droite, 
il  faut  prendre  comme  origine  l'extrémité  b  du  polygone  des 
forces,  afin  de  prendre  en  compte  Ri.  Cela  revient  du  reste  à 
changer  la  poutre  bout  pour  bout. 

Étude  de  la  déformation.  --  Nous  n'avons  qu*à  répéter  que  la 
ligne  élastique  est  définie,  quant  à  sa  forme,  comme  étant  le  poly- 
gone funiculaire  des  force  fictives rrr' 

Quant  à  la  ligne  de  référence  à  adopter,  ce  sera  évidemment  la 
corde  de  ce  polygone  comprise  entre  les  verticales  (Gq)  et  (G«), 
puisqu'on  suppose  que  les  appuis  G©  et  Gi  sont  fixes  et  qu'en  ces 
points  on  doit  avoir  i^  =  o. 

Pour  trouver  la  ligne  d'influence  de  ç  dans  une  section  donnée  on 
appliquerait  le  théorème  de  Maxwell  et  Ton  chercherait  la  ligne 
élastique  correspondant  à  une  charge  unité  placée  dans  cette 
section. 

III.    —    POxNTS-Gfti'ES   COMPLETS   OU    INXOMPLETS. 

Définition  des  ponts-grues  complets.  —  Nous  appellerons,  avec 
M.  Résal,  pont-grue  complet  un  ouvrage  composé  de  n  travées  et 
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reposant  par  suite  sur  n  +  i  appuis,  qui  est  constitué  dans  chaque 
Iravée  par  une  poutre  centrale,  indépendante^  reposant  sur  les 
abouts  de  deux  consoles  encastrées  sur  les  appuis  voisins.  On  sud- 

Fig.  86. 
c,       ^        c.         G,       B.  S         c,  *  ^ 0^ 

1  I  »  I  I K — '  1 


pose  que  les  attaches  des  poutres  centrales  sont  capables  de  laisser 
le  libre  jeu  des  dilatations. 

Sur  les  appuis  extrêmes  Gq  et  G«,  il  peut  ny  avoir  pas  de  con- 
soles. 

Ce  genre  d'ouvrages  jouit  des  propriétés  caractéristiques  sui- 
vantes : 

1*  Les  dénivellations  des. appuis  sont  sans  influence  sur  la 
répartition  des  efl'orts  dans  la  construclion. 

2**  Une  surcharge  ne  produit  d'eflel  que  sur  tout  ou  partie  de  la 
travée  dans  laquelle  elle  est  placée. 

Définition  des  ponts-grues  incomplets.  —  On  appelle  pont-grue 
incomplet  un  ouvrage  qui  se  déduirait  du  précédent  par  la  substi- 
tution aux  consoles  doubles  encastrées  sur  les  piles,  ou  seulement 
à  quelques-unes  d'entre  elles,  de  poutres-consoles.  On  peut  dire 
encore  qu'un  pont-grue  incomplet  dérive  d'un  pont-grue  complet 
lorsqu'on  soude  dans  une  travée  sur  deux  les  poutres  indépen- 
dantes aux  consoles  et  que  d'ailleurs  on  supprime  les  encastrements 
sur  tous  les  appuis. 

Aux  extrémités  on  peut  avoir  soit  une  poutre  indépendante,  soit 
une  console  en  porte  à  faux,  soit  une  poutre-console  n'ayant  pas 
de  porte  à  faux  du  côté  du  premier  appui. 

La  figure  ci-dessous  en  donne  un  exemple  schématique. 

Fig.87. 
^ c.       \ Q,       Q,         Ç., 

A  i  Â  •  il 

Ce  genre  d'ouvrages  jouit  comme  le  précédent  de  la  propriété 
d'être  insensible  aux  dénivellations  d'appui.  Les  effets  produits 
par  une   charge    ne  s'étendent  aussi  qu'à   une  partie  limitée  de 
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l'ouvrage,  quoique  plus  étendue  que  dans  le  cas  précédent.  Ainsi 
uneî  charge  placée  sur  une  poutre  indépendante  telle  que  GqCi 
fait  sentir  son  action  sur  la  portion  G^  Gj  de  la  poutre-console 
voisine. 

Étude  des  différentes  parties  d'un  pont-grue.  -  L'étude  de  sem- 
blables ouvrages  est  exlrèmement  simple  et  dérive  de  ce  qui  a  été 
exposé  précédemment. 

Les  poutres  indépendantes  ne  sont  aucunement  influencées  par 
les  charges  situées  en  dehors  d'elles.  Ce  sont  des  poutres  posées 
sur  deux  appuis  simples,  et  on  les  étudiera  comme  telles. 

Quant  aux  consoles  et  aux  poutres-consoles,  les  effets  des  charges 
qu'elles  supportent  directement  seront  exactement  ceux  qui  ont 
été  étudiés  aux  articles  précédents.  La  présence  des  poutres  indé- 
pendantes est  à  cet  égard  indifférente. 

11  ne  reste  donc  qu'à  étudier  l'effet  produit  sur  les  consoles  et 
poutres-consoles  par  les  charges  appliquées  aux  poutres  indépen- 
dantes et  celte  étude  sera  facile  en  raison  des  considérations  sui- 
vantes  : 

Une  charge  appliquée  à  une  poutre  indépendante  fait  intervenir 
aux  deux  extrémités  de  celle-ci  des  réactions  d'appui  qui  sont  des 
fonctions  linéaires  de  son  abscisse  a.  Ce  sont  ces  réactions  d'appui 
qui  constituent  les  charges  transmises  aux  abouts  des  consoles.  Il 
en  résulte  que  la  ligne  d'influence  d'un  effet  quelconque  produit 
dans  une  console  ou  poutre-console  par  une  charge  mobile  P,  par- 
courant la  poutre  indépendante  voisine,  sera  toujours  une  portion 
de  ligne  droite,  au  droit  de  cette  poutre  indépendante.  Cette  ligne 
droite  passera  par  deux  points  faciles  à  déterminer.  En  effet,  quand 
la  charge  mobile  est  placée  à  l'extrémité  de  la  poutre  indépendante 
qui  coïncide  avec  l'about  de  la  console,  elle  produit  exactement  le 
même  effet  que  si  elle  était  placée  sur  l'about  même  de  la  console, 
la  réaction  produite  étant  égale  à  P.  D'autre  part,  quand  la  charge 
est  placée  à  l'autre  extrémité  de  la  poutre  indépendante,  elle  pro- 
duit un  effet  nul,  la  réaction  sur  Tabout  de  la  console  étant  elle- 
même  nulle. 


CHAPITRE  X. 

POUTRES  ENCASTRÉES. 


I.  —  Poutre  encastrée  a  ses  deux  extrémités. 

Définitiont.  --  On  dit  d'une  manière  générale  qu'une  poutre  cs^ 
encastrée  à  une  de  ses  extrémités,  o.u  sur  un  de  ses  appuis,  lorsque 
la  section  correspondante  est  assujettie  à  conserver  une  orientation 
lixe  dans  tous  les  états  déformés  de  la  poutre.  La  réaction  de 
l'appui  dont  il  s'agit  ne  peut  plus,  en  général,  passer  par  le  centre 
de  gravité  de  la  section  encastrée.  Si  on  la  transporte  à  ce  centre 
de  gravité,  il  faul  lui  adjoindre  un  certain  couple  qui  s'appellera 
moment  d' encastrement  sur  l'appui. 

Dans  le  cas  d'une  poutre  droite  uniquement  sollicitée  par  des 
forces  verticales,  la  réaction  de  Tappui  sera  donc  constitué  à  la 
fois  par  une  réaction  verticale  et  par  un  moment  d'encastrement. 
11  y. aura    pour  définir  les    réactions    d'appui  quatre  quantités 

Fig.  88. 

'QoP 1 ' IG, 

0 

inconnues,  à  raison  de  deux  par  appui.  Les  équations  de  la  sta-' 
tique,  au  nombre  de  deux  seulement^  ne  nous  permettront  pas  de 
déterminer  ces  quatre  Inconnues.  INous  sommes  donc  en  présence 
d'un  système  hyper  statique^  c'est-à-dire  d'un  système  dont  la 
statique  seule  ne  peut  déterminer  les  conditions  d'équilibre.  Pour 
lever  l'indétermination,  il  faut  recourir  aux  équations  capables 
d'exprimer  analytiquement  les  conditions  auxquelles  sont  suppo- 
sées assujetties  les  extrémités,  équations  de  déformation,  ou  bien 
équations  du  travail  de  déformation  minimum.  Nous  emploierons 
de  préférence  les  équations  de  déformation  qui  sont  sous  une 
forme  explicite. 

Équations  d'équilibre  statique.   —   Réactions  complémentaire 
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d'appui.  —  Comme  nous  l'avons  expliqué  dans  la  théorie  générale  des 
poutres,  on  simplifiera  le  problème  en  étudiant  d'abord  la  poutre 
de  même  portée,  soumise  aux  mêmes  charges,  mais  dans  l^hypo- 
thèse  ou  elle  reposerait  à  ses  deux  bouts  sur  des  appuis  simples 
ou  statiques.  Dans  cette  hypothèse,  on  pourra  déterminer  les  réac- 
tions d'appui  que  nous  appellerons  R'^  etR', ,  et  trouver  pour  chaque 
section  transversale  G  le  moment  fléchissant  que  nous  appellerons 

p.  et  l'efl()rt   tranchant  -t^-  Les  réactions  RJ,   et   ( — R',)   seront 

d'ailleurs  respectivement  égales  aux  valeurs  de  ~  pour  x  ^=  o  et 

pour  X  =^l.  On  pourra  aussi  supposer  déterminés  les  angles  co© 
et  (1)4  que  fait  avec  sa  direction  primitive  l'axe  longitudinal  déformé 
à  ses  deux  extrémités  G©  et  G|. 

Gela  fait,  il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  réactions  com- 
plémentaires d' appui,  lesquelles  sont  nécessairement  deux  forces 
égales  et  directement  opposées.  Si  l'on  désigne  par  M  le  moment 
fléchissant  réel  en  G,  on  sait  que  la  différence  M  —  fJt  est  une  fonc- 
tion linéaire  de  l'abscisse  x  de  G.  C'est  un  cas  particulier  d'un 
théorème  général  précédemment  démontré.  On  peut  donc  poser 
pour  tout  point  • 

(i)  M  — |JL  =  A+Ba7; 

A  et  B  sont  ce  qu'on  peut  appeler  les  composantes  de  la  réaction 
complémentaire  de  V appui  de  gauche  G«.  A  est  son  moment  par 
rapport  à  l'origine  des  abscisses,  et  B  sa  composante  verticale.  On 
a  d'ailleurs,  pour  x=  o  /jl  =  o,  et  par  suite  A  =  Mq,  ce  qui  était 
évident  puisque  Mq  ne  peut  provenir  que  du  moment  de  la  réaction 
complémentaire . 

Appliquons  l'équation  précédente  à  la  section  transversale  qui 
est  infiniment  voisine  de  G|  et  pour  laquelle  x  =  /  et  désignons  par 
par  M|  le  moment  fléchissant  en  ce  point  (moment  qui  sera  égal 
et  de  signe  contraire  au  moment  d'encastrement  sur  l'appui  G|); 
nous  aurons,  |jl  étant  nul, 

M,=  A-4-B<  =  Mo-hB/, 
d'où 

Ml- Me 
^  =  —7 

En   dérivant  par  rapport  à  x  l'équation   (i)   qui: donne  les 
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moments  M  on  en  obtient  une  seconde  qui  donne  Teflort  tranchant 
en  chaque  point  et  qui  est 

Appliquons-la  aux  deux  extrémités  de  la  poutre,  et  d'abord  en  Gq. 
On  doit  avoir  T  =  R^  et  (J^)   =  R'o-  Donc 

'^O —  Rq   =  R» 

ce  qui  était  évident . 

En  G,   on  a  T=  — R,   et  (^)   =    -R;,  et   Ton  en  déduit 

encore  —  R|  -:l-  R',  =  B,  comme  cela  devait  être. 

Nous  voyons  donc  de  nouveau  que  le  fait  d'avoir  exprimé  M  et  T 
par  les  équations  (i)  et  (2)  assure  toutes  les  conditions  d'équilibre 
statique  tant  de  la  poutre  entière  que  de  chacun  de  ses  tron- 
çons. Cela  dispense  d'écrire  les  équations  d'équilibre  statique. 

Le  problème  revient  par  suite  à  déterminer  les  deux  constantes 
A  et  B,  en  fonction  desquelles  les  quatre  quantités  M©,  Mi,  Rq,  R^ 
peuvent  facilement  s'exprimer.  Il  est  du  reste  loisible  de  leur 
substituer  Mo  et  M,,  ce  qui  donne  plus  de  symétrie  dans  la  plupart 
des  calculs. 

C'est  ce  que  nous  ferons  dans  le  cas  actuel  et  les  équations  (i) 
et  (2)  s'écriront  : 

(1)  M—  fi  =  MoH —. — -op  =  Mo— 2 H  M,  y, 

.  T       ^I^       M|  — Mo 

^^>  ^-^  =  —7 

Application  des  équations  de  déformation  à  la  recherche  de  Mq 
et  M,.  —  Les  équations  générales  de  déformation  des  poutres 
droites  sont 


=  Wo  -H   / 


'MrfJ 


Et  ' 


(0 
V  =  OioX-h    I       g| cfp. 


Si  on  les  applique  à  l'extrémité  G«  dans  le  cas  actuel  où  (Oq==  o 
et  où  l'on  suppose  aussi  a>j  =  o  et  (^1  =  o,  on  obtient  les  deux  équa- 
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lions  de  condition 


=  o. 


£1 


rfî  =  o. 


El 
En  tenant  compte  de  la  première,  la  seconde  peut  s'écrire 

et  cette  nouvelle  équation  peut  remplacer  la  première. 

Substituons  dans  les  deux  équations  de  condition  rexpreséion 
générale  de  M,  nous  obtiendrons 


M, 


,  r M-i. ^ ^ „,  r'  I  ^^,/   g  ^.,. 


Les  intégrales,  coefficients  de  M©  et  M,,  sont  ce  que  nous  avons 
appelé  précédemment  abc.  Quant  aux  intégrales  qui  contiennent  a, 
ce  sont  les  produits  par  l  des  valeurs  que  Ton  obtiendrait  pour  les 
angles  de  rotation  —  coq  et  Wi  des  extrémités  de  la  poutre,  dans 
riijpothèse  où  celle-ci  serait  posée  sur  deux  appuis  simples.  Avec 
ces  notations,  les  équations  s'écrivent 


(3) 

On  en  déduit 


6  Mo -h  a  Mi  =       /*coo, 
aMo-i-  c  Mi  =  —  /*wi. 

{bc  —  t«*)Mo=       ^'(c  Wo-+- aa)|), 
{bc  —  a*)Mt  =  —  /*(6<D|-|-  awo). 


Nous  n'avons  fait  jusqu'ici  aucune  hypothèse  particulière  sur 
les  charges.  Si  nous  supposons  qu'il  s'agit  du  cas  d'une  charge 
isolée  P  d'abscisse  a,  on  voit  que  le  problème  sera  résolu  dès  que 
l'on  aura  construit  les  lignes  d'influence  de  /w^  et  Za>|  ainsi  que 
nous  avons  appris  à  le  faire.  Il  suffira  de  relever  les  ordonnées 
relatives  à  l'abscisse  a  et  d'en  introduire  les  valeurs  multipliées  par  P 
dans  les  deux  équations  qui  précèdent. 

Pour  le  cas  de  charges  simultanées,  on  ferait  leurs  produits  par 
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les  ordonnées  correspondant  à  leurs  difi'érentes  abscisses  et  ensuite 
les  totaux. 

Pour  une  charge  continue  p  dd^  on  ferait  la  surface  des  lignes 

d'influence  et  on  la  multiplierait  par/>. 

»  ». 

Détermination  directe  des  lignes  d'inflnence  de  Mo  et  M|  et  plus 
g^éralement  de  M  —  [jl  pour  une  section  quelconque  G.  —  Pour 
une  section  G  d'abscisse  x,  on  a 

M  —  fx  =  Mo  — T h  Ml  j  • 

Si  Ton  élimine  Mo  et  M,  entre  cette  équation  et  les  deux  équations 
qui  donnent  Mo  et  M|,  on  obtient 

(4)    (M  —  fji)^ =  (l — x)[coiQ-h  au»i)  —  x(a(tiQ-h  bîùi) 

=  (i*o[c(/  — -ar)—  ax]  -h(i>i[a(/  —  x)  —  bx]. 

On  voit  déjà  sur  cette  expression  qu'il  y  a  un  point  pour  lequel 
M  —  [X  ne  dépend  pas  de  a>i  et  est  simplement  proportionnel  àcoo. 
C'est  le  point  pour  lequel  on  a 

X  a 


l  —  X       b 


(^est  le  fojer  de  gauche  F  de  la  travée,  son  abscisse  y*  satisfaisant 
précisément  à  cette  relation,  d'où  l'on  tire 


/=/-^        et        /-/=/     ^ 


Kn  ce  point  on  a 

<roii  simplement 

f 

M  —  [Jl  =  —  ^«•>o- 
a 

De  même  il  y  a  un  point  pour  lequel  M  -  -  [jl  ne  dépend  pas  de  a)|. 
(^est  le  foyer  de  droite  F'  dont  l'abscisse/'  satisfait  aux  relations 

— _£_  =  —         ou         /  =* ou  encore         /  —  /  =  * • 
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Pour  ce  point  particulier  on  trouverait 

a 

Si  dans  le  second  membre  de  Téqualion  (4)  on  remplace  (Oq 
et  (Oi  par  les  intégrales  définies  qui  les  représentent  respectivement , 
et  si  Ton  groupe  sous  le  même  signe  d'intégration  Tensemble  des 

termes,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  par  r—-- — j,  on 
obtient  une  relation  de  la  forme 

(5)  M-^=£'^r, 

en  désignant  par  y  la  fonction  de  Ç  et  de  j?  donnée  par  Téquation 

(6)      (bc  —  a^)y  =  (i^  l)[c{l  —  x)  —  ax}-^  i[a(l  —  x)  —  bx], 

La  ligne  d'influence  de  M  —  [jl  s'obtiendra  donc,  en  vertu  du  théo- 
rème du  Chapitre  VII,  en  construiseint  sur  le  réseau  des  droites  de 
rappel  ($),  avec  la  distance  polaire  variable  El,  tin  polygone  funi- 
culaire de  forces  fictives  continues,  dont  l'intensité  en  chaque 
point  serait  égale  à  y. 

Gomme  ^  est  linéaire  en  Ç,  il  peut  se  représenter  par  une  ligne 
droite,  qui  constituera  la  ligne  de  charge.  A  chaque  section  G, 
d'abscisse  a?,  correspondra  une  ligne  de  charge  particulière.  Comme 
les  coefficients  de  son  équation  sont  eux-mêmes  linéaires  en  a:, 
toutes  ces  droites  passeront  par  un  point  fixe,  qu'on  appellera 
centre  fixe  de  la  travée. 

La  démonstration  de  ce  dernier  résultat  est  connue.   Si   une 

droite 

y  =  {ati.-\-  6)a7-i-(ca-4-£i) 

a  pour  coefficients  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  a,  le  point 
d'intersection  de  deux  droites  particulières  correspondant  à  deux 
valeurs  ai   et  %^  du  paramètre  aura  pour  abscisse  la  racine    de 

l'équation 

a(ai —  (i\)x  -h-  c(ai  —  «j)  =  o 

qui  se  réduit  à 

ax  -h  c  s=  o 

et  est  indépendante  des  valeurs  particulières  ai  et  a^. 
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Passons  rapidement  en  revue  quelques  positions  particulières  de 
la  ligne  de  charge. 

Si  Ton  fait  x  =  o,  c'est-à-dire  si  G  est  confondu  avec  Go,  Téqu»- 
lion  (6)  devient 

Fig.  «9. 


Elle  coupe  Taxe  des  x  au  point  pour  lequel  on  a 


/-S 


Ce  point  est,  comme  nous  Tavons  vu,  le  foyer  de  droite  F'. 

Si  Ton  fait  x  =/,  c'est-à-dire  si  G  est  confondu  avec  le  foyer  de 
gauche  F,  Féquation  (6)  se  réduit  à 

(ôo-««)j  =  (Ç-/)[c(/-/)-a/], 

car  la  parenthèse  coefficient  de  Ç  s'annule.  Cette  droite  passe  par  le 
point  G|.  Elle  coupe  d'ailleurs  la  verticale  (G©)  au  point  donl 
l'ordonnée  est  donnée  par  Téquation 

1/ 


{hc  -  a^)y=^l\c{l-  f)  _  a/J  =  -  .^  [bc  -  a«] 


ou 


a  ' 
On  verrait  de  même  que  la  ligne  de  charge  correspondant  à  G| 


!2o6  cflAnniB  x. 


passerait  par  le  foyer  de  gauche  et  que  celle  qui  correspond  à  F' 
passerait  par  Go  et  couperait  la  verticale  (G|)  au  point  dont 
l'ordonnée  est 


a 


Quant  au  centre  fixe  C,  on  l'obtiendra  par  l'intersection  des  deux 
lignes  de  charge  afférentes  aux  foyers.  Si  l'on  désigne  par  m  son 
abscisse  GqY  et  par  n  son  ordonnée  Cy,  on  aura  les  deux  relations 

_       If  l^m  _      1(1  —  /')  m^ 
~~       a        l       ~  a  l 

On  en  déduit 

m     __      f 

Le  point  y  est  toujours  compris  entre  les  foyers,  car  on  a  évidem- 
ment 

/  ^  /_^  /' 


On  a  ensuite- 

__(//  — m  _  if(i^f') 


La  ligne  de  charge  qui  correspond-  au  centre  fixe  est  horizontale. 
En  effet,  si  Ton  cherche  le  point  G  satisfaisant  à  cette  condition, 
il  faut  que  son  abscisse  m  annule  le  coefficient  de  Ç  dans  l'équa- 
tion (6),  ce  qui  donne 

c (  /  —  m )  —  am  -h  a(l  —  m)  —  bni  =  o, 

d'où  l'on  tire 

m  a  -H  c  f 


C'est  la  même  condition  que  plus  haut. 

Ainsi,  en  résumé,  quand  G  parcourt  la  poutre,  la  ligne  de 
charge  pivote  autour  du  point  C.  Lorsque  G  est  en  Go,  la  ligne  de 
charge  passe  par  F'  ;  lorsque  G  arrive  en  F,  la  ligne  de  charge  passe 
par  G<  ;  enfin  lorsque  G  vient  en  y,  à  l'aplomb  de  G,  la  ligne  de 
charge  devient  horizontale.  Son  point  d'intersection  avec  l'axe 
des  X  esl  reporté  à  l'infini.  Au  delà,  les  mêmes  variations  se  repro- 
duisent en  sens  inverse,  de  sorte  que  la  ligne  de  charge  ne  coupe 
jamais  l'axe  des  x  entre  les  deux  foyers.  Le  point  où  elle  coupe 
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Vaxe  des  x  détermine  dans  chaque  cas  le  point  dHnfiexion  de 
la  ligne  dUnJluence  de  M  —  (jl,  lorsque  I  est  constant  et  un 
point  qui  en  est  au  moins  très  voisin  dans  tous  les  cas  de  la 
pratique. 

Détermination  des  lignes  d'influence  de  M  —  [jl  au  moyen  de  deux 
quelconques  d'entre  elles,  échelles  fonctionnelles  équlTalentes.  — 
Supposons  qu'on  ait  déterminé  les  lignes  d'influence  de  M — [jl 
pour  deux  sections  particulières,  d'ailleurs  quelconques  G'  et  G''. 

Fig.  90. 


Pour  une  position  quelconque  de  la  charge  on  sera  en  mesure  de 
connaître  les  valeurs  de  M  —  jjl  en  ces  deux  points.  Portons  sur  les 
verticales  (G')  et  ((/)  deux  segments  G'M'  et  G'M"  égaux  aux 
valeurs  ainsi  trouvées  et  traçons  la  droite  M'M^.  Cette  droite  sera 
la  ligne  représentative  de  (M  — jx)  aux  différents  points  de  la 
iravée  et  le  segment  GM  sera,  en  particulier,  la  valeur  de  M  —  p.  au 
point  G  pour  la  position  de  la  charge  qui 'a  été  considérée. 

Supposons  maintenant  que,  pour  une  série  de  positions  de  la 
charge,  on  ait  fait  la  même  opération',  ce  qui  revient  à  porter  sur 
les  verticales  (G')  et  (G")  les  échelles  fonctionnelles  de  (M  —  pi), 
éc belles  fonQtionnelles  qui:  sont  une  traduction  des  deux  lignes 
d'influence  supposées  construites.  L'ensemble  des  droites  analogues 
à  M' M"  déterminera  sur  la  verticale  (G)  l'échelle  fonctionnelle  de 
la  fonction  M — [jl  afférente  à  la  section  correspondante  G. 

De  cette  échelle  fonctionnelle,  on  pourra  inversement  déduire 
la  ligne  d'influence  dont  elle  est  la.  traduction. 

Parmi  les  groupes  de  sections  G'  et  G^  que  Ton  peut  envisager, 
il  y  en  a  deux  particuliers  dont  le  choix  s'impose.  C'est  d'abord 
celui  des  deux  sections  d'appui  Go  et  G| .  Ensuite  celui  des  sections 
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des  fojers.  On  a  en  effet,  pour  ces  dernières,  les  relations  simples 

écrites  plus  haut  : 

f 
Au  foyer  de  gauche M  —  fji=  ^/coo; 

Au  foyer  de  droite M  —  |i  = ^  /to>|. 

Leurs  lignes  d'influence  sont,  à  des  facteurs  près,  les  mêmes  que 
celles  de  /wo  et  de  liù\  dont  le  tracé  est  en  tout  cas  nécessaire  pour 
déterminer  les  lignes  en  croix,  les  coefficients  ahc  et  la  position 
des  foyers. 

Détermination  et  forme  de  la  ligne  d'influence  de  M ,  dans  une 
section  donnée.  —  On  a  évidemment 

M  =  M  —  [i-h  jji  =  ( M  —  [jl)  —  (—  ji). 

Cela  signifie  que  les  ordonnées  de  la  ligne  d'influence  de  M 
sont  les  différences  des  ordonnées  des  deux  lignes  d'influence  de 
M  —  (JL  el  de  (  —  jjl).  Cette  dernière  est,  comme  on  sait,  facile  à 
tracer.  Elle  se  compose  de  deux  segments  de  droite  GqJx  et  [jlG|, 
se  coupant  sur  la  verticale  du  point  G  au  point  u  d'ordonnée 

x{l  —  x) 

—  '  • 

Il  suffit  donc  de  prendre  comme  ligne  de.  référence  l'ensemble 
de  ces  deux  segments  de  droite  (tq  jx  et  [jlG|  pour  que  la  ligne  d'in- 
fluence de  M  —  jjL  se  tranjsforme  en  la  ligne  d'influence  de  M. 

La  ligne  d'influence  de  M  —  ui  a  d'ailleurs  en  Go  et  (i,  ses 
tangentes  confondues  respecti\ement  avec  les  deux  droites  Gou 
et  aG|. 

En  effet,  si  l'on  se  reporte  à  l'expression  général^  de  M  -  «x, 
on  a 

(6c  —  a«)(M  —  ijl)  =  [c(^  —  j?)  —  aa?j/a)o-h  [«(/ —  j:)  —  6j:]/wi. 
Or,  pour  a  =  o,  on  a 

d(lti>i  )  _       Cl 


i 


IVL  l 
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d'après  la  définition  même  des  lignes  en  croix  et  des  coefficients 
abc.  On  a  donc  pour  a  =:  o 


ou 


d% 


oc  H-  a») 

/  —  X 

■   ■   • 


C'est  précisément  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  (io[^- 
De  même,  pour  a  =  /,  on  aurait 


et 


d'où 


d(ltOo) 
dOL 

= 

a 
7 

d(lia^) 

c 

ou  enfin 


if% 


{bc  —  cl*)  — ^ — -r ^ —  =  {hc  —  a')  ; 

aa  / 

r/r  JM  —  ]j.  \         X 


r/a 


/ 


C'est  précisément  le  coefficient  angulaire  de  [xCii. 


Cela  posé,  considérons  une  section  G  comprise  entre  les  foyers. 
La  ligne  de  charge  correspondante  coupe  Taxe  des  x  à  drollc 
de  G|.  La  ligne  d'influence  de  M  —  [jl  a  donc  son  point  d'inflexion 
reporté  à  droite  de  G|,  de  telle  sorte  que,  entre  G©  et  G|,  elle  a 
une  courbure  toujours  de  même  signe.  On  a  donc  forcément  la 
disposition  de  la  figure  91.  Il  en  résulte  que  la  ligne  d'influence 
de  M,  rapportée  au  contour  Go;-«.G|,  ne  présente  qu'une  seule 
zone  dans  laquelle  M  est  positif. 

Considérons  au  contraire  une  section  G  comprise  entre  G©  et  le 
foyer  de  gauche  F.*  La  ligne  de  charge  correspondante  coupe  rax(; 

PlOBADD. 


■4 
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des  X  entre  P  et  Gg,  et  la  ligne  d'influeiïce  de  M--  ul  a  un  point 
d'inflexion  dans  celte  même  région.  On  a  donc  la  disposition  de  la 
figure  92.  La  ligne  d'influence  de  M  présente  alors  deux  zones, 
une  zone  positive  G© p. A  et  une  zone  négative  AGi- 

Fig.  92. 


Les  cas  limites  sont  intéressants  à  envisager. 

Supposons  que  G  tende  vers  l'appui  de  gauche  G©.  La  zoiie 
positive  Go^^A  diminuera  de  plus  en  plus  et  tendra  vers  zéro.  Sa 
surface  sera  même  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  car  Go  A 
sera  du  premier  ordre,  et  la  distance  de  [jl  à  la  courbe  sera  du 
second  ordre.  Il  ne  restera  alors  qu'une  seule  zone- qui  sera  néga- 
tive. Le  coefficient  angulaire  de  la  lime  d'influence  de  M  —  a 
pour  X---0,  c'est-à-dire  de  Mq,  est  égal  à  — 1  pour  ccz=^o^  et  à  o 
pour  a  =  L 

Supposons  ensuite  que  G  tende  vers  ¥.  La  courbe  aura  son 
point  d'inflexion  en  G,  et  la  zone  négative  s'annulera.  Son  aire 
sera,  au  voisinage  de  F,  un  infiniment  petit  de  troisième  ordre. 

Utilisation  des  lignes  d'influence.  Méthodes  abrégées  pour  la 
construction  des  lignes  enveloppes.  -  -  La  méthode  des  lignes 
d'influence  est  tout  à  fait  générale  et  complète.  Les  résultats 
théoriques  obtenus  sont,  au  fond,  assez  simples  et  mettent  en 
relief  certains  points  importants.  Elle  permet  de  déterminer  par 
points  les  lignes  enveloppes. 

En  pratique,  il  importe  de  remarquer  que  toutes  les  lignes 
d'influence  utiles  à  envisager  pour  Mo,  M,,  M  —  jjl  ne  sont  que  des 
combinaisons  linéaires  et  homogènes  de  celles  de  /wo  et  /(o,.  Si 
donc  on  a  pu  s'assurer  que  ces  dernières  sont  assimilables,  avec 
une  approximation  suffisante,  à  des  urcs  de  paraboles  eubiques,  il 
en  sera  de  même  de  toutes  les  autres,  et  l'on  n'aura  alors  besoin 
pour  les  tracer,  quand  cela  sera  utile,  que  des  points  et  des  tan- 
gentes à  leur  extrémité,  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit 
au  Chapitre  Vlif.  » 
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En  outre,  il  n'est  pas  toujours  nécessaire,  pour  parvenir  à  la 
détermination  des  lignes  enveloppes  des  moments  fléchissants,  Av^ 
procéder  au  tracé  effectif  des  lignes  d'influence  relatives  à  toutes 
les  sections  que  Ton  a  à  étudier.  Certaines  simplifications  se  pré- 
sentent d'elle-mêmes  dans  les  principaux  cas  de  charges  et  de  sur- 
charges que  Ton  envisage  dans  la  pratique. 

I®  Supposons  d'abord  qu'on  envisage  la  charge  permanente; 
on  la  suppose  uniformément  répartie  à  raison  de  p^^  par  unité  de 
longueur,  et  elle  s'applique  nécessairement  à  toute  la  longueur.  Si 

Fig.  93. 


Ton  a  seulement  tracé  les  deux  lignes  d'influence  de  M  —  [x  relatives 
aux  foyers  F  et  F',  lignes  d'influence  qui  sont  celles  de  /oj»  et  de 
/«,,  et  qu'on  est  en  tout  cas  conduit  à  envisager,  on  n'a  qu'à 
évaluer  leur  surface  et  à  la  multiplier  par  /;,  pour  avoir  les  ordon- 
nées FM  et  F'  M'  de  la  droite  Mo  M,  qui  représente  la  valeur  d<* 
jx  —  M  dans  toute  l'étendue  de  la  travée. 

Si,  d'autre  part,  on  a  tracé  la  parabole  (jojjlGi  à  axe  vertical, 
qui  représente  dans  ce  cas  le  moment  [x,  on  aura  dans 
chaque  section  G  le  moment  cherché  en  faisant  la  différence 
G[JL  —  Gm  :=  m  [JL  des  ordonnées  de  la  parabole  et  de  la  droite,  ou 
autrement  dit  en  rapportant  la  parabole  à  la  droite  de  fermeture 
MoMp 

^^  Supposons  ensuite  qu'on  envisage  une  surcharge  uniforme, 
ou  bien  une  surcharge  que  Ton  soit  autorisé  à  assimiler  <i  une 
e-harge  uniforme  pouvant  couvrir  indifféremment  toutes  les  zones 
de  la  poutre  (ponts-routes). 

Voici  comment  on  pourra  opérer,  en  supposant  toujours  tracées 
les  lignes  d'influence  de  M  -  jx  dansr  les  sections  des  foyers.  On 
tracera  l'épure  précédente  relative  à  la  surcharge  supposée  couvrant 
toute  la  poutre. 


ai2 
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^  a.  Pour  toule  section  G  comprise  entre  les  foyers,  on  sait  que  le 
maximum  positif  s'obtient  précisément  quand  la  surcharge  couvre 
toute  la  travée.  La  courbe  enveloppe  des  maxima  positifs  est  donc 

Fig-  94- 


constituée  par  Tare  de  parabole  [jl  pi'.  Quant  au  maximum  négatif, 
il  est  constamment  nul.  La  courbe  qui  le  représenterait,  en  adoptant 
pour  ligne^e  référence  M© M,,  serait  donc  le  segment  M  M'.. 

h.  Quand  la  section  est  entre  Go  et  F,  on  a  à  la  fois  un  maximum 
positif  et  un  maximum  négatif.  A  Fégard  du  premier,  on  sait  qu'il 
devient  nul  en  Go-  Sa  courbe  doit  y  être  tangente  à  la  ligne  de 
référence,  puisque,  ainsi  que  nous  Tavons  vu,  l'aire  de  la  zone 
positive  de  la-  ligne  d'influence  par  l'appui  Go  devient  un  infini- 
ment petit  du  second  ordre  au  moins.  La  courbe  enveloppe  repré- 
sentant le  maximum  positif  part  donc  de  [jl,  tangentiellement  à  la 
parabole  pour  aboutir  en  Mq,  tangentiellement  à  Mq Mj. Elle  afiecU* 
ainsi,  dans  son  entier,  la  forme  d'un  chapeau  de  gendarme. 

A  l'égard  du  maximum  négatif,  il  est  nul  en  F,  et  sa  courbe  y 
est  tangente  à  Mo  M,,  puisque  la  surface  négative  de  la  ligne  d'in- 
fluence y  est  4in  infiniment  petit  du  deuxième  ordre.  Elle  doit 
d'ailleurs  aboutir  au  point  Go,  puisque  pour  la  section  d'appui 
il  n'y  a  plus  de  zone  positive  et  que  le  maximum  négatif  y  est 
confondu  avec  le  résultat  donné  par  la  charge  complète.  Elle 
est  même  tangente  en  Go  à  la  parabole  tracée  pour  la  surcharge 
complète.  Dans  son  entier,  la  courbe  représentant  le  maxi- 
mum négatif  est  donc  GoMM'Gi,  rapportée  à  la  droite  de  réfé- 
rence Mo  M,. 

Les  ordonnées  de  l'arc  Go  M,  comptées  à  partir  de  Mo  M,,  doivent 
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d'ailleurs  être  égales  nux  ordonnées  de  Mq  [X  comptées  à  partir  de 
la  parabole,  car  elles  correspondent  aux  mêmes  charges. 

Pour  tracer  approximativement  Go  M,  on  pourra  chercher  à 
déterminer  quelques  points  intermédiaires  par  tâtonnement,  mais 
en  général  il  suffira  de  tracer  la  parabole  du  troisième  degré, 
tangente  en  M  à  M o  M,  et  tangente  en  Go  à  la  parabole,  ce  qui  est 
facile. 

3"  S'il  s'agit  d'un  convoi  type  de  chemin  de  fer,  dont  la  tête  est 
notablement  plus  lourde  que  le  reste,  on  ne  peut  plus  formuler  de 
règle  aussi  précise. 

Si  les  lignes  d'influence  des  diflérentes  sections  étudiées  avaient 
été  tracées,  on  reconnaîtrait  cependant  que,  pour  une  section 
située  entre  les  foyers,  le  maximum  positif  s'obtiendrait  sensi- 
blement, comme  pour  une  poutre  droite  sur  appuis  simples,  en 
plaçant  une  des  charges  à  l'aplomb  de  la  section  et  en  plaçant  la 
tête  du  train  du  côté  de  l'appui  le  plus  rapproché. 

11  en  sera  de  même  pour  le  maximum  positif  d'une  section  située 
en  dehors  des  foyers,  à  cela  près  qu'il  faudra  limiter  le  train  à  la 
zone  positive  de  la  ligne  d'influence.  Pour  le  maximum  négatif,  il 
n'y  a  plus  de  point  anguleux  dans  la  ligne  d'influence,  et  tout  ce 
qu'on  peut  dire  c'est  que,  dans  les  essais  à  faire,  il  faudra  limiter 
la  longueur  du  train. 

En  gros,  les  courbes  enveloppes  conserveront  la  même  allure 
que  si  l'on  remplaçait  le  convoi  type  par  une  charge  continue 
uniforme,  et  il  suffira,  dans  tous  les  cas,  pour  les  tracer  avec 
une  approximation  suffisante,  d'un  très  petit  nombre  de  points 
exacts. 

Étude  de  l'effort  tranchant.  —  En  vertu  de  la  relation 

cùv  dx  l 

'4  .        . 

J     I 

l'étude  de  l'eflbrt  tranchant  se  ramène  à  celle  de  -^  qui  est  l'efi'ort 

tranchant  dans  la  poutre  sur  appui  simple  et  à  celle  de  — —, • 

Si  l'on  cherche  la  ligne  d'influence  de  T  pour  une  section  G,  elle 
s'obtiendra  en  rapportant  à  la  ligne  d'influence  de  —^ — *, laquelle 


^u 
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d^ 


ne  dépend  pas  de  G,  la  ligne  d'influence  de  ^^^  que  nous  avons 

appris  à  tracer  au  Chapitre  VIII,    et  qui  se  compose  des  deux 
segments  Go  t  et  TG|  des  deux  droites  fixes  Go  R|  et  G,  R©  parallèles 

entre  elles  et  de  coefficient  angulaire  égal  à'   -  -=. 

Si  l'on  se  reporte  aux  expressions  données  plus  haut  pour  M© 
et  M,,  on  trouve  facilement 


Mo- M, 
/ 


=  ,    ^ — j[(«-^c)/coo-h(a-h  6)/a)i]. 


On  pourra  tracer  sa  ligne  d'influence  dès  que  l'on  aura  construit 
celles  de  /a>o  et  de  /(0|. 

Fig.  90. 


Cette  ligne  d'influence  a  pour  tangentes  en  G©  et  G,  les  droites 
Go  Ri  et  G,  Ro  respectivement.  En  eflel,  nous  avons  déjà  vu  que, 
pour  a  ==  o,  on  a 

d(ifao)  b  d{l^i)  _  a 

=  ■"/' 


doL 


doL 


t 


On  a  donc,  en  diflerentianl  par  rapport  à  a  et  faisant  a  =:  o, 

C'est  précisément  le  coefficient  angulaire  de  Go  Ri- 

La  courbe  a  donc  la  forme  sinusoïdale  indiquée  sur  la  figure- 
Dans  ces  conditions,  la  ligne  d'influence  de  T  pour  la  section  Cî 
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se  compose  des  deux  porlioiis  de  droite  G©  t  et  TG,  rapportées  à 
la  courbe  Go  m  G,.  Elle  présente  une  zone  négative  s'étendant  de 
Go  à  G  et  une  zone  positive  de  G  à  G,.  H  y  a  une  discontinuité  sur 
la  verticale  de  G. 

Les  courbes  enveloppes  présenteront  en  gros  les  mêmes  carac- 
tères que  celles  qui  sont  relatives  à  une  poutre  sur  appuis 
simples. 

\ 

Étude  de  la  déformation.  —  Cette  élude  se  fera  suivant  les 
mêmes  principes  que  dans  le  cas  de  la  poutre  droite  sur  appuis 
simples,  avec  cette  simplification  toutefois  ■  que  (Oq  et  Wi  sont 
toujours  nuls.   Cela  peut  se  traduire  en  disant  que  les  charges 

fictives  -     ~pT-  se  font  constamment  équilibre  sur  la  poutre,  car 

c'est  là  une  traduction  pure  et  simple  des  équations  de  condition 
exprimant  Tencastrement. 

Le  polygone  funiculaire,  qui  correspond  à  une  ligne  élastique, 
doit  donc  toujours  être  tel  que  son  premier  et  son  dernier  côté 
soient  dans  le  prolongement  Tun  de  Tautre.  Cela  est  du  reste  bien 
évident  puisque  une. ligne  élastique  n'est  que  la  représentation  de 
Taxe  longitudinal  déformé,  et  que  dans  le  cas  actuel  ses  tangentes 
extrêmes  restent  en  coïncidence  avec  l'axe  longitudinal  primitif. 

Cas  de  la  poutre  à  section  constante.  -  Dans  ce  cas  on  trouve, 
comme  nous  l'avons  vu  : 


A        A        6  El 

Les  foyers  s'obtiennent  simplement  en  divisant  la  poutre  en  trois 
parties  égales. 

D'autre  part,  on  a  (voir  Chapitre  VIII)  : 

/a>o=—  Pg^j  m(i  — /«)(2  —m), 
/(o,  =  -h  P  ^^  /n(i  —  m)  (  I  -h  m), 

en  désignant  par  ml  =  x  l'abscisse  de  la  charge  isolée  P. 

Au  foyer  de  gauche,  l'équation  de  la  ligne  d'influence  de  M  —  a 
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est  donc 

M— -u=/ —  = --m(i— /n)(2  — m). 

Au  foyer  de  droite,  on  aurait  de  même 

(l-f')l^x           VI     .  ,, 

M  —  [ji  =  —  ^^ : — - — '  = T-m(i  — /?i)(i-h  m). 

Les  équations  des  lignes  d^nfluence  de  Mo  et  Mi  seraient  respec- 
tivement 

*'»=Â?:r7iif<''-  +  «<"'5  =  3 5 

a»/'/  —  a) 
==  _  p/ ,wi(i  _  m)  ==— P  I-ll— ^\ 


expressions  qui  sont  très  faciles  à  calculer  ou  à  construire  graphi- 
quement. 

Plus  généralement,  pour  une  section  G  d'atscisse  ^,  on  aura 

=  P'''^'^'''^[(m-'^)(2/-3jr)4-(i-h/ii)(/  — 3x)] 


=  -P^^^'['— 7(^~H- 


Si  l'on  envisage  le  cas  particulier  où  Ton  a  /?i  =  j  =  ->  c'est-à- 
dire  le  cas  où  la  charge  est  au  milieu  de  la  poutre,  on  obtient  les 
résultats  suivants: 

Aux  extrémités,  on  a 

o 

Au  milieu  de  la  poutre,  pour  y  =  -,  on  a  également 
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17         PI         PI 

de  sorte  que  M  =  -^ — -  =  -—  seulement,  tandis  que,  dans  une 

PI 
poutre  sur  appuis  simples,  il  serait  u  =  —  . 

4 
PI 
Mais  la  valeur  ainsi  trouvée  ± —  ne  représente   pas  le  moment 

fléchissant  maximum  maximorum  que  puisse  produire  la  charge 
isolée  P  en  passant  sur  la  poutre.  Il  importe  de  le  remarquer. 

Pour  chaque  valeur  de  a,  le  maximum  positif  de  M  s'obtient 
bien  toujours  à  l'aplomb  de  la  charge,  c'est-à-dire  pour  ;r  =:  a.  On 
a  alors 

M-fx=-PÎi£^[/-a_î(/_.a)] 


de  sorte  que 


La  courbe  représentative  de  M„„  est  donc  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  tangente  à  l'axe  des  x  aux  deux  extrémités  de  la 

/  PI 

poutre  et  ayant  pour  a  =  -  un  maximum  égal  à  -^. 

Mais  il  faut  prendre  aussi  en  considération  le  maximum  négatif 
de  M,  qui  est  donné  par  Mq,  ou  par  Mj,  suivant  le  cas.  Or,  d'après 
la  valeur  de  M©  écrite  plus  haut,  on  voit  que  sa  courbe  représen- 
tative est  une  courbe  du  troisième  degré  en  a,  tangente  à  l'axe 
des  X  à  l'extrémité  droite  de  la  poutre.  Elle  a  un  maximum  pour  la 
valeur  de  a  qui  annule  la  dérivée  de  a  (/ — a)*.  Cette  valeur  est 
donnée  par  l'équation  (/  —  a)* — 2a{l — a)  =  o.  En  écartant  la 
valeur  aL=  l  qui  ne  convient  pas,  il  reste 

/  —  3  a  =  o,  d*où  a  =  - . 

Le  maximum  de  Mq  est  lui-même 

M  !>/       >       /'A'  Di       4  P/       3a  PI  ^, 

j       \3/  -ly  8         27  8 

Quand  on  a  affaire  à  une  charge  uniformément  répartie  p.doL^  il 
faut  intégrer  les  diverses  expressions  précédentes,  ce  que  l'on  peut 
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faire  simplement  en  partant  des  valeurs  intégrées  de  Itùo  et  /a>,, 
lesquelles  sont,  comme  on  sait, 

On  en  déduit 

En  un  point  quelconque  de  la  poutre  on  a 

„  pi^         x{l-x)       pl^ 

M  =  a  —  — —  =  p  — » —  ^ —  • 

*^  lî         '^.  -2  12 

Au  milieu,  pour  a7==->  on  trouve 

24 

En  ce  qui  concerne  les  déformations,  puisque  les  déformations 
angulaires  sont  nulles  aux  extrémités,  on  a 

Envisageons  d^abord  une  charge  isolée.  Le  premier  terme  a  déjà 
été  calculé  dans  un  Chapitre  précédent  (Chap.  VIII)  et  a  pour 
valeur 


X*       si     ar  <  a, 


6ÊÏ7<'""^>*         si     :r>a. 


Quant  au  second,  en  se  reportant  à  la  valeur  de  M  —  [x,  dans 
laquelle  x  doit  être  remplacé  par  Ç,  on  trouve 


P   œ(/  — a) 
ËI  ~ 


Si  l'on  fait   dans  ces  formules  rt.zrzx^=-n   c'est^-dire  si  Ton 

2 

cherche  la  flèche  produite  au  milieu  de  la  poutre  par  une  charge' P 
également  placée  au  milieu,  on  trouve  respectivement  pour  les 
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deux  lermes  de  v  : 


La  somme  est 


P/3  J^  P/»  I 

El   ^96         *^'  El   ^  64  ' 


P/»         I 


El        192 

Dans  le  cas  d'une  poutre  sur  appuis  simples,  on  avait  trouvé 

P^        i 

"  =  -Ër^45- 

Le  rapport  est  donc  de  ^  dans  ce  cas  particulier. 

4 

Quand  on  a  affaire  à  une  charge  uniformément  répartie,  on 
a  immédiatement',  en  se  reportajit  à  la  valeur  de  M  écrite  plus 
haut, 

EI..-«y"sf(-S)(..-S)dî-£^j"(»-S)rfi 

Au  milieu  de  la  poutre  on  trouve 

384         El 

Cette  flèche  est  cinq  fois  moindre  que  celle  de  la  poutre  posée 
sur  appuis  simples. 

Cas  où  la  poutre  encastrée  ne  supporte  aucune  charge  mais 
subit  à  son  extrémité  de  gauche  une  dénivellation  Vq.  —  Dans 
ee  cas,  on  aura  jjl  =  o  et  pour  un  point  G  de  la  poutre  le  moment 
fléchissant  aura  pour  valeur,  d'après  (i), 

M  =  Mo — 2 1-  ^ly 

D'autre  pari,  la  seconde  équation  générale  de  déformation  devra 
s'écrire 


"^MCa:— 0 


d%. 


El 
Appliquons  encore  les  deux  équations  de  déformation  à  toute 
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la  poutre,  nous  aurons  les  deux  conditions 


I 


=  Oi 


'M(/-Î) 


dont  la  première  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 


En  y  remplaçant  M  par  sa  valeur,  nous  obtiendrons  des  équations 
analogues  aux  équations  (3),  qui  seront  évidemment 

6  Mo  +  a  Ml  =  —  /po» 
a  Mo -h  cMi  =      lv^\ 


d'où 

Mo  =  —7 rt^o,  Ml  =-7 r 

6c  —  a*       '  6c  —  a» 


Si  la  poutre  est  à  section  constante,  on  a 


On  en  déduit 


Par  suite, 


_b  _c  _    /> 


a-H6  =  a-*-c  =  3a, 

6c  — a«=  3a«, 

a  -+-6    _  I   _  6EI 
6c  —  a'^  ~^  a  ~    /• 


M  Vf  ^^^ 

Ml  =  —  Mo  =  -yr-  l'O" 


H.  —  Poutre  encastrée  a  lxe  extrémité 

ET   simplement  APPUYÉE   A   l'AUTRE. 

Supposons  que  la  poutre  soit  simplement  appujée  à  son  extré- 
mité de  gauche  G©  et  encastrée  à  son  extrémité  Gp  On  pourra  en 
faire  une  étude  générale  au  moyen  des  mêmes  principes.  Nous 
nous  bornerons  ici  à  quelques  indications  sommaires,  tout  en 
signalant,  qu'en  pratique,  ce  type  de  poutre  a  une  importance  plus 
grande  que  le  type  de  poutre  doublement  encastrée. 
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L'appui  Go  ne  pouvant  développer  aucun  couple  de  réaction, 
on  aura,  pour  le  moment  fléchissant  en  un  point  G  (x)  de  la 
poutre,  l'expression 

M  =  |Jl  -h  B  37  =  fJt  -H  —  X. 

D'autre  pari,  on  suppose  i',  =  0,(1)4  =  ^9  ^^o  :=  o. .  Les  équations 
générales  de  déformation  appliquées  à  la  poutre  entière  donnent 
donc 

f^al-h  f  Kl         ^^  =  »' 

On  élimine  coo  en  multipliant  la  première  équation  par  /  et  en 
retranchant  la  seconde  ;  il  restera  ainsi  la  condition 


/ 


En  la  développant,  on  arrivera  à  une  équation  qui  ne  sera  pas 
autre  chose  que  la  seconde  équation  (3)  du  paragraphe  précédent, 
privée  de  son  terme  en  Mo,  savoir  : 

ci)|  étant  ici  Tangle  de  rotation  de  la  poutre  en  G,  lorsqu'elle  est 
supposée  sur  appuis  simples.  La  ligne  d'influence  de  M,  a  donc 
ses  ordonnées  proportionnelles  à  celles  de  la  ligne  d'influence 
de  /(i)|. 

Si  la  section  est  constante,  on  a,  pour  une  charge  P  d'abscisse 
a  =  //;?, 


c  = 


et  Ton  en  déduit 


P/ 

M 1  = mil  —  m) (i  -h  m). 

'A 


Cas  où  la  poutre  ne  supporte  aucune  char^e^  mais  subit  à 
son  extrémité  de  gauche  une  dénivellation  s^^,  —  Dans  ce  cas, 
la  seconde  équation  de  déformation  appliquée  à  la  poutre  entière 


aa2  CHAPlTlUi  X. 

doit  s'écrire,  en  conservant  le  terme  t^o? 


(le  sorte  qu'après  élimination  de  (i>o  il  restera  la  condition 


f. 


V 


0  ^^ 

M 

D'autre  part,  l'expression  de  M  se  réduit  à  M=::  ^j:,  de  sorlp 

que  réquation  donnant  M,  est 

Dans  le  cas  de  la  section  constante,  on  a 

w        3EI 

Cas  où  la  poutre  ne  supporte  aucune  charge^  mais  subit  à 
son  extrémité  de  gauche  une  rotation  donnée  Wq,  en  même 
temps  qu^ une  dénivellation  donnée  \'q.  —  Dans  ce  cas,  il  n'csi 
plus  permis  de  supposer  M©  =  o,  et  Ton  a  pour  M  l'expression 

M  =  Mo  ^-^^=^^4- M,  y. 

D'autre  part,  les  équations  de  déformation  appliquées  à  la  poutre 
entière  donnent 

la  première  pouvant  être  remplacée  par  la  suivante»  : 

'm? 


Vo 


On  obtiendra  des  équations  analogues  aux  équations  (3)    m 
remplaçant  M  par  sa  valeur.  Ces  équations  seront  : 

6  Mo  -h  a  M 1  s=  —  Iv^  —  /'  a*o> 
a  Mo --h  cMi  =      ha» 
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Dans  le  cas  de  la  section  constante,  on  trouve 

6  El          4  El 
Mo  = j^vo J-^o, 

Il  faut  bien  remarquer  qu'ici  iùq  est  la  rotation  totale  imposée  à 
la  section  Go  et  comprend  implicitement  celle  qui  proviendrait  de 
la  dénivellation  Vq  considérée  seule. 

Si  Ton  voulait  revenir  à  ce  dernier  cas,  il  faudrait  faire  dans  ces 
formules  M©  =  o,  et  Ton  trouverait  entre  coo  et  f  o  la  relation 

3  p» 

(«0== j  t 

dé  sorte  que  M^  aurait  la  valeur  trouvée  précédemment  : 

M,  =  -^^  i^o. 

Cas  où  la  poutre  simplement  appuyée  à  son  extrémité  de 
gauche  n^est  que  partiellement  encastrée  à  son  extrémité 
droite^  et  y  subit  une  dénis^ellation  Pf  en  même  temps  quUine 
rotation  (Oj,  les  charges  étant  nulles. 

On  a  encore 

D'autre  part,  les  équations  de  déformation  donnent 


^1 

En  éliminant  coq,  il  vient 

'MJrf?       M, 


d'où 

Mi= -^(/w,— p,), 
dans  le  cas  de  la  poutre  à  section  constante. 

■  ■■■  M 
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POUTRES  CONTINUES  OU  A  TRAVÉES  SOLIDAIRES.  PORTIQUES. 


I.  —  Considérations  générales. 


Définitions.  —  On  appelle  poutres  continues^  ou  à  travées  soli- 
daires, une  poutre  droite  reposant  sur  plus  de  deux  appuis. 

Fig.  96. 


'«♦I 


« — ^fc 4 


Nous  numéroterons  ces  appuis  à  partir  de  la  gauche  en  attri- 
buant rindice  i  au  premier,  de  sorte  que,  s'il  y  a  /i  -h  i  appuis,  le 
dernier  correspondra  à  l'indice  n-\-\.  Nous  désignerons  par  xi 
l'abscisse  de  G/  et  nous  prendrons  généralement  pour  origine  des 
abscisses  le  point  (ji,  de  sorte  que  a^i  =  o. 

Ces  /i -f- 1  appuis  divisent  la  poutre  en  n  travées.  L'indice  i 
s'appliquera  à  la  première,  l'indice  n  à  la  dernière,  et  l'indice  i 
à  celle  qui  va  de  G/ à  G14.1.  La  longueur  de  cette  dernière  sera 
désignée  par  /|.  , 

Lorsqu'il  s'agira  d'une  travée  arbitraire  et  qu'il  n'y  aura  aucune 
chance  de  confusion,  nous  désignerons  souvent  sa  longueur  par  la 
lettre  /  sans  indice  et  par  les  lettres  G  et  iV  ses  appuis,  dont  les 
abscisses  seront  respectivement  x  et  x ,  De  même  pour  un  appui 
arbitraire  G,  on  désignera  par  des  lettres  sans  indice  les  quantités 
qui  s'y  rapportent. 

Nous  envisagerons  uniquement  des  charges  appliquées  verti- 
cales, c'est-à-dire  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  poutre,  et  nous 
réduirons  presque  toujours  le  problème  à  la  considération  d'une 
charge  unique  P  dont  la  ligne  d'action  sera  définie  par  l'abscisse  a, 
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<le  manière  à  parvenir  à  la  détermination  des  lignes  d'influence  des    • 
diverses  inconnues. 

Les  inconnues  principales  seront  les  réactions  des  appuis,  ou  des 
quantités  ayant  avec  elles  des  rapports  intimes. 

Nature  et  rôle  des  appuis.  —  Les  conditions  de  résistance  d'une 
poutre  continue  dépendent  au  premier  chef  de  la  nature  des  appuis 
qui  la  supportent  et  des  liaisons  qu'elle  a  avec  eux. 

Nous  nous  représenterons  généralement  un  appui  G  comme  le 
sommet  d'un  pilier  ou  poteau  vertical  dont  la  base  sera  fixe.  Pour 
simplifier,  nous  supposerons  ordinairement  cette  base  encastrée, 
de  sorte  que  le  pilier  sera  en  somme  une  console  à  axe  vertical,  ne 
supportant  pas  d'autre  charge  que  les  réactions  exercées  à  son  ' 
sommet.  Dans  le  cas  où  la  base  serait  constituée  par  une  simple 
rotule,  il  serait  aisé  d'en  tenir  compte. 

La  poutre  continue  peut  être  liée  d'une  manière  complète  ou 
incomplète  aux  pilier^  qui  la  supportent. 

Si  la  liaison  est  complète,  en  un  sommet  ou  nœud  tel  que  G,  la 
poutre  et  le  pilier  correspondant  auront  mêmes  déplacements  el 
même  déformation  angulaire.  Si  l'on  désigne  par  w,  c,  to  le  dépla- 
cement horizontal,  le  déplacement  vertical  et  Tangle  de  rotation 
de  la  fibre  moyenne  de  la  poutre,  ces  trois  quantités  pourront  être 
regardées  aussi  comme  appartenant  au  pilier  en  son  sommet.  Dans 
ces  conditions,  la  réaction  exercée  par  le  pilier  sur  la  poutre  sera 
définie  généralement  par  ses  deux  composantes  horizontale  et  ver- 
ticale, que  l'on  désignera  par  X  et  Y  respectivement  et  par  son 
moment  S  piis  par  rapport  au  point  G.  Les  six  quantités  w,  i',  w 
d'une  part,  et  X,  Y,  S  d'autre  part,  seront  alors  nécessairement 
liées  par  trois  relations,  faciles  à  établir  par  la  considération  préa- 
lable du  pilier  dont  il  s'agit,  en  se  reportant  aux  résultats  donnés 
à  la  fin  du  Chapitre  X.  En  particulier,  Y  et  r  seront  proportionnels 
l'un  à  l'autre.  Quant  à  X  et  S,  ils  seront  des  fonctions  linéaires 
de  u  et  de  (o. 

Il  peut  exister  des  cas  très  variés  de  liaisons  incomplètes  et  nous  ' 
envisagerons  seulement  quelques-uns  d'entre  eux. 

La  poutre  peut  reposer  sur  les  piliers  par  l'intermédiaire  de 
glissières  ou  de  doubles  bielles,  ou  de  lamés,  incapables  de  trans- 
mettre des  efforts  horizontaux  X,  et  l'on  peut  alors  poser  X  =  o. 

PiGEAUD  13 
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Les  rcactions  de  Tappui  sont  réduites  à  Y  et  îx  S,  qui  sont  respec- 
tivement proportionnelles  à  r  el  à  w.  Les  déplacements  horizon- 
taux u  du  pilier  et  de  la  poutre  n'ont  plus  de  rapport  nécessaire 
entre  eux. 

La  poutre  peut  reposer  sur  les  piliers  par  l'intermédiaire  de 
rouleaux  incapables  de  transmettre  des  efforts  horizontaux  X  (*t 
incapables  aussi  de  transmettre  des  moments  tels  que  S.  La  seuh^ 
réaction  à  en\isager  est  alors  la  réaction  verticale  \  qui  reste  pro- 
portionn-el](?  à  v-  Le  déplacement  u  et  la  rotation  to  de  la  poutre 
n'ont  plus  rien  qui  leur  corresponde  dans  le  pilier. 

Ce  qu'il  y  a  de  commun  dans  tous  ces  cas,  c'est  qu'il  y  a  tou- 
jours trois  au  plus  des  six  quantités  «,  ç^  o)  et  X,  \,  S  qui  soient 
indépendantes.  Ces  inconnues  indépendantes  sont  celles  qui  suf- 
fisent à  déterminer  l'état  de  la  poutre  au  droit  d'un  a|>pui,  c'est- 
à-dire  Tensemble  des  autres  inconnues  qui  ne  se  trouvent  'pas 
déterminées  a  pr/ort. 

Il  en  est  de  même  quand  la  nalure  du  "j^ilier  impose  d'autres 
conditions.  Par  exemple,  s'il  est  constitué  parun  massif  en  maçon- 
nerie de  dimensions  transversales  suffisantes  pour  qu'on  puisse  le 
considérer  comme  indéformable  dans  le  sens  vertical,  on  pourini 
poser  a  priori  r  =  o.  Dans  ce  cas,  \  sera  l'une  des  trois  quantités 
déterminant  l'étal  de  la  poutre  au  droit  de  l'appui,  les  deux 
autres  étant  soit  u  et  <o,  soit  X  et  S. 

Pour  ex[)oser  une  théorie  j^énérale,  nous  supposerons  des  appuis 
déformables  et  des  liaisons  complètes.  Ensuite,  nous  reviendrons 
en  détail  à  des  cas  plus  simples. 

Théorie  générale^  —  Soient  donc  «/,  .c/,  oji  les  déplacements  de 
la  fibre  moyenne  de  la  poutre  au  droit  de  l'appui  G/  et  soient 
X/,  \/,  S/  les  réactions  qu'elle  sulwt  de  la  part  de  cet  appui-  Ces 
six  inconnue^  satisfont  à  trois  équations  linéaires,  que  nous  appel- 
lerons le  groupe  { i)  sans  le  préciser  autrement.  Il  y  aura  en 
tout  'Ui-\-''\  équations  de  cette  espèce.  Elles  sont  indépendantes 
des  charges  appliquées  et  dépendent  seulement  de  la  nature  des 
supports  et  de  leurs  liaisons  avec  la  poutre. 

D'autre  part,  les  réactions  satisfont  aux  trois  équations  géné- 
rales d'équilibre,  qui  sont  linéaires  également,  et  que  nous  appel- 
lerons le  groupe  (2),  sans  le  préciser  davantage  pour  le  moment. 
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Elles  son!  indépeiidaat4»s  des  déformations  et  ne  renferment  (jmr 
les  ré<ictmns  et  les  forces  appliquées. 

Enfin,  si  l'on  applique  les  équations  de  déformation  à  clia^nne 
des  travées  de  la  poutre  ejontinue,  on  obtiendra  pour  chacune 
d'elles  ti'ois  relations  entre  les  déformations  de  ses  extrémité  et 
celles  des  réactions  d'appui  qui  interviennent  dans  la  composition 
du  moment  fléchissant  et  de  reffort  normal  en  un  point  cou- 
rant G(ç)  de  la  travée.  Ces  réactions  sont  uniquement  celles  qui 
sont  situées  à  sa  gauche.  Les  relations  dont  il  s'agit  seront  du 
reste  linéaires  et  elles  seront  au  nombre  de  l)  n.  Elles  formeront  un 
troisième  groupe  (groupe  n®  3). 

Le  problème  se  trouv<î  donc  théoriquement  résolu,  puisqu'on 
obtient  ainsi  (li  n-\-  3  )  -f-  3  -h  «^  ''  =z()n  -h-  <>  équations  linéaires- 
entre  les  (5/î-|-6  inconnues.  Mais  celte  constatation  ne  donnerait 
qu'une  satisfaction  fort  incomplète,  si  l'on  ne  trouvait  pas  des 
moyens  propres  à  faciliter  la  résolution  elfective  de  ces  multiphvs- 
équations  du  premier  degré. 

H  se  présente  heureusement  toujours  cette  circonstance  remar- 
quable que  les  é((ualions  obtenues  peuvent  se  classer  et  se  rang(*r 
dans  un  cn'dre  tel  qu'elles  constituent  ce  qu'on  appelle  un  syslèmr 
étage ^  les  différentes  inconnues  ne  s'y  introduisant  que  successi- 
vement à  partir  d'un  certain  rang.  On  peut  s'en  rendre  compl(^ 
aisément  de  la  manière  suivante. 

Supposons  qu'on  laisse  provisoirement  arbitraires  les  déplace- 
ments £/|,  f'i,  o>i  du  premier  appui.  Les  réactions  de  cet  appui 
pourront  être  déterminées  au  mojen  des  trois  équations  corres- 
pondantes du  groupe  (i).  Dans  la  première  travée,  le  moment  flé- 
chissant et  l'eftort  normal,  qui  ne  dépendent  que  des  chargeas  et 
des  réactions  situées  à  sa  gauche,  sont  exprimables  en  fonction 
lii].éaire  de  \|,  Y|,  Si,  et  par  suite  de  M|,  r,,  a)|.  Les  trois  équa- 
tions de  déformation  relatives  à  cette  travée,  groupe  (  3  ),  permet- 
tront alors  de  calculer  les  déformations  Mj,  ('2,  to^  du  second  appui,, 
et  par  suite  les  réactions  Xo,  Va*.  Sa,  et  ainsi  de  suite. 

Toutes  les  inconnues  w,  c,  o),  ou  X ,  \  ,  S,  pourront  ainsi  de  proche 
en  proche  être  calculées  en  fonction  des  trois  premières,  et  il  suffira 
de  porter  les  valeurs  des  réactions  dans  les  trois  équations  d'équi- 
libre statique,  grouj)e  ('î),  pour  avoir  trois  conditions  auxquelUîs 
devront  satisfaire  nécessairement  w  1 ,  ^f ,  co  1 ,  et  qui  les  détermineront . 
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Toutes  les  autres  inconnues  sVn  déduiront  ensuite.  On  aura 
donc,  en  définitive,  à  résoudre  un  groupe  de  trois  équations  au 
plus,  moyennant  un  travail  préparatoire,  qui  est  au  fond  assez 
simple  lorsqu^on  se  trouve  en  présence  de  données  numériques. 

Cette  indicatron  est  valable,  quel  que  soit  le  système  des  char^çes 
appliquées.  Lorsque  celui-ci  se  réduit  à  une  charge  unique  V 
placée  à  Tabscisse  a,  on  peut  préciser  la  forme  des  équations  des 
groupes  (2)  et  (3)  et  en  déduire  certaines  conséquences  intéres- 
santes, au  point  de  vue  du  tracé  des  lignes  d'influence  des  diverses 
inconnues. 

Les  équations  générales  d'équilibre,  groupe  (2),  s'écrivent 

!X|  H- Xj        -^.,. hX;n-i=0, 
Y, -H  Y,       -r-...       -^Y„^,=  P, 
Yi  jTj  -+-  Ya^Fj-i-  ...      -f-  Ytn-iXfii-x  —  Si  —  S»  —  ... —  S^^-i  =  P  a. 

Elles  sont  linéaires  évidemment  par  rapport  à  P  et  du  premier 
degré  au  plus  par  rapport  à  l'abscisse  a. 

D'autre  part,  supposons  que  a  tombe  dans  la  travée  n"y,  c'esï- 
à-dire  soit  comprise  entre  xj  et  xj^i . 

Pour  toute  travée  d'indice  i  inférieur  ày,  on  aura,  pour  le  point 
courant  G  d'abscisse  ;,  les  expressions  suivantes  : 

M  =  Yi({  ~x,) -f- Y,($  -  T.) -h. . .  ■+- Y,(t  - x/) -+- S,-i- S,-r-. . .- S/, 
N  =X,-hX,-h...-f-  .\.-. 

Si  l'on  a  i  =  j\  tant  que  Ton  aura  ç  <;  a,  l'expression  de  M  con- 
servera la  même  forme,  indépendanle  de  P,  l'indicey  étant  simple- 
ment substitué  à  l'indice  i.  Pour  les  seclions  telles  que  S  >  a,  il 
faudra  ajouter  à  l'expression  de  M  le  terme  —  P(ç  —  a). 

11  en  sera  de  même  pour  tout  point  appartenant  à  une  travée 
d'indice  supérieur  ày.  Le  terme  —  P(  ;  —  a)  interviendra. 

Cela  posé,  les  équations  de  déformai  ion  relatives  à  la  travée 
d'indice  /auront  toujours  la  forme  suivante  : 


•'  t 

(3)  /  P,^,  -  P,- -  ,0,7, -_    r"^'-^"''',:,''"''^;. 
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La  dernière  équation  (3)  ne  dépendra  ainsi  ni  de  V  ni  de  a  el 
ne  conliencira  que  les  réaelions  horizontales  X  d'indice  égal  ou 
inférieur  à  i. 

Quant  aux  deux  autres  équations  (3),  elles  ne  contiendront 
jamais  que  des  réactions  Y  et  S  d'indice  é^al  ou  inférieur  à  i,  el 
elles  ne  dépendront  ni  de  P  ni  de  a  tant  que  Ton  aura  i  <Cy . 

Si  l'on  a  i]>y,  les  termes  dépendant  de  V  seront  respectivement 
de  la  forme 


(^■-i)^r      ..      o    r"^-^'(a-$,)(:r,-,,     -  ?) 


Kl 


<n 


el  les  coeflicienls  de  P  seront  du  premier  degré  en  a. 

Enfin,  si  l'on  a  i^^j\  les  intégrales  coefficients  de  V  auront 
pour  limites  inférieures  a  au  lieu  de  Xj.  Ce  seront  des  fonctions 
de  a  d'un  degré  plus  ou  moins  élevé,  suivant  que  1  variera  d'une 
manière  plus  ou  moins  compliquée  en  fonction  de  Tabscisse.  Mais 
dans  le  cas  important  d'une  poutre  à  section  constante,  ce  seront 
des  fonctions  du  troi.sième  degré  au  plus  en  a.  Dans  ce  cas  les 
inconnues,  déplacements  ou  réaelions  d'a[)pui,  sont  des  fonctions 
de  a  qui  sont  au  plus  du  troisième  degré  et  qui  ne  changent  pas  de 
définition  analytique  tant  que  a  ne  franchit  pas  les  limites  d'une 
travée. 

Lorsque  a  franchit  les  limites  d'une  travée  el  passe»  par  exemple 
par  la  valeur  j'y^,,  la  définition  analytique  d'une  inconnue  quel- 
conque change  forcément,  puisque  les  termes  en  P  et  a  qui  figu- 
raient dans  les  deux  premières  équations  du  groupe  (3)  nîlatives 
à  la  travée  n"  y  disparaissent.  Mais  on  |)eul  remarquer  que  ces 
termes,  au  moment  où  ils  disparaissent,  c'est-à-dire  pour  a  =  J7y^i, 
deviennent  nuls  ainsi  que  leurs  dérivées  en  a.  ils  sont,  en  effet,  de 
la  forme 

(»t  leurs  dérivées  en  a  sont  de  la  forme 

.4    Kl       J,       Kl     " 

Il  y  a  donc  forcement,  d'une  travée  à  l'autre,  un  raccordement 
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Iîmp;entiel.  Los  diflérenls  arcs  des  li^ies  d*inllnen€e  t»nl  non  seii- 
Icinent  des  points  communs,  mais  des  tangentes  communes  sur  les  » 
verlicales  des  a|)puis. 

Ji  est  également  intéressant  de  remarquer  que  toutes  les  équa- 
tions étant  linéaires  par  rapport  aux  inconnues,  si  l'on  en  prend 
l<'s  dérivées  par  rapport  à  a,  elles  conserveront  la  même  fornae,  à 
<*ela  près  que  les  différentes  inconnues  y  seront  remplacées  par 
l<Mirs  quotients  différentiels  par  rapport  à  a  et  que  les  termes 
<Iépendant  de  P  y  seront  remplacées  par  leurs  dérivées  en  a.  Le 
<léterminant  du  système  des  équations  dérivées  demeurera  exacte- 
ment le  même  que  celui  du  système  primitif.  La  plus  jurande  partie 
<les  calculs  faits  pour  j)arvenir  à  la  résolution  de  celui-ci  pouiTa 
<lonc  servir  pour  le  second,  en  moditiant  simplement  les  valeurs 
<les  termes  dépendant  de  P,  c'est-à-dire  de  a.  On  obtiendra  ainsi 
simultanément,,  si  on  le  désire,  non  smilenient  des  points  des 
lij^nes  d'influence,  mais  les  tangentes  en  ces  mêmes  points,  et  cela 
jxrut  abréger  beaucoup  leur  détermination. 

Prenons  en  particulier  le  cas  d'une  section  constante.  jNous  avom: 
Mt  «pe  les  différents  arcs  des  ligjties  d'influence  sont  dei»  arcs  de 
|>araboles  cubiques  et  que  ces  arcs  doivent  se  raccorder  entre  eux 
^ur  les  verticales  des  appuis.  Il  suffit  »  pour  les  déterminer  com- 
plètement, de  connaître  les  points  et  les  tangentes  situées  sur  les 
verticales  des  appuis,  c'est-tV-dire,  en  somme,  d'envisager  unique- 
ment les  valeurs  de  x  correspondant  aux  divers  a[)puis.  C  est  une  • 
slmpiilicalion  notable.  Il  n'est  même  pas  nécessaire  que  la.seclion 
soil  (!onstante  d'un  bout  à  l'autre  de  la  poutre;  il  suffit  qu'elle  le 
sivïl  dans  l'élendue  de  chaque  travée. 

Dans  le  cas  général^  on  aura  presque  toujours  intérêt  à  détcr- 
miner  les  points  et  les  tangentes  des  lignes  d'influence  correspon- 
nanl  aux  verticales  des  ap])uis.  Les  paraboles  cubiques  déter- 
minées par  ces  seuls  élémenls  fournissent,  la  plupart  du  temps, 
une  a[)proximation  satisfaisante. 

Remarque  au  sujet  des  lignes  d'influence  du  moment  fléchissant 
et  de  l'effort  tranchant  dans  une  section  déterminée  G(^)  de  la 
poutre.  -  -  Soil  a  l'abscisse  variable  de  la  charge. 

Si  l'on  a  a>;,  le  moment  fléchissant  est  une  fcuiction  linéfiire 
des  réactions  des  a[)|)uis  situés  à  gauche  de  la  section:.   Si  Ton 


POUTRES   CONTINUES  OU   A   TRAVÉES  SOLIDAIRES.    PORTIQUES.  >.3l 

a  3t<ci,  il  faut  ajouter  à  cette  même  fonclfoii  linéaire  le 
Icrme  — P^;  —  a). 

Or  les  réactions  des  appuis  clianp^ent  de  dé(înîtion  analytique 
toutes  les  fois  que  la  charge  franchit  un  appui,  mais  les  arcs 
successifs  de  leurs  lignes  d'intluence  se  raccordent  tangentiellement 
entre  eux.  Il  en  est  donc  de  même  de  toute  fonction  linéaire  d'un 
nombre  quelconque  de  ces  réactions.  La  ligne  d'influence  de  M 
sera  composée  d^arcs  se  raccordant  tangentiellement  entre  eux  sur 
les  verticales  des  appuis. 

Mais  en  outre  M  change  de  définition  analytique  lorsque  a 
passe  par  la  valeur  ç,  puisqu'il  faut  tenir  compte  du  terme 
— ^  P  (ç  —  3t  )  pour  a  <!  i  et  n'en  pas  tenir  compte  pour  a  !>  ç.  Les 
deux  expressions  de  M  fournissent  d'ailleurs  la  même  valeur  pour 
a  =  i,  puisque  le  terme  additionnel  est  alors  nul. 

Mais  -T-  a  deux  valeurs  distinctes  pour  a  =  ;,  suivant  que  Ton 

considère  Tune  ou  Tautre  des  expressions  de  M-  La  différence  de 

ces  valeurs  est  évidemment  P  — ^, =r  —  P. 

du 

Ainsi  la  ligriie  d'influence  du  moment  iléchissant  dans  une  sec- 
tion  quelconque  présente  un  point  de  brisure  au  droit  de  cette 
section  et  la  différence  des  coefficients  angulaires  des  deux 
tangentes  en  ce  point  dé  brisure  est  toujours  égale  à  —  P.  Partout 
ailleurs  la  ligne  d'influence  est  continue. 

En  ce  qui  concerne  l'effort  tranchant,  si  çest  dans  la  travée  n^  i^ 
il  a  pour  valeur 

dans  le  cas  où  a>;  et 

dans  le  cas  où  a<;i» 

Sa  ligne  d'influence  se  coin|K)sc  d'arcs  de  courbe  se  raiccordanl 
tangeotiellement  entre  eux  sur  les  verticales  des  appuis,  mais  elle 
présente  un  ressaul  égal  à  P  au  droit  de  la  section  considérée. 

.Revue  de  qu^ques  ea»  particidîors.  —  11  existe  un  cas  particu- 
lièrement simple  qu'il  importe  «le  mentionner.  C'est  ceKri  où  Ton  a 
affaire  à  des  appuis  incompressibles,  lels  que  les  inconnues  auxi- 
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liaires  pv  soienl  nulles.  On  connaît  d'avance  la  solution  lorsque  la 
charge  esl  au-dessus  d'un  appui  Xj,  On  satisfait  évidemnienl 
à  toutes  les  conditions  d'équilibre  en  faisant 

et  en  faisant  toutes  les  autres  inconnues  égales  à  zéro.  La  réaction 
de  l'appui  directement  chargé  suffit,  en  effet,  à  assurer  l'équilibre 
et  la  poutre  ne  subit  aucune  déformation.  Si,  de  plus,  la  poutre 
est  à  section  constante,  on  voit  que  le  problème  ne  nécessitera, 
en  définitive,  que  la  détermination  des  tangentes  aux  points  situés 
sur  les  verticales  des  appuis. 

Il  y  a  d'ailleurs,  dans  l'hjpothése  d'appuis  incompressibles,  une 
autre  source  de  simplification.  Le  système  des  équations  à  résoudre 
devient  étage  à  partir  de  deux  inconnues  seulement  au  lieu  de 
trois.  Si  l'on  suppose,  en  effet,  que  Ton  se  donne  u^  et  tOi,  défor- 
mations du  sommet  du  premier  appui,  le  groupe  des  équations  (  i) 
se  réduit  à  deux  seulement  et  fait  connaître  les  deux  inconnues  Xi 
et  S|.  Alors  la  seconde  équation  du  groupe  (3),  qui  ne  contient 
que  \,  et  S|  en  même  temps  que  C0|,  permettra  de  déterminer  \  |, 
les  deux  autres  faisant  ensuite  connaître  (1)2  et  1/3  respectivement, 
et  ainsi  de  suite. 

On  peut  souvent  admettre  une  simplification  du  même  ordre  en 
ce  qui  concerne  la  poutre  elle-même,  et  supposer  nuls  ou  négli- 
geables les  raccourcissements  qui  proviennent  de  l'effort  normal 
N  =  S^X.  Cela  revient  à  supposer,  dans  les  dernières  équations 
du  groupe  (^3),  que   la    surface   de   la  section    est  suffisamment 

grande  pour  que  les  intégrales   /  r;^  soient  négligeables.  Alors 

toutes  les  différences  , 

sont  nulles  et  tous  les  déplacements  «/  seront  nuls  eux-mêmes 
pourvu  que  l'un  d'eux  le  soit.  On  pourra  supposer  qu'il  en  est 
ainsi  lorsque  la  poutre  sera  butée  contre  un  appui  fixe  à  l'une  de 
ses  extrémités.  Si  cette  circonstance  n'est  pas  réalisée,  tous  les  w, 
seront  égaux  au  premier  d'entre  eux  W|,  et  la  marche  générale  des 
calculs  sera  conservée,  le  système  des  équations  demeurant  étage 
à  partir  de  Ux  et  (i)|.  Toutefois,  les  dernières  équations  du 
groupe  (3)  n'interviendront  plus  et,  d'autre  part,  la  détermination 
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fil*  la  série  des  inconnues  X;  se  fera  d'une  manière  indépendante 
<les  autres.  Elles  n'inter\iennenl  pas,  en  effet,  dans  les  deux  pre- 
mières équations  du  groupe  (3)  et  sont  déterminées  uniquement 
par  les  équations  du  groupe  (i)  qui  leur  correspcmdenl. 

Enfin,  une  simplification  plus  profonde  encore  résulte  des  hypo- 
thèses simultanées  iv=^  o  et  X/=  o,  qui  sont  conciliables  avec  des 
liaisons  incomplètes.  On  a  encore  w/^,  —  ///r=:o,  d'après  les  der- 
nières équations  du  groupe  (3),  et  d'ailleurs  les  déplacements  ui 
de  la  poutre  ne  peuvent  intervenir  dans  la  détermination  des  réac- 
tions des  appuis.  On  n*a  plus,  dans  ce  cas,  que  in  -4-3  inconnues 
en  tout  au  lieu  de  6/H-6,  savoir  :  les  ^  ,  S,  o>  relatifs  à  chaque 
appui.  Pour  les  déterminer,  il  reste  : 

1**  7/ -|- 1  équations  du  groupe  (i),  à  raison  d'une  seule  par 
appui.  Elles  établiront  des  relations  de  proporlionnalilé  entre 
S/  et  to/; 

2®  Deux  équations  d'équilibre  du  groupe  (a); 

3'*  2/1  équations  du  groupe  (3),  à  raison  de  deux  par  lra\ée. 

I-.'ensenible  de  ces  équations  forme  un  système  èlagè  à  partir  de 
la  première  inconnue  seulement,  a>i  par  exemple.  En  effet,  si  C0| 
était  donné,  Sj  s'en  déduirait  [)ar  la  première  équaticm  du 
groupe  (i),  puis  R|  serait  calcuhible  par  la  seconde  équation  du 
groupe  (3)  relative  à  la  première  travée,  l'autre  é(|uation  de  ce 
même  groupe  faisant  connaître  Wj  et  ainsi  de  suite. 

•Sous  nous  bornons  ici  à  ces  indications  générales,  nous  réser- 
vant de  revenir  en  détail  sur  ce  cas  important. 

Effets  d'un  changement  de  température.  —  Avant  de  terminer, 
nous  ajouterons  un  mot  au  sujet  des  effets  que  peut  produire  une 
modification  de  la  température  sur  un  pareil  système,  et  de  la 
manière  d'en  tenir  compte  le  cas  échéant.  Nous  ajouterons  ces 
effets  à  ceux  produits  par  les  charges  et  surcharges,  et  nous  pouvons 
les  évaluer  séparément. 

Supposons  pour  plus  de  généralité  que  hi  poutre  et  les  piliers 
soient  à  liaisons  complètes. 

Dans  le  groupe  des  équations  (  i  )  qui  lient  les  réactions  d'appui 
aux  déformations,  il  faudra  modifier  celle  qui  établissait  un  rap- 
port de  proportionnalité  entre  Y   et  ç.  En  effet,  le  déplacement  r 
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sera  la  résultante  de  riUlongement  du  poteau  sons  un  accroisse- 
ment de  température  t  et  du  raccourcissement  dû  à  la  réaction 
-  Y  de  la  poutre  sur  le  poteau.  Au  lien  d'une  relation  telle  que 
i'^:=  —  K^  ,  il  faudra  donc  écrire  une  relation  binôme  de  la  forme 
ç  =z  -  K\  -f"  Iv't.  Les  autres  équations  du  jïçroupe  ne  dépendent 
pas  de  T. 

En  sont  également  indépendantes  les-  é(|ualions  d'équilibre 
(groupe  2),  d'où  les  termes  en  P  auront  disparu,  ainsi  (jue  les  deux 
premières  équations  du  groupe  (3).  Mais,  dans  la  troisième  équa- 
tion de  ce  groupe,  la  différence  ni^^ — 1//  devra  être  égalée  a  la 
variation  totale  de  la  longueur  de  lar  travée,  de  sorte  que  le  second 
membre  contiendra  un  terme  proportionnel  à  t. 

L'ensemble  des  équations  demeure  linéaire  et  étage,  comme 
dans  le  cas  où  Ton  envisage  les  effets  d'une  surcharge.  Dans  les 
applications,  on  tiendra  compte  d'ailleurs  des  simplificatiims  qui 
sr  présenteront. 

Si  tous  les  poteaux  ont  même  hauteur,  leurs  dilatations,  dues  à 
une  élévation  de  température,  seronLtoutes  égales  et  il  sera  évidem- 
ment inutile  d'en  tenir  compte  dans  les  équations  (  1  ). 

Si  la  poutre  repose  sur  des  rouleauit  et  est  librement  dilatable, 
il  sera  également  inutile  de  tenir  compte  de  l'allongement  des 
\raf\ée.s. 


11.  —  KtUUB  détaillée  des  poutres  SLR  APPUIS  INCOMPRESSIBLES, 
QUAND  LEURS  DÉPLACEMENTS  LONGITUDINAUX  SONT  SANS  INFLUENCE 
SUR   LES    RÉACTIONS   D'APPCI. 

iNoiKs  sup|>osons  expressément  ici  que  l'on  a  pour  tous  les 
appuis  fv=:4),  de  sorte  que  les  composantes  \,-  des  réactions 
soient  des  inconnues  indépendantes. 

Nous  supposims  également  que  le*  dépla<'ements  longitudinaux 
///  de  la  poutre  soient,  sinon  nuls,  du  moins  sans  inUuence  sur  les 
réactions  désignées  par  S/  et  \/,  de  sorte  que  ceDes-ci  soient 
siuiplement  proportionnelles  à  o>/ 

En  particulier  nous  poserons  des  relations  de  la  forme 

(l)  S/=/vto/, 

Ifl  étant  un  eoenicient  essentiellement  positif. 
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Quant  aux  composantes  horizontîiles  Vj,  mms  ne  nous  en  occu- 
perons pas  et  nous  supposerons  qu'elles  peuvent  être  déterminées 
a[)rès  coup  et  équilibrées  par  une  i)utée  convenable  d'une  des 
extrémités  de  la  poutre. 

Dans  ces  condrfions,  lé  groupe  de  relations  désigné  [vrécé- 
d(*miïK»nt  par  le  n**  (  i  )  se  réduit  aux  seules  équations  (  i  ). 

Changement  d'inconnues.  —  On  peut,  d'un  autre  côté,  simplUier 
notablement  les  groupes  d'équations  (2)  et  (3)  par  certains  chan- 
jcements  d'inconnues. 

Supposons  que  toutes  les  charges  agissent  dans  la  travée-  /y, 
autrement  dit  que  la  tracée  Ij  soit  seule  chargée.  On  pouiTa  com- 
mencer par  faire  FéUide  de  celle  travée  dans  Thypothèse  où  elle 
reposerait  sur  deux  appuis  simples  coïncidant  avec  Gy  et  Gj^^, 

On  obtiendra  dans  ces  conditions,  pour  un  point  courant  G(i)' 
de  cette  travée  (Tabscisse  Ç  étant  rapportée  à  son  extrémité  de 
gauche  Gy),  un  cerlain  moment  fléchissant  [jl   que   nous   savons» 

déterminer,  et  un  effort  tranchant  égal  à  — ^• 

On  aurait  également*  des  réactions  d'a[)pui  déterminées  que 
nous  appellerons  respectivement  \  et  \'  pour  Gy  et  Gy_,.«. 

Enfin,  on  aurait  des  déformations  angulaires  bien  dél<?rminées 
co  et  co'  au  droit  des  appuis,  et  Ton  aurait  pour  ces  déformati(ms 
les  deux  relations  connues 


0 


'>-'=/ 'eî''^- 


(Quand  il  s'agira  de  lignes  d'influence,  le  système  des  charges 
se  réduira,  bien  entendu,  à  une  charge  unité  P  a|)pliquée  au  droit 
de  l'abscisse  a.) 

Dans  toutes  les  autres  travées  le  moment  fléchissant  serait  nul, 
et  toutes  les  réactions  des  autres  a|)puis  seraient  nulles. 

I-.' intervention  des  autres  ap[)ms  a  pour  cfîet  d  in-lrodnire  des 
réactions  compk*mentaires  que  nou^  désignerons  jnrr  \/  et  S/,  en 
ce  ([ui  concerne  un  appui  quelconque  G/.  De  celle  façon,  les  réac- 
tions  verticales   réelles  des   detix    appuis   sj)écrau'x    Gy  en  Gy_,_i 
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encadrant  la  travée  chargée  scronl  évidemmenl  : 

YyH-Y      et      \j^t-r-V. 

Celle  considéralion  des  réaclions  complémentaires,  au  lieu  des. 
réactions  réelles,  a  déjà  pour  effet  de  rendre  homogènes  par  rap- 
port à  elles  les  équations  d'équilibre  (groupe  a)?  de  sorte  qu\m 
peut  dire  que  les  réactions  indépendantes  ne  sont  qu'au  nombre 
de  2/j  au  lieu  de  2/i  4-  2.  On  peut  effectivement  réduire  à  2  /i  le 
nombre  des  inconnues  distinctes,  et  s'épargner  la  considération  des 
équations  d'équilibre  en  écrivant  que  dans  chaque  travée  M  —  u. 
est  une  fonction  linéaire  de  l'abscisse,  ce  qui  n'introduit  que  2  n 
coefficients  inconnus. 

Nous  prendrons  comme  inconnues  dans  chaque  t  ravée  les  moments 
fléchissants  à  ses  deux  extrémités  ;  l'un,  désigné  par  M/,  sera  le 
moment  fléchissant  obtenu  en  un  point  situé  immédiatement  à 
droite  de  G/;  l'autre,  désigné  par  N/,  sera  le  moment  obtenu  en  un 
point  situé  immédiatement  à  gauche  de  0/4.4.  De  celle  façon,  dans 
toute  li^avée  non  chargée,  c'est-à-dire  pour  i^Jf  le  moment 
fléchissant,  au  point  courant  d'abscisse  $,  a  pour  expressidn 
simple  * 

'/  fi 

Pour  la  Iravée  chargée,  c'est-à-dire  pour  i  =j\  ou  a 

Les  nouvcHes  inconnues  M  et  N  sont  liées  aux  réaclions  complé- 
mentaires d'appui  par  des  relations  1res  simples  que  l'on  obtient 
en  écrivant  les  conditions  d'équilibre  des  pelils  tronçons  situés 
au-dessus  des  appuis.  Ce  sont  : 


Y/  = 


/i  //  1 


Les  réactions  complémentaires  d'appui  seront  donc  aisées  à 
déterminer  après  coup,  en  fonction  des  nouvelles  inconnues  M/ 
et  N/. 

L'équation  de  condition  (  i  )  est  d'ailleurs  immédiatement  rem- 
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placée  par 

(1)'  M/-N/  ,  =  A-|'^/. 

Équations  de  déformation.  -  -  I/introduclion  des  nouvelles 
inconnues  permet  de  simplifier  notablement  le  groupe  (3)  des 
équations  de  déformation,  donl  l'on  n'a  du  reste  à  considérer  que 
les  deux  premières  pour  chaque  travée. 

Ces  deux  équalions  s'écrivent,  d'une  manière  générale,  en 
rapportant  dans  chaque  travée  les  abscisses  à  son  extrémité  de 
gauche. 

%  M 


i' 


1  +  1 


Pour  obtenir  plus  de  svmélrie,  nous  remplacerons  d'ailleurs  la 
première  d'entre  elles  par  la  suivante  qui  en  est  une  combinaison 
linéaire,  savoir  : 


«Vm  —  *V—  ^/ '•>/+] 


Remplaçons  mainlenant  M  par  sa  valeur  dans  ces  équations  de 
déformation,  en  posant  dans  chaque  travée 


iOP. 


I  ••    • 


/^  El         """  •' 


•-  0 


[      m 


Et         '"'  ""'' 


et  en  nous  rappelant,  pour  la  travée  chargée,  la  signification  de 
w  et  de  ti)'.  Nous  obtiendrons  pour  toute  travée  non  chargée 
(£  ^y)  les  deux  équations  suivantes  : 

C  2  )  l/(  v,+ 1  —  1/  )  —  /f  f.if     =  b,  M  i  -H  rti  IV/, 

(  3  )  —  //  (  Vi ,. ,  —  Vi  )  -t-  ij  r,ii+ 1  =  ai  M/   -  c,  N/, 
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et  pour  la  travée -chargée,  i=^j\  les  deux  équations  analo«^ue.s 

^  2  )'  Ij  (  Py  -.- 1  —  Vj  )  -  /J  wy       =  bj  My  -+-  ^y  ^j  —  Ij  m , 

(3)'  —  lj{Vj^x  —  t'y)  —  0  ^y-^-I  =  «y  ^^J-^   CyNy-+-  //  w'. 

Dans  le  cas  où  nous  nous  sommes  placés,  les  appnis  étant 
incompressibles,  ces  équations  se  simplifient  notatlemenl  par  la 
<dispartU<ui  des  terme*  -en  v.  Nous  les  supposerons  supprimés,  sauf 
à  les  rétablir  exceptionnellement  dans  certaines  circonstances,,  par 
exemple  quand  nous  étudierons  l'effet  d'une  dénivellation  acciden- 
telle de  deux  appuis.  Alors  la  différence  vij^^  -<U  sera  supposée 
donnée. 

Les  équatiims  (a)  et  (3),  dans  le  groupe  desquelles  rentrent 
(2)'  et  (3)',  résolvent  le  problème,  avec  l'adjonction  des  rela- 
tions (  I  )'.  Il  y  a  en  effet  /i -J-  1.  équations  (  i  )',  c'est-à-dire  autant 
que  d'inccmnues auxiliaires (o,  et  a/i  équations  (2) et  (3  ),  c'est-à-dire 
autant  que  d'inconnues  principales  M  et  N.  On  pourrait  d'ailleurs 
éliminer  facilement  les  01. 

Le  système  des  équations  (2)  et  (3)  est  beaucoup  plus  simple 
que  celui  que  l'on  obtiendrait  en  considérant  les  réactions  complé- 
mentaires d'appui.  Chaque  équation,  en  effet,  renferme  au  plus 
trois  inconnues  à  la  fois.  De  plus,  il  n'y  a  que  deux  équations  qui 
dépendent  des  charges.  Ce  sont  les  équations  (2  )'  et  (3)',  relatives 
à  la  travée  cliargée. 

Résolution  des  équations.  -  L'ensemble  des  équations  (1  )',  (2) 
et  (3)  forme  un  système  étage  à  partir  de  Wi  seulement,  comme  il 
est  fa<:ile  de  s'en  assurer  à  nouveau.  La  première  des  équations  (  i  )' 
ne  renferme,  en  effet,  que  oj|  et  M^.  Il  est  de  la  même  façon  étage  à 
partir  de  co,,^,.  Le  procédé. à  employer  pour  résoudre  un  pareil 
système,  tt)ut  en  dérivant  de  la  méthode  générale  applicable  aux 
systèmes  étages,  devient  particulièrement  simple. 

Supposons  qu'on  parte  d'une  valeur  to,  arbitraire,  M,  se 
calculera  par  la  première  équation  (  i  )'  et  lui  sera  proportionnelle. 
Puis  Ni  se  calculera  par  la  première  équation  (2)  et  lui  sera  encore 
proportionnelle.  De  même  (O2  se  calculera  par  la  première  équa- 
tion (3)  et  ainsi  de  suite.  On  voit  facilement  que  toutes  l(»s 
inconinics  «l'indice  /<<y  seront  ainsi  proportionnelles  à  oji  et  qu'il 
en  sera  encore  de  même  de  toj  et  de  My  données  respectivement 
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par  réquatiou  {',])  afférenle  à  la  travée  lj_i  el  par  réqualion  (  i  )' 
afférente  à  Tappui  Gy.  La  première  inconnue  qui  ne  sera  pas  pro- 
portionnelle à  (i>i  sera  Ny  donnée  par  l'équation  (  2)  afférenle  à  la 
travée  /y.  Elle  contiendra  un  terme  dépendant  des  charges,  dont 
la  détermination  est  d'ailleurs  immédiate,   ce  terme   ayant   pour 

valeur -^^ — 

Si  donc,  partant  de  riiypothèse  to,  =z  1,  on  avait  cakul^^,  d'un 
bout  à  l'autre  de  la  poutre,  les  valeurs  prises  par  les  différentes 
inconnues,  en  appliquant  systématiquement  les  équations  (  ï  ),  (2  ) 
et  (3),  en  faisant  abstraction  des  charges,  ou  si  Ton  veut  en  sup- 
[)osant  ces  charjçes  nulles,  ce  travail  préparatoire  permettrait 
d'écrire  les  relations  de  proportionnalité  suivantes,  jusqu'à 
l'indice  y  : 

(A)  r>    —    ^^'    —  ]^    —   -*'  —   ^'^J   —    ^^^ 

'*'  ~  "'/  ^  ni    "  Pi       "*~  pj  ~  m/ 

et  Ton  aurait  en  outre 

aj 
Si  maintenant  on  remplace  dans  cette  dernière  équation  o)<  par 

mm 

sa  valeur  w,  =  — -  déduite  de  (4),  et  si  Ton  multiplie  par  aj^  on 
obtient  l'équation  de  condition  : 


(6)  Cfy    — ^    iMy  -H   Clj  Ny  =    /j   '»>. 


mj 


D'autre  façon  toute  semblable,  en  partant  de  Texlrémité  droite 
de  la  poutre,  c'est-à-dire  des  mêmes  équations  (i)'  (2)  et  (.i), 
mais  en  renversant  leur  ordre,  on  établirait  des  relations  de  pro- 
portionnalité telles  que 


M/ 

N,- 

''>/• 

w„ 

-l-l 

'  -■ 

»'/ 

"""^ 

"/ 

■        ■ 

Pi 

Pj^i     " 


/ 


et  Ton  aurait  pour  My,  d'après  réquatio.n  {\\)  afférente  à  la  travée 
char  orée 
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On  en  déduira  une  seconde  équation  de  condition,  qui  sera 


m' 


(  <>  )'  ^j  >'y  —^J-J-  ^J  =  —  0  "*'• 

fij 

Les  deux  équations  (^6)  et  {(])'  résolvent  le  problème,  en  ptT- 
mettant  de  calculer  My  et  Ny.  Toutes  les  autres  inconnues  s'en 
déduiront  ensuite  au  moyen  des  relations  de  proportionnalité 
(4)  et(4V  valables  les  unes  à  gauche,  les  autres  à  droite  de  la 
travée  chargée. 

Posons  pour  une  travée  quelconque 

o  71/  ni'f 

?/  =  —  «/—  et  -'/  =  —  «/ -7' 

les  deux  é(|uations  [6)  et  (  ()  V  s'écriront 

f  aj  M  y  -^  Yy  Ny  =  ^  /y  '»>'. 

Elles  sont  alors  tout  à  fait  semblables  à  celles  que  Ton  aurait 
obtenues  {voir  Chapitre  X,  équation  .'$  )  pour  trouver  les  moments 
fléchissants  aux  deux  extrémités  de  la  travée  /y,  si  celle-ci  était 
complètement  encastrée  sur  ses  deux  appuis  (iy  et  Gy^i,  à  cehi 
près  que  les  quantités  ^y  et  yy  remplacent  respectivement  dans  le 
déterminant  des  équations  les  deux  quantités  de  même  nature  bi 
et  c/.  On  en  déduira  des  résultats  tout  à  fait  analogues. 

On  aura  d'abord  les  expressions  suivantes  : 


/  ■ 

My  r^         -—^ ^  [Yy  o,  -i-  aj  ^)'  ], 


^j  =  -  ,.  ..  '    „,  [ ?y  ''*' -^  «y "*  1- 


Propriétés  des  foyers.  Considérons  dans  une  travée  quel- 

conque /  le  poiut  ^  (h)nl  l'abscisse  ©  satisfait  à  la  relation 

•  > 

Nous  appellerons  ce  point  <^  le  foyer  de  gauche  de  la  travée,  j)ar 
analogie  av<*c  le  point  F,    d'abscisse  f^    qui   était   défini   par   la 
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relation 


(9) 


/  — /        b 


et  qui  sérail  le  foyer  de  grandie  dans  la  Iravéc;  complètement 
encastrée. 

Nous  appellerons  F  le  foyer  principal  de  gauche,  afin  de  le  di— 
linguer  de  ^. 

Si  la  travée  /  a  un  indice  i  <ij\  le  moment  fléchissant  a  dans 
cette  travée  pour  expression 


M 


=  '^''V^^'l  =  ""hV^'"7;] 


Il  est  nul  pour  le  point  <ï>^  foyer  de  gauche.  I^a  [droite  qui  le 
représente  passe  toujours  par  le  point  4». 

Si  la  travée  /  est  la  travée  chargée,  d'indice  y,  on  a 

Pour  le   point   <&y   d'abscisse  çy,   la   parenthèse  s'annule  et  il 
reste 


(10)  M 


«y 


Au  foyer  de  gauche  de  la  travée  chargée  M  -  jjl  est  donc  simple- 
ment proportionnel  à  Iju). 

On  peut  de  même  définir  dans  une  travée  quelconque  un  foyer 
de  droite  4>'  dont  Tabscisse  o'  satisfera  à  la  relation 

o  V  m 

el  qui  sera  l'analogue  du  foyer  principal  de  droite  F',  dont  l'abs- 
cisse y*'  satisfait  à  la  relation 

i-r     a 

On  trouverait  évidemment  que  pour  toute  travée  d'indice  i>j 
la  droite  représentative  du  moment  fléchissant  passerait  par  4>'  et 

PlGKAUD  iG 
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que  pour  la  travée  chargée  Ij  on  aurait  à  son  foyer  de  droite  ^j 


(loy 


^_         {!jzi^j}1i2L. 


aj 


On  aurait  pu  se  rendre  compte  a  priori  de  l'existence  des  foyers 
et  de  leur  propriété  fondamentale,  qui  est  en  rapport  étroit  avec 
l'hypothèse  faite  sur  rincompressibllité  des  appuis. 

Supposons  daos  la  poutre  une  coupure  au  point  situé  immédia- 
tt^iuent  à  droite  de  Gy.  Quelles  que  soient  les  charges  appliquées 
au  tronçon  situé  à  sa  droite,  et  même  quelles  que  soient  les  déni- 
vellations accidentelles  de  ses  appuis,  la  réaction  qu'il  exerce  sur 
le  tronçon  de  gauche  peut  se  ramener  à  une  force  verticale  et  à  un 
couple  A.  La  force  verticale,  qui  s'exerce  au  droit  de  Gy,  sera  annulée 
purement  et  simplement  par  la  réaction  de  cet  appui  supposé 
incompressible,  de  sorte  que  le  couple  A  intervient  seul  dans  l'étal 
déformé  du  tronçon  de  gauche  et  (|ue  tous  les  eflels,  quels  qu'ils 
soient,  produits  dans  ce  tronçon  seront  proportionnels  à  la  seule 
quantité  A,  et  s'annuleront  avec  A. 

Dans  une  travée  quelconque,  de  ce  tronçon  qui  est  sans  charge, 
le  moment  fléchissant  a  pour  ligne  représentative  une  droite,  et 
cette  droite  coupe  forcément  la  ligne  des  appuis  en  un  point 
fixe  ^,  car  si  le  moment  fléchissant  y  est  nul  p(mr  une  valeur 
quelconque  de  A,  il  le  sera  pour  toute  autre  valeur. 

Dans  la  travée  chargée  ij  il  y  aura  de  même  un  point  4>  tel  que 
le  moment  fléchissant  y  est  indépendant  des  charges  (ou  des 
dénivellations)  qui  seraient  appliquées  au  delà  de  (iy+j.  Il  en  sera 
de  même  de  M  jjl.  Supposons  donc  que,  au  delà  de  Gy^.!,  l'on 
applique  à  la  poutre  des  charges  telles  que  le  moment  M/  s'annule 
à  l'extrémité  Gy  de  la  travée  Ij.  Tout  le  tronçon  de  poutre  situé  à 
gauche  de  Gy  sera  dans  son  état  initial  sous  l'action  combinée  de 
toutes  les  charges,  et  Ton  aura  en  particulier  (i>y  =  o.  Dans  la  l^a^ée 
/y,  la  droite  représentative  de  M  —  ;ji  aura  une  équation  delà 
forme 

i 

en  désignant  par  H  la  valeur  de  M  —  jjl  au  foyer  ^. 

D'autre  pari,  la  seconde  équation  de  déformation  relative  à  celte 
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iravée  se  réduit  à 


143 


s. 


''i"<''-l>,iî  =  o. 


E[ 


{3iiisque  s^'jj^i  =-.  Vj  =  coy  =  o. 

Si  Fon  y  remplace  M  par  sa  valeur 

M  =  jJH-H^, 

on  en  déduit  bien  facilement 

ajW  =  oljtjij 

résultat  trouvé  plus  haut,  équation  (10). 

Détermination  des  foyers.  —  Les  divers  coefficients  m/,  ni^  pi 
qui  figurent  dans  les  relations  {/{)  sont  les  valeurs  que  prennent 
respectivement  M/,  N/,  w^  lorsqu'on  part  d\ine  valeur  initiale 
0),  =  I  et  qu'on  résout  successivement  les  équations  (  i  )',  (2) 
et  (3j. 

Commençons  ce  calcul,  en  admettant  pour  chaque  travée  les 
inégalités  ai<^  bi  et  ai<i  c/.  Dans  la  première  équation  (  1)',  il  faut 
faire  N/..j  =:r  N^  =  o,  et  l'on  a 

Mi=  K,>  o. 
La  première  équation  (2)  donne 

Elle  montre  que  N,  est  négatif  et  plus  grand  en  valeur  absolue 
que  Mj  puisque    * 


I . 


«1 


La  première  équation  (3  )  donne 

Elle  montre  que  (o^  est  négatif,  puisque  |\,|\-  M,  et  que  d'ail- 
leurs c«  >>  a|. 

La  seconde  équation  (i)'  donne  ensuite 

Mî==  K2WÎ-T-  Ni. 

Elle  montre  que  Ma  est  négatif,  puisque  w^  et  N,  le  sont.  Elle 
montre  de  plus  que,  en  valeur  absolue,  Mj  est  plus  grand  que  N,  et 
par  suite  que  M|. 
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En  poursuivant,  on  constaterait  les  lois  suivantes  :  Les  signes 
des  inconnues  M/,  N;,  w/  vont  en  alternant  quand  on  passe  d'un 
indice  à  r indice  suii'ant.  Le  signe  de  N/  est  toujours  opposé  à 
celui  de  M^  et  de  co/.  Enfin^  les  i^aleurs  absolues  des  inconnues 
Mi  et  Ni  vont  constamment  en  croissant^  de  telle  sorte  que 

Con  a 

|N/|>|M,|, 

|M,|>|N/  ,|. 

On  le  démontrerait  par  le  procédé  ordinaire  qui  consiste  à  vérifier 
que  si  ces  lois  sont  vraies  jusqu'à  un  certain  indice,  elles  restent 
vraies  au  delà. 

Cela  posé,  l'équation  (2  )  relative  à  une  travée  quelconque  peut 

s'écrire 

—  ai  N  /  =  bi  M  /  4-  /,•  w/. 

En  divisant  par  M|,  on  a  la  relation 

—  ai  —  =  {J|-  =  bi-^  li 

Puisque  (iJ|-  et  M/  sont  de  même  signe,  leur  rapport  ^  est  positif 
et  l'on  en  conclut  que 

p/>  6/         ou         [i       b. 

Si  Ton  se  reporte  à  la  définition  du  foyer  de  gauche,  et  si  l'on 
compare  son  abscisse  donnée  par  la  relation 


à  celle  (lu  foyer  principal  correspondanl,  donnOe  par  la  relalioii 


(■.)) 


/  « 


/ 


—  T'y 


on  voit  que  l'on  a  toujours  o  </.  En  d'autres  termes,  le  foyer  de 
gauche  <I>  d'une  tra^'ée  est  toujours  compris  entre  r  extrémité 
de  gauche  de  cette  travée  et  le  foyrr  principal  F,  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  coefficients  K  figurant  dans  les  rela- 
tions (  iV. 

Le  foyer  principal  correspond  au  cas  limite  où  tous  les  coeffi- 
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cients  R  seraient   supposés  infinis,  de  sorte  que  chaque   travée 
serait  encastrée  à  ses  deux  bouts. 

Un  second  cas  limite  est  celui  où  tous  les  coefficients  K  seraient 
supposés  nuis.  Dans  ce  cas,  les  appuis  ne  fourniraient  plus  de 
couples  de  réaction  S  et  l'on  aurait  constamment  Me  =  \/_4,  de 
sorte  que  le  problème  se  simplifie  notablement  par  la  fusion  de  ces 
deux  séries  d'inconnues.  On  a  d'ailleurs  dans  ce  cas 

La  détermination  des  foyers  est  alors  très  facile,  au  moyen  d'une 

équation  de  récurrence  qui   permet  de  trouver  <!>;  dès  que  l'on 

connaît  ^/_|.  Ecrivons  en  efiet  l'équation  (  2  )  relative  à  la  travée 

d'indice  i  et  l'équation  (3)   relative  à  la  travée  d'indice  {i —  i), 

en   remplaçant  N/  el  N/_|   respectivement  par  M/^,  et  M/,  nous 

obtiendrons 

— //     b)i=  ùi     M/     -i-fii    M/_,_,, 

En  éliminant  o)/  il  vient  l'équation  dite  des  trois  moments  : 

(^ette  relation  subsiste  pour  les  coefficients  m.  En  divisant 
par  m/,  on  obtient 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  permet  de  déterminer  le 
rapport  p/ = —  qui  définit  le  foyer  ^1,  dès  que  l'on  connaît  le 

rapport  analogue  p/  1  := —  qui  définit  le  foyer  <&/.  4   dans  la 

travée  précédente. 

Or,  dans  la  première  travée  à  gauche,  puisqu'on  a  M|  =  o  et 

par  suite  0\=^  — ^  =  o,  le  foyer  ^,  est  connu  et  confondu  avec  le 

premier  appui.  Tous  les  autres  s'en  déduiront  successivement  en 
appliquant  la  relation  de  récurrence  précédente. 

Si  la  poutre  est  à  section  constante,  Féquation  se  simplifie  et 
permet  de  reconnaître  les  limites  entre  lesquelleslerapport  p/ peut 


246  CHAPITRE   XI. 

varier.  En  tenant  compte  des  relations 


b       e         l^ 
9.        1       6  El 


on  trouve 


//- 


1  U-l    f  s, 

-■    =2-+--7-(2  — pl-l). 
pi  U 

Si  le  rapj)ort  -^  est  très  grand,  on  a  p/=  o.  Si,  ^au  contraire,  ce 

rapport  est  nul,  on  a  p*=  -• 

En  dehors  de  ces  cas  extrêmes,   on  peut  trouver  pour  pi  des 

limites  plus  rapprochées.  Si  -~  =  ;?,  on  voit  que  -  est   compris 

3 
entre  2+-c   et   2  +  a  ^,   puisque   pi_|    est  compris  lui-même 

entre  o  et  -  • 

Si  Ton  fait  c-  =  i ,  les  deux  limites  précédentes  sont  -  et  ->  de 

sorte  que  p;  est  compris  entre  -'  =  o,  285-  et  -^  =  o,  25 • 

Bresse  a  calculé  des  Tables  donnant  les  valeurs  des  p  pour  des 
poutres  composées  de  travées  égales  encadrées  par  deux  travées 
de  rive  de  longueur  là  un  peu  différentes  des  autres.  En  voici  un 
extrait  : 

Valeurs  Valeur  de  p^  pour  i  '^n  —  i  et  pour  o  r^ 

de  -         — ■ —  "  

l'indice  i.  0,7  0,8  0,9  1,0  1,1  1,2  1,3 

2 P,^'059  o,2'2-i2  0,2308  o,25(K)  o,2Ci(j  0,2727  0,2H2() 

l) o,2(){()  o,2()i7  0,2617  o,26r)7  0,2675  0,268'}  o,2(h)o 

À o,2()76  o,2()77  0,2678  0,2678  0,2679  0,2679  0,2680 

•> 0,2679  0,2679  0,2679  0,2679  0,2679  0,2679  0,2679 

<> 0,2679  o,2()79  0,2679  0,2679  0,2679  0,2679  0,2679 

Nombre  n  Valeurs  de  p„  pour  ô  = 

de  — ■  

travées.  0,7  0,8  0,0  1,0  1,1  1,2  1,3 

3 0,3071  0.2922  0,2788  0,2667  o, 2.556  0,2^55  o*2363 

A o.'liio  0,2951  0,2808  0,2678  o,2)6o  o,24')2  o,2J53 

.^> o,'Jïi3  0,2953  0,2810  0,2679  o,256i  0,2^52  o,,2352 

6 o,3ii3  0,295 1  0,2810  0,2679  o,256t  0,24  )2  o,235a 

Les  Tableaux  ci-dessus  peuvent  être  prolongés  indéfiniment,  les 


POUTRES  CONTINUES  OU   A  TRAVEES  SOLIDAIRES.    l>ORTIQUES. 


«47 


chiflres  de  chaque  colonne  ne  changeant  plus  quand  le  nombre 
des  travées,  augmente. 

Tout  ce  qui  précède  resterait  applicable  si  la  section,  au  lieu 
d'être  constante  d'un  bout  à  Tautre  de  la  poutre,  était  constante 
seulement  dans  Tétendue  de  chaque  travée.  II  faudrait  simplement 
remplacer  les  longueurs  réelles  des  travées  par  les  quantités  pro- 
portionnelles \  j=  -. 

La  recherche  des  foyers,  qui  est  ainsi  très  simple  au  moyen  de 
Féquation  de  récurrence  (i  i),  peut  également  être  abordée  par  un 
procédé  graphique  (|ui  est  classique  dans  le  cas  de  poutres  à  sec- 
tion constante  et  qui  peut  être  généralisé  ainsi  qu'il  suit. 

Transformons  d'abord  Téquation  (ii)  en  tenant  compte  des 
relations  que  Ton  déduit  de  (8),  (9)  et  (())',  savoir 


^/-Hi h —  y/ . 


/??/ 


?/ 


Ci^i—  ai_t 


?i-i 


Nous  obtiendrons 


h'I — fi-l 


ou,  après  réduction, 


f\-\  —  ?/•-! 


—  ?/-l) 


Gi»i 


Considérons  maintenant  la  ligure  ci-(1essus  où  4^/  |,  ^/  sont  les 
foyers  de  gauche  des  deux  travées,  F]._j  le  foyer />/7/ic«/>a/ de  droite 
de  la  première  travée  et  F/  le  f(>y(îr  principal  de  gauche  de  la 
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seconde  travée.  Traçons  les  lignes  de  rappel  de  ^/.i,  Oi,  F/.  Puis 
menons  par  <^/_i  une  droite  quelconque  .  coupant  (G/)  en  .\ 
et  (F^._j)  en  B.  Joignons  ensuile  A  à  4>/  et  prenons  le  point  C  où 
cette  droite  rencontre  (yi)-  Enfin,  joignons  BC.  Cette  troisièni<' 
<lroitc  coupera  la  ligne  des  appuis  en  un  point  D,  qui,  en  verlu 
d'un  théorème  connu,  sera  indépendant  de  la  direction  de  la 
droite  issue  de  <I>/_|,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  longueur 

du  segment  (i/A  =  ni, 

I)F'_ 
Ce  point  peut  être  déterminé  à  l'avance  par  le  rapport    ^'  *  qui 

a  une  expression  assez  simple.  En  effet,  on  a 


<*l  par  suite 


df;_,     bf;.,     /;  ,-9/-. 


D  F/  c  l^  //„  i  —  9/-.  1  ^  .//  —  ?/ 


Or,  d'après  Téqualion  de  récurrence  transformée,  rexpression 
trouvée  est  égale  à 

Ce  rapport  ne  dépend  que  d'éléments  tous  connus  et  est  facile  à 
construire. 

Si  toutes  les  travées  sont  symétriques  et  identiques,  que  leurs 
sections  soient  constantes  ou  non,  on  a  a,-  ■-=  a/,  i  ||  li  =-^  //  i 
cl //_! — y";_,  i^^y*/.  Par  suite,  le  rapport  est  égal  à  riinité  et  le 
point  D  est  confondu  a\ec  (j/. 

Si  la  section  est  constante,  sans  que  les  longueurs  des  travées 

soient  égales,  on  a     '   '   /•'  '   '  ^=  -7-^  **^  '<*  rapjiort  se  réduit  à  -j-^- 
Dans  ce  cas,  il  est  facile  de  voir  que  Ton  a 

DF,:--F;.,G/. 

Dans  ces  deux  cas,  la  dét<îrmination  du  point  D  est  immédiate. 

Lne  fois  le  point  D  connu,  la  détermination  du  point  4>/  s'(»n 
déduit  évidemment.  On  trace  B\  passant  par  le  foyer  <^/_,.  On 
joint  B  à  D,  ce  (|ui  donne  le  point  C,  et  Ton  joint  (iA  ])ar  une 
droite  qui  passe  en  <I>/. 
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Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  les  foyers  de  gauche 
peut  se  répéter  sans  changement  pour  les  foyers  de  droite  en 
supposant  la  poutre  retournée  bout  pour  bout. 

Étude  de  la  travée  chargée.  -  -  Revenons  aux  équations  (>•  )  que 
nous  récrirons,  en  supprimant  les  indices  des  coefficients 

P  My -h  rt  Ny  —       /*  w,  d'où  My  =  •^- ^  [  Yct>  -î-  aïo'], 

(7)    {  '''"'' 

tJ  1    ~~~   Cl 
I     I 

Elles  sont  identiques  aux  équations  (3  )  que  nous  avons  discutées 
à  propos  de  la  poutre  encastrée  (Chap.  X),  à  cette  seule  différence 
j)rès  que  les  quantités  b  et  c  figurant  comme  coefficients  dans  ces 
dernières  sont  respectivement  remplacés  par  p  et  v  qui  leur  sont 
supérieures.  On  a  P  >>  6  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  et  de  même 
Y  >»  c.  Nous  pouvons  donc  répéter  sans  cluingement  tout  ce  que 
nous  avons  dit  des  lignes  d'influence  de  M  —  ijl  et  des  lignes  de 
charge  correspondantes. 

Ces  lignes  de  charge  passent  par  un  point  fixe.  Celle  qui  corres- 
pond à  l'appui  de  gauche  passe  par  le  foyer  de  droite,  celle  qui 
correspond  au  foyer  de  gauche  passe  par  l'appui  de  droite.  Aucune 
d'elles  ne  coupe  la  ligne  des  appuis  entre  les  deux  foyers.  Le  point 
d'inlersection,  qui  détermine  la  position  exacte  ou  approchée  du 
point  d-'inflexion  de  la  ligne  d'influence  correspondante,  est  au 
delà  des  limites  de  la  travée  pour  toutes  les  sections  comprises 
entre  les  foyers. 

Les  lignes  d'influence  de  M,  rapportées  à  la  ligne  d'influence 
de  (--  ijl),  conservent  la  même  allure  générale  que  précédemment. 
Elles  n'ont  qu'une  zone  positive  pour  les  sections  comprises 
entre  les  foyers;  elles  ont  une  zone  positive  et  une  zone  négative 
pour  les  autres. 

11  y  a  cependant  une  diflerence  à  noter  :  c'est  que  les  lignes 
d'influence  de  M  —  jjl  et  celles  de  ( — jjl)  n'ont  plus  en  général 
mêmes  tangentes  à  leurs  extrémités. 

En  effet,  si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (4)  du  Chapitre  \,  on 
trouve  pour  M  -    |jl  l'expression  suivante  : 

(Py  — a»)(M  — jjl)=  |y(/-  ^)-  ax]ltx}'h[a(l-'j:)—^x   /w'. 


a5o  GUAPITBE   XI. 

Si  Pon  dérive  par  rapport  à  a,  et  si  Ton  fait  a  r=  o,  ou  aura 

djltxi)  _       b  d(l(ii')  _  a 

da      ~       1  doi      ^  l 

et  par  suite 

(h  -  «*)       u^       =  -  (^ï  -  «  )  — 7—  -^  «(^  *-  ?>7- 

11  s'agit  de  comparer  le  second  membre  à  rexpression 

/  —  a? 

coefficient  angulaire  de   la  ligne  d'influence  de  (  —  p.);  multiplié 

par  le  facteur  (^v     -a^).   Posons^ =  \    ^^  second  membre 

devient 

TI  s'agit  donc  de  voir  le  signe  de  la  différence 

Ay  -  «5  —  fl(^  —  [i)).  —  (  ^Y  —  a»)  =  (7>  —  p)  I Y  —  aX]. 

Or  h  —  ^    esl   toujours   négatif.    Si    donc   on  a   y  —  «X  positif, 

cVst-à-dii*e  si  l'on  a  X  <"  —  >  ou  -; <;  t-^ — ;>  ou  encore  x  <  o', 

a  l  —  X        l  —  Q  * 

la  différence  dont  il  s'agit  est  négative  et  la  ligne  d'influence 
de  M  —  jjL  a  un  coefficient  angulaire  inférieur  en  valeur  absolue  à 
celle  de  (—  a).  Ellr  s«»  tient  au-dessus.  Elle  ne  lui  devient  tangente 
que  pour  x  =  ^\  el  elle  ne  se  lient  au-dessous  que  pour  x  >►  s', 
alors  qu'il  y  a  à  considérer  de  ce  coté  une  zone  négative. 

Les  conclusions  relatives  à  la  forme  des  lignes  enveIo|)pes,  dans 
les  cas  de  charges  assimilables  à  des  charges  uniformément 
réparties,  demeurent  donc  les  mêmes  que  dans  la  théorie  de  la 
poutre  encastrée  à  ses  deux  extrémités,  lorsque  la  charge  ne  sort 
pas  de  la  travée  considérée. 

Il  est  utile,  en  passant,  de  noter  la  valeur  des  coefficients  angu- 
laires des  tangentes  aux  deux  extrémités  des  arcs  qui  forment  les 
lignes  d'influence  de  My  et  My  lorsque  la  charge  parcourt  la  travée 
d'indice  j. 

Pour  a  =  <),  on  trouve,  en  faisant  x  =:o  dans  la  formule  générale 
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(l<mii4^e  plus  haat, 

(^-^_a«)^=-(ftV-«'), 


En  remplaçant  b^  ^,  v  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  absrisses 
<le>  foyers,  on  trouve  IVxpression  équivalente 

d%  /?'-«?' 

,.  ,  t  •      1  d(/to)        a 

Pour  a  =  /,  en  tenant  compte  cette  lois  de  ce  que  — ^ —  =  — 

et  — -T —  =  —  ^,  on  trouve,  d  après  1  expression  de  My, 

//M  ■ 

(p-.'-«')-^  =  «(v-c), 

croù 

rfMy       a(Y  —  ^')  _      ?       ?'  —  /' 
~dï  ""    [iY  —  «*    "  /— /'  9  —  ?  '' 

En  ce  qui  concerne  Ny,  on  trouverait  de  même  : 
pour  a  ^=  (), 


pour  a  =  /, 


</i\/        a(^  — jj. 

c^a           Py  —  <^* 

/    ?'-<?' 

é/Ny         Bc  —  a« 

/-?'/-? 

(]es  deux  dernières  formules  se  déduisent  d'ailleurs  des  pre- 
mières en  changeant  /en  l  —f  f^t  ©  en  /  —  ©',  et  en  Inversant  les 
signes. 

Des  considérations  analogues  s'appliqueraient  aux  lignes  d'in- 
lluence  de  Teffort  tranchant,  et  nous  ne  répéterons  pas  ce  qui  a 

été  dit  pour  la  poutre  encastrée.  Ici,  les  lignes  d'influence  de  —^_ — ^ 
<»t  de  -^  n'ont  pas  mêmes  tangentes  à  leurs  extrémités,  mais  ou 

aura  toujours  deux  zones  de  signe  contraire  séparées  parla  section, 
avec  un  ressaut  égal  à  P  au  droit  de  celle-ci.  Les  courbes  enveloppes 
conservent  la  même  allure  générale. 

Lig:ne  d'influence  de  M^^^   quand  la  charge  n'est  paa  dans  la 
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même  travée  que  la  section.  —  Supposons  maintenant  que,  la 
section  G^  considérée  étant  dans  la  travée  /y,  la  charge  P  ait 
franchi  l'appui  Gy+i  et  se  déplace  dans  la  travée  suivante  /y^i.  Les 
moments  My  et  Ny  aux  deux  (extrémités  de  la  travée  /y  seront  pro- 
portionnels aux  moments  My^i,  les  coefficients  de  proportionna- 
lité étant  déterminés  par  les  relations  (4)-  La  ligne  représentative 
du  moment  \f  ^  dans  la  travée  /y  sera  d'ailleurs  une  droite  passant 
par  son  foyer  de  gauche  <&y,  et  si  x  est  Fabscisse  de  la  section  on 
pourra  écrire 

^>i(.r)  —  Y — —  i^y^ 

Mj;  sera  donc  lui-même  proportionnel  à  My^|.  Or  la  ligne  d'in- 
fluence de  My^.,,  quand  la  charge  parcourt  la  travée  ^y+i,  se  réduit 
à  une  zone  négative.  La  ligne  d'influence  de  M^  dans  les  mêmes 
circonstances  se  réduira  donc  à  une  seule  zone  aussi,  qui  sera 
positive  ou  négative  suivant  les  valeurs  relatives' de  x  et  de  ©y. 

On  peut  ajouter  que  My  est  toujours  du  même  signe  que  My^i 
et  que  My  est  de  signe  contraire.  On  a  d'ailleurs  |Ny  |  <C  1  ^Iy+i  |  et,  à 
moins  de  circonstances  très  exceptionnelles,  on  aura  ■ 

|Myl    :j|Nyi<||My^,l. 

Si  la  charge  franchit  l'appui  Gy^a  et  passe  dans  la  travée  suivante, 
My  et  Ny  seront  toujours  proportionnels  à  My^i,  mais  celui-ci  sera 
lui-même,  ainsi  que  My^,,  proportionnel  à  My^a,  dont  la  ligne 
d'influence  se  réduit  encore  à  une  zone  négative  quand  la  charge 
parcourt  la  travée  /y^.^.  Il  en  résulte  que,  dans  ces  conditions,  My+« 
devient  positif,  que  Ny  est  positif  aussi,  et  que  My  est  négatif. 

Le  signe  de  M.^  sera  donc  lui-même  toujours  inversé  et  sa  ligne 
d'influence  sera  dans  la  travée  /y^.2  de  signe  contraire  à  celle  de  la 
travée  Ij^k- 

On  aura  d'ailleurs  généralement 

|M/|<iiMy^,|..:i|My^,|. 

On  poursuivrait  ainsi  indéfiniment.  La  ligne  d'influence  de  \lx 
se  composera  d'arcs  alternativement  positifs  et  négatifs,  en  passant 
d'une  travée  à  l'autre,  et  les  ordonnées  maxima  de  ces  diflerents 
arcs  iront  en  s'atténuant  rapidement. 
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11  en  serait  de  même  si  la  charge  parcourait  les  travées  à  gauche 
de  la  travée  /y. 

La  conclusion  de  tout  ceci,  cVst  que  si  Ton  a  besoin  de  tracer  la 
ligne  d'influence  complète  du  moment  fléchissant  dans  une  section 
quelconque  (jx  de  la  travée  /y,  lorsque  la  charge  se  déplace  soit 
à  droite^  soit  à  gauche  de  cette  tras^'ée^  on  peu!  le  faire  par  des 
réductions  des  lignes  d'influence  des  moments  M/  ou  N/  aux  extré- 
mités des  travées  successivement  parcourues.  Dans  chaque  tra\ée 
ces  lignes  d'influence  ne  présentent  qu'une  seule  zone,  et  Ton 
pourra  généralement  les  tracer  avec  une  approximation  suffisante, 
conformément  à  une  remarque  générale  faite  précédemment,  dès 
que  Ton  connaîtra  leurs  tangentes  extrêmes.  Les  zones  successives 
de  la  ligne  d'influence  étant  ainsi  alternativement  positives  et 
négatives,  et  les  points  de  passage  correspondant  aux  appuis,  on 
saura  toujours  que  les  maxima,  soit  positif,  soit  négatif,  du  moment 
fléchissant  s'obtiennent  en  chargeant  de  deux  en  deux  les  travées 
autres  que  la  travée  /y.  Enfin,  l'influence  des  charges  situées  à  une 
certaine  distance  de  /y  pourra-  être  négligée  devant  les  autres 
charges.  En  général,  il  suffira  de  prendre  en  considération  les  deux 
ou  trois  travées  encadrant  la  travée  /y. 

Lig:nes  enveloppes  des  moments  fléchissants  dans  la  travée  /y.  — 
Supposons,  pour  préciser  les  idées,  qu'il  s'agisse  d'une  surcharge 
assimilable  à  une  charge  uniforme,  mais  pouxanl  couvrir  indifle- 
remment  une  zone  quelconque  de  la  poutre. 

On  commencera  par  tracer  les  lignes  enveloppes  dans  l'hvpo- 
thèsi»  où  les  surcharges  ne  sortiraient  pas  de  la  travée  considérée. 
On  opérera  pour  cela  exactement  comme  dans  le  cas  de  la  poutre 
encastrée.  Entre  les  fovers,  les  maxima  positifs  c(>rres|)ondront  à  la 
surcharge  complète  et  les  maxima  négatifs  seront  nuls.  En  dehors 
des  foyers,  on  aura  des  courbes  de  raccordement,  d'une  part  avec- 
la  parabole  représentative  des  moments  fléchissants  dus  à  la  sur- 
charge complète,  d'autre  part  avec  sa  ligne  de  fermeture.  Ces 
courbes  pourront  du  reste,  en  pratique,  être  assimilées  à  des 
paraboles  cubiques. 

Cela  fait,  on  surchargera  les  travées  dr  deux  en  deux,  tant  fi 
droite  qu'à  gauche  de  la  travée  /y,  et  dans  chacun  de  ces  quatre 
cas  on  déterminera  les  moments  My,  ou  Ny,  cpie  les  surcharges 


9,5  i 
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produiront  aux  deux  extrémités  de  la  travée,  en  cumulant,  par 
exemple,  les  résultats  relatifs  à  chaque  travée  surchargée,  s'il  y  en 
a  plusieurs  simultanément.  On  tracera  ensuite  les  lignes  droites 
qui,  dans  chacun  de  ces  cas,  représentent  les  moments  fléchissants 
dans  la  travée  iy,  et  qui  d'ailleurs  passent  respectivement,  soit  par 
les  foyers  de  gauche  quand  il  s'agit  de  surcharges  des  travées  A 
droite,  soit  par  les  foyers  de  droite  quand  il  s'agit  de  surcharges 
de  travées  à  gauche. 

On   aura,  par  exemple,  la  disposition  de  la  figure  ci-dessous. 
Il  ne  restera  plus  qu'à  faire  pour  chaque  section  la  somme  des 

Fi  g.  î)8. 


ordonnées  positives  et  celle  des  ordonnées  négatives  des  quatre 
droites  AA'  —  BB'  —  CC  —  I)D'.  L'enveloppe  des  ordonnées 
positives  sera  évidemment  la  ligne  brisée  macn\  et  l'enveloppe 
des  ordonnées  négatives  sera  de  même  nbdm'^  les  droites  mm'  et 
nn'  étant  respectivement  les  lignes  qui  joignent  en  croix  les 
points  situés  sur  les  verticales  des  foyers.  En  effet,  dans  chacun 
des  intervalles  G4> — <(><&'  —  <t'G',  on  doit  avoir  comme  résultat 
des  segments  de  droites,  et  il  suffit,  pour  déterminer  celle-ci,  d'en 
avoir  deux  points. 

En  ce  qui  concerne   les   ordonnées  positives,  par  exemple,  il 
faut  dans   l'intervalle   G^   additionner  les   ordonnées  des   deux 
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drolles  D4>  et  A4>',  qui  passent  l'une  en  <^,  rciutre  en  <P'.  Pour 
obtenir  la  droite  qui  en  résulte,  il  suffit  de  remarquer  que  a  et  d 
sont  forcément  les  points  où  cette  droite  résultante  rencontre  les 
verticales  des  foyers. 

Pour  compléter  la  solution,  il  suffit  dès  lors  de  rapporter  à  ces 
lig^nes  brisées  inacn^  et  nbdm\  considérées  comme  lignes  de  réfé- 
rence, les  arcs  correspondants  des  courbes  enveloppes  tracées 
dans  rhy[)othèse  où  la  travée  était  seule  chargée.  On  aura  ainsi 
les  moments  définitifs  totaux,  tant  positifs  que  négatifs,  si  on  les 
compte  à  partir  de  GCV. 

Si  les  surcharges  ne  sont  pas  uniformes,  la  méthode  reste  la 
même;  mais  la  détermination  des  courbes  env(;loppes  relatives  aux 
surcharges  placées  dans  la  travée  sera  un  peu  plus  compliquée. 

Lfig:nes  enveloppes  des  efforts  tranchants  dans  la  travée  /y.  — 
Nous  savons,  pour  une  section  Gj^.,  tracer  la  ligne  d^nfluence  de 
l'effort  tranchant 

dx  Ij 

quand  la  charge  est  dans  la  travée  /y,  et  nous  pouvons  par  suite 
en  déduire  les  courbes  enveloppes  dans  la  même  hypothèse.  Nous 
répéterons  que  celles-ci  ont  la  même  allure  générale  que  celles 
qui  se  rapportent  &  la  travée  posée  sur  deux  appuis  simples,  et  il 
suffira  par  suite  d'en  déterminer  un  petit  nombre  de  points. 

Si  la  charge  passe  dans  la  travée  Ij^^  on  a,  pour  une  section 
d^ ailleurs  quelconque  de  la  travée  //, 

1  = — , 

Ij 

et  comme  My  et  Ny  sont  proportionnels  à  My^i,  la  ligne  d'influence 
de  T  sera  encore  une  réduction  de  celle  de  My+,.  Elle  n'aura 
qu'une  zone  dans  l'étendue  de  la  travée  Ij^s  et  cette  zone  sera 
négative,  puisque  alors  My  est  positif  et  Ny  négatif. 

Si  la  charge  passe  dans  la  travée  suivante,  la  ligne  d'influence 
sera  de  même  une  réduction  de  celle  de  My_^2-  Elle  n*aiira  qu'une 
seule  zone  et  sera  négative,  et  ainsi  de  suite.  De  même  pour  les 
travées  à  gauche. 

Pour  avoir  les  lignes  enveloppes  de  T  quand  la  charge  est  en 


^ 
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dehors  de  h\  Iravée,  il  faudra  donc  encore  surcharger  les  travées 
de  deux  en  deux,  tant  à  droite  qu'à  gauche  de  la  travée  /y,  et,  dans 
chacun   de  ces  quatre  cas,  déterminer   les  valeurs   cumulées  de 

—^ — ^}  puis  ajouter  les  résultais  de  même  signe.  Les  lignes  enve- 

loppes  seront  des  horizontales. 

Pour  compléter  la  solution  il  suffira  de  rapporter  à  ces  horizon- 
tales les  courbes  enveloppes  obtenues  dans  riiypothèse  où  les 
surcharges  étaient  dans  la  travée  Ij,  On  aura  ainsi  les  enveloppes 
des  elForts  tranchants  définitifs  totaux. 

Résumé  de  la  méthode  à  suivre  dans  le  cas  de  charges  et  de 
surcharges  uniformes.  --  L'étude  théorique  qui  précède  était 
nécessaire  pour  mettre  en  évidence  les  propriétés  des  lignes 
d'influence,  et  notamment  le  sens  des  efTels  produits  par  une 
surcharge  quelconque  dans  une  section  donnée.  Mais  il  n'est  peut 
être  pas  inutile  d'en  reprendre  les  principaux  résultats  à  un  point 
de  vue  pratique,  et  principalement  dans  le  cas  le  plus  habituel,  où 
l'on  ne  considère  que  des  charges  uniformes,  savoir  une  charge 
permanente  couvrant  nécessairement  toute  la  longeur  de  la  poutre 
et  une  surcharge,  assimilable  à  une  charge  uniformément  répartie, 
mais  pouvant  couvrir  des  zones  partielles  quelconques. 

Que  la  poutre  soit  à  section  constante,  ou  variable,  que  ses 
appuis  soient  capables  ou  non  de  développer  des  couples  de  réac- 
tion, la  méthode  à  suivre  est  toujours  la  même  et  peut  se  résumer 
comme  il  suit  : 

i"  l^our  chaque  appui  on  déterminera,  d'après  sa  nature  et  ses 
dimensions,  le  coefficient  A'  qui  figure  dans  l'équation  (i)  relatixe 
à  cet  appui. 

Pour  chaque  travée  on  déterminera  les  trois  quantités  a,  6,  C  qui 
la  définissent  au  point  de  vue  mécanique  et  qui  figurent  dans  les 
équations  (2)  et  (3)  relatives  à  cette  lravé<*.  Ces  trois  quantités 
définissent  les  foyers  principaux  de  la  travée,  et  le  tracé  à  faire 
pour  les  obtenir  donne  les  lignes  d'influence  des  quantités  /ci> 
et  /o)',  relatives  à  la  travée,  qui  figurent  dans  les  équations  (-^. 
Dans  le  ca>  d'une  section  constanl(N  leur  détermination  est  immé- 
«liate. 

'2^  On  résoudra  le  système  des  équations  {\)\  [2),  (3)  d'un 
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bout  à  l'autre  de  la  poutre,  dans  l'hypothèse  co,  ==  i,  de  manière  à 
obtenir  tous  les  coefficients  de  proportionnalité  figurant  dans  les 
relations  (4).  On  en  fera  autant  pour  les  mêmes  équations  prises 
en  ordre  înA^erse,  dans  l'hjpothèse  ton^i  =  i  ?  c'est-à-dire  pour  la 
poutre  retournée  bout  pour  bout,  de  manière  à  obtenir  tous  les 
coefficients  de  proportionnalité  figurant  dans  les  relations  (4)'. 

On  déterminera  ainsi  la  position  des  foyers  de  chaque  travée. 

Le  cas  échéant,  on  utilisera  l'équation  de  récurrence  (i  i)  ou  le 
procédé  graphique  qui  s'en  déduit,  ou  encore  les  tableaux  de 
Bresse. 

3"  On  envisagera  chaque  travée  Ij  comme  si  elle  était  seule, 
dans  le  cas  où  elle  serait  entièrement  couverte  par  une  charge 
uniforme  de  valeur  égale  à  une  unité  arbitraire.  On  calculera  par 
les  équations  (7),  les  valeurs  des  moments  My  et  Ny  à  ses  extré- 
mités, ou  bien  encore  on  calculera  par  les  équations  (10)  et  (10)' 
les  valeurs  de  la  fonction  M  —  jjl  à  ses  deux  foyers.  Les  quantités 
/yCi>  et  —  Ijiù'  qui  figurent  dans  les  équations  (7)  ou  (10)  et  (10') 
seront  données  dans  le  cas  général  par  l'aire  des  lignes  d'influence 
tracées  pour  la  détermination  de  aj  bjcj.  Dans  le  cas  d'une  section 
constante;  on  pourra  les  calculer  directement  par  la  formule  donnée 
au  Chapitre  VIII,  savoir  : 

D'une  façon  ou  de  l'autre,  on  déterminera  la  droite  de  fermeture, 
dont  les  ordonnées  représenteront  la  valeur  de  M  —  [x  dans  l'étendue 
de  la  travée,  si  celle-ci  était  seule  chargée  et  complètement  char- 
gée. C'est  aussi  la  ligne  de  référence  à  laquelle  il  faudrait  rapporter 
la  parabole,  représentative  de  a,  pour  avoir  M  dans  les  mêmes 
conditions. 

4"  On  pourra  alors  dresser  un  Tableau  à  double  entrée,  d'après 
l'indice  des  travées,  et  l'on  y  inscrira  méthodiquement,  dans  la 
colonne  correspondant  à  la  travée  /y,  les  moments  My  et  Ny  qui 
viennent  d'être  déterminés,  puis  tous  les  moments  M/  et  Ni  que  la 
charge  couvrant  la  travée  /y  produirait  aux  extrémités  des  autres 
travées,  soil  à  droite,  soit  à  gauche.  Ces  moments  M^  et  N/  se 
déduiront  des  relations  (4)  ou  (4)'  et  seront  proportionnels  soit 
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à  My,  soit  à  Ny.  On  aura  souvenl  avantage  à  les  déterminer  graphi- 
•quement. 

Bien  entendu,  on  pourra  négliger  de  remplir  les  cases  relali\es  à 
des  travées  éloignées  de  /y,  dès  que,  en  procédant  de  proche  en 
proche,  on  constatera  que  les  valeurs  de  M;  et  de  N,  sont  réellement 
négligeables. 

5"  Pour  étudier  l'effet  de  la  charge  permanente  totale  p  dans  la 
travée  /y  il  suffira  de  faire  les  sommes  de  tous  les  moments  My  et  Ny 
qui  proviendraient  pour  elle  des  autres  travées  chargées,  et  de  les 
H'ijouter  aux  moments  qui  proviennent  de  sa  charge  propre;  en  un 
mot,  il  suffira  de  faire  les  sommes  de  tous  les  moments  My  ou  Ky 
inscrits  dans  la  ligne  horizontale  correspondant  à  /y  et  de  les  mul- 
tiplier par  p.  Ces  sommes  donneront  la  ligne  de  fermeture  défi- 
nitive à  laquelle  il  faut  rapporter  la  parabole  tracée  pour  avoir 
la  ligne  représentative  des  moments  fléchissants  dans  la  travée 
considérée.  Si  les  coefficients  k  sont  nuls,  toutes  ces  lignes  d(^ 
fermeture  se  raccordent  bout  à  bout. 

6*^  Pour  étudier  l'effet  de  la  surcharge/?',  dans  les  conditions  les 
plus  défavorables  qu*clle  puisse  présenter,  on  tracera  d'abord  les 
lignes  enveloppes  des  moments  fléchissants,  dans  Thypothèse  où 
cette  surcharge  ne  dépasserait  pas  les  limites  de  la  travée  Zy. 

Puis  on  supposera  les  autres  travées  complètement  ch-argées  de 
deux  en  deux,  soit  à  droite,  soit  à  gauche  de  /y,  et  Ton  fera, 
d'après  le  Tableau  (  i°),  les  sommations  correspondantes  des 
valeurs  qui  en  résulteraient  pour  My  ou  Ny  et  Ton  tracera  les  lign<»s 
brisées  résultantes  des  quatre  droites  qui  représenteraient  dans 
chaque  cas  les  moments  fléchissants  dans  la  travée  /y  et  qui  devront 
passer  soit  par  Tun,  soit  par  l'autre  des  foyers. 

On  rapportera  à  ces  lignes  brisées  les  lignes  enveloppes  précé- 
<lemment  déterminées  et  l'on  aura  les  courbes  enveloppes  défi- 
nitives. 

7"  On  procédera  d'une  facjon  analogue  pour  les  efforts  trani^hants. 

Pour  la  charge  permanente,  il  suffira,  dans  la  ligne  horizontale 

du  Tableau  (4°)    correspondant  à  la  travée  /,,  de  faire  la  somme 

<les  ^y  et  des  My,  puis  d(?  calculer -^^ — 1_— HU.  La  ligne  rcprésen- 

0 
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lative  de  Teflort  tranchant  sera 

IN.  — 2M/      pi 

Pour  la  surcharge  de  longueur  variable,  on  tracera  les  coarl)es 
enveloppes  dans  Thypothèse  où  la  surcharge  ne  dépasserait  pas  les 
limites  de  la  travée.  Ensuite,  on  supposera  les  autres  Iravéefs  com- 
plètement chargées  de  deux  en  deux,  et  le  Tableau  (4**)  fournira 
les  ordonnées  des  droites  horizontales  auxquelles  il  faut  rapporter 
ces  courbes  enveloppes. 

Eifets  produits  par  une  dénivellation  accidentelle  des  appuis.  — 
Le  cas  type  auquel  on  peut  rapporter  tous  les  autres  est  celui  où 
Ton  suppose  la  travée  Ij  dénivelée^  c'est-à-dire  où  toutes  les  quan- 
tités t>/^i  -  Vi  sont  supposées  nulles,  à  l'exception  de  Fune 
d'elles,  t'y^,  —  Ty  que  Ton  supposera  égale  à  une  quantité  donnée  o. 
On  ne  suppose  alors  aucune  charge  sur  la  poutre. 

La  solution  est  encore  donnée  par  Tensemble  des  équations  (  i), 
(a)  et  (3),  avec  cette  observation  que  le  groupe  des  équations  (2) 
et  (^3)'  qui  sont  afférentes  à  la  trayée  dénivelée  ne  contiennent  plus 
dans  leur  second  membre  les  termes  —  Zy  co  et  /Jo)',  respectivement, 
mais  contiennent  par  contre  dans  leur  premier  membre  les  ter- 
mes -|-/yO  et  —  //o. 

Les  équatioub  (  ^  )  et  toutes  les  formules  qui  s'en  déduisent  seront 
donc  encore  valables,  à  la  seule  condition  (h»  remplacer /*a)  ell^co' 
par  /yO. 

On  en  (h^duira  notamment,  en  supprimant  )es  accents  des  coef- 
lirients, 

/o  — /o 

My=7j ;^*H-ï)         et  Ny=  ,- -(rt+p). 

•^       PY  —  a^  PY  —  <'?* 

Aux  foyers  0  et  <^'  de  la  travée,  on  aurait  respectivement,  équa- 
tions (  10)  et  (10), 

M  =1  ^  et  M  =  — ^^ ^-^ . 

a  a 

On  peut  mettre  sous  une  {iutrc  forme  les  expressions  de  My 
et  y^j  en  introduisant  à  la  |)lace  de  ^  et  v  les  absisses  cp  et  o  des 
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foyers.  On  a,  en  effet, 


[i  =  a i  et  Y  =  a 


On  en  déduit 


(-9' 


r,       Cil                               a/  „  .         .»    ®'— 9 

a -+- p  = — 9         «-f-Y=^ 7         et  pY^*^  =^* 


f  *        /  —  ç'  ^*  o(/  —  tp') 

Et  par  suite  on  a 

My= r-^ —  et  Ny= '— ; — ^• 

•         •  I        • 

11  sera  facile  dès  lors,  connaissant  les  foyers,  de  tracer  la  ligne 
représentative  des  moments  dans  toute  Tétendue  de  la  poutre. 

Si  Ton  suppose  plusieurs  travées  dénivelées,  on  cumulera  les 
résultats.  En  particulier,  on  pourra  trouver  l'effet  produit  parle 
déplacement  vertical  d'un  appui  donné,  ce  qui  suppose  des  déni- 
vellations égales  et  de  signe  contraire  dans  les  deux  travées  con- 
tigiies. 

Dans  le  cas  général  où  tous  les  appuis  auraient  subi  des  dépla- 
cements verticaux  quelconques,  mais  connus,  cette  décomposition 
du  problème  en  une  série  de  problèmes  simples  ne  présente  pas 
grand  avantage  au  point  de  vue  des  déterminations  pratiques.  Le 
plus  expéditif  paraît  être  d'aborder  franchement  la  résolution  du 
système  étage  formé  par  les  groupes  d'équations  (i)',  (2)  et  (3).  En 
mettant  une  inconnue  quelconque  MN  ou  to  sous  la  forme  Aw,  +B, 
la  série  des  coefficienis  A  reproduira  celle  des  coeflicicnts  /;«/,  /?/, 
<I>/,  qui  correspondent  à  l'hypothèse  r,-=  o.  11  restera  à  calculer  la 
série  des  coefficients  B,  ce  qu'on  peut  faire  en  partant  de  l'hypo- 
thèse to,  =  0.  L'équation  de  condition  déterminant  finalement  W|, 
et  par  suite  toutes  les  autres  inconnues,  s'obtiendra  en  égalant  à 
zéro  l'expression  qui  serait  fournie  pour  M^^^i  par  la  dernière  des 
équations  (^1  )',  dernière  équation  du  système  étage. 

Influence  d'une  variation  de  température  qui  donnerait  pour 
chaque  appui  des  déplacements  vi  et  ;//  connus  a  priori.  —  Tout 
en  supposant  les  appuis  et  la  poutre  elle-même  incompressibles  dans 
le  scMis  de  leur  longueur,  on  peut  les  considérer  comme  dilatables. 
Alors  tous  les  «/  sont  connus,  et  d'ailleurs  leurs  différences  à  l'un 
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d'eux  importeiil  seules.  Toutes  les  différences  telles  que  m/^i  —  iti 
sont  également  connues,  et  si  Ton  suppose  donné  Tunde  ces  dépla- 
cements, par  exemple  u%  =  o,  tous  les  autres  sont  connus. 

liC  problème  se  résoudra  comme  le  précédent.  Toutefois,  les 
équations  (i)'  devront  être  modifiées.  On  aura  généralement,  en 
effet,  des  relations  de  la  forme  binôme 

(i')  S/=M/— N/_i  =  K,w/-+-H/i/,-. 

Les  équations  (:>.)  et  (3  )  restent  les  mêmes. 

-Le  système  des  équations  (iV,  (2)  et  (3)  reste  étage  à  partir 

de(i>,,  et  si  Ton  met  encoreles  inconnues  successivement  rencontrées 

sous  la  forme  • 

Awi-+-  B, 

la  série  des  coefficients  A,  correspondant  aux  hjpollièses 

Ui  =  (•/  =  o, 

sera  encore  la  méiue  que  précédemment.  La  série  des  coefficients  13 
s'obtiendra  en  partant  de  riijpothése  a)i=  o. 

Comme  dans  les  autres  cas  précédemment  envisagés,  les  com- 
posantes X/  des  réactions  d'appui  se  déduiront  après  coup,  si  Ton 
en  a  besoin,  des  équations  de  liaison  qui  leurcorrespondent  et  qui 
seront  de  la  même  forme  que  (i)',  savoir 

m.    —    KtUDE  SOMMAIRE   DBS   POUTRES    SUR  APPUIS  COMPRESSIBLES. 

Les  transformations  qui  ont  été  apportées  à  la  méthode  générale 
dans  le  cas  d'appuis  incompressibles  peuvent  encore  être  utilisées 
dans  le  cas  actyel.  Il  faut  simplement,  dans  les  équations  (2)  et  (3) 
et(2y  et  (3  )',  conserver  les  teriyiesen  v^  et,  d'autre jiart,  tenir  compte 
des  relations  qui  existent  pour  chaque  appui  entre  le  déplacement 
vertical  vi  et  la  réaction  verticale  correspondante.  Ces  relations 
seront  généralement,  de  la  forme 

(A)  -.,=  A,Y,  =  A,[— ^^ — J; 

mais  pour  les  appuis  Gy  et  Gy^,  de  la  travée  chargée,  elles  seront 
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(le  la  forme 


(A')      -  .j=hj[Yj+  Y]  =  hj  ["h^  -  ''^-■- ;^>-  ]  +A,Y, 

Y  étant  la  réacllon  correspondant  à  la  poutre  posée  sur  appuis 
simples.. 

La  solution  est  notablement  plus  compliquée  que  dans  le  cas 
précédent  et  ne  se  prête  pas  à  des  développements  théoriques 
aussi  intéressants  en  raison  de  ce  fait  capital  que  le  système  des 
équations  à  envisager  n'est  étage  qu'à  partir  de  (o«  et  de  ^|.  On  ne 
peut  plus  établir  de  relations  de  simple  proportionnalité. 

On  reconnaîtra  facilement  les  points  suivants.  Si  on  laisse  a>i 
et  i'i  arbitraires,  la  première  équation  (i)'  donne  M^  etla  première 
équation  (A)  donne  ^t.  La  première  équation  (2)  donne  ('2  ^^^^ 
première  équation  (3)  donne  (02,  et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc 
des  expressions  de  la  forme 

m  0)1 -h  nvi 

pour  toutes  les  inconnues  successivement  rencontrées  jusqu'ici, 
i^/  et  My  inclusivement.  Quand  on  arrive  à  Ny,  donnée  par  Féqua- 
tion  (A'),  cette  équation  dépendant  des  charges  par  son  terme  Y, 
on  n'aura  plus  une  expression  linéaire  et  homogène  en  C0|  et  (•<, 
mais  il  faudra  y  joindre  le  terme  hj\  =  p.  Il  en  sera  de  même 
|)our  ry.j.,  qui  est  donné  par  Téquation  (2)'. 

On  peut  alors  transformer  ces  expressions  de  Ny  et^'y^i  en  subs- 
tituant à  o>|  et  ('1  les  valeurs  qui  se  déduiraient  des  relations  liné- 
aires et  homogènes  existant  entre  celles-ci  et  cy  et  My,  de  sorte 
([u'on  pourra  écrire  pour  Ny  et  i'y^i  des  relations  de  la  forme 

(B)  Ny=:  mMy-h  nry-H/). 

En  considérant  la  poutre  retournée  bout  pour  bout,  c'est-à-dire 
en  prenant  le  système  d'équations  dans  un  ordre  inverse,  on  par- 
viendra de  la  même  façon  à  exprimer  My  et  vj  en  fonction  de  Ny  et 
de  ry_^,  et  l'on  aura  deux  nouvelles  relations  de  la  forme 

(  B'  )  My  =  m' Ny  -f-  n'vj^i  -h  p'. 

Ces  quatre  équations  (qui  ne  renferment  chacune  que  trois  des 
(juatre  inconnues  My  Ny  vj  c/^i  )  permettront  de  calculer  les  quatre 
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inconnues  qui  y  figurent.  Toutes  les  autres  s'en  déduiront  ensuite 
puisqu'elles  ont  des  expressions  linéaires  et  homogènes,  soit  par 
rapport  à  (0|  et  r<,  dont  on  aies  expressions  linéaires  et  homogènes 
vu  My  et  (•/,  soit  par  rapport  à  w«^|  etr„^<,  exprimables  en  Ny 
et  iy^,. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  calculs.  Ils  se  simpli- 
fient quand  on  se  trouve  en  présence  de  données  numériques  con- 
crètes. Si  l'on  avait  à  entreprendre  une  étude  complète  d'une 
pareille  poutre,  ou  la  déduirait  de  la  connaissance  des  lignes  d'in- 
fluence des  inconnues  My  et  Ny,  et  pour  tracer  celles-ci  avec  une 
approximation  satisfaisante  il  suffira  la  plupart  du  temps  de  déter- 
miner leurs  points  et  leurs  tangentes  au  droit  des  verticales  des 
appuis,  C'est-à-dire  pour  un  nombre  très  limité  de  positions  de  la 
charge,  en  utilisant  à  la  fois  le  système  des  équations  (i),  (A), 
{^2)  et  (3)  et  le  système  dérivé  par  rapport  à  a,  abscisse  de  la 
charge,  les  équations  (AV,  (2)',  (3)'  étant  convenablement  modi- 
fiées. 

Une  autre  simplification  pratiquement  admissible  consista  à 
limiter,  pour  chaque  position  envisagée  de  la  charge  mobile,  la 
région  de  la  poutre  sur  laquelle  cette  charge  peut  produire  des 
eflets  appréciables.  On  jugerait  après  coup  si  l'approximation 
ainsi  obtenue  est  satisfaisante  d'après  la  grandeur  même  des  réactions 
obtenues  pour  les  appuis  extrêmes  de  la  poutre  réduite. 

Méthode  particulière  au  cas  où  les  appuis  ne  peuvent  développer 
que  des  réactions  verticales  et  où  les  appuis  extrêmes  sont  incom- 
pressibles. —  Les  restrixîtions  que  nous  supposons  ici  ne  sont  pas 
absolument  nécessaires,  mais  il  n'y  aurait  aucun  intérêt  pratique  à 
généraliser. 

Par  appuis  extrêmes  incompressibles,  il  faut  d'ailleurs  entendre 
que  ces  appuis  sont  tels,  soit  d'après  leur  constitution  propre,  soit 
d'après  la  place  qu*ils  occupent  par  rapport  à  la  charge.  Il  suffit 
que  leur  déformation  verticale  soit  considérée  comme  pratiquement 
négligeable  par  rapport  à  celles  des  appuis  intermédiaires. 

Supposons  une  charge  unique  P  agissant  suivant  la  verticale 
d'abscisse  ot  et  soient  R|,  Rj,  . . . ,  R/i_^i  les  réactions  des  appuis. 

Ces  réactions  ne  sont  pas  toutes  indépendantes,  car  elles  doivent 
satisfaire  aux  deux  équations  d'équilibre  statique,  lesquelles  per- 
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mettront  par  exemple  de  déterminer  les  deux  réactions  extrêmes 
Ri  et  R//^i  dès  que  les  n  —  i  réactions  intermédiaires  seront 
connues. 

Pour  déterminer  ces  dernières  on  peut  disposer  des  n  —  i  équa- 
tions que  l'on  obtiendra  en  écrivant  qu'au  droit  de  Tappui  intermé- 
diaire n**  i  le  déplacement  vertical  sous  l'action  combinée  de  la 
force  P  et  des  n  —  i  réactions  cherchées  est  proportionnel  à  R/, 

c'est-à-dire  de  la  forme 

u,  =  A'i  R/, 

ki  étant  positif  si  Ton  convient  de  compter  positivement  les  dépla- 
cements s'opérant  de  haut  en  bas. 

Supposons  que  les  n  —  i  appuis  intermédiaires  soient  provisoi- 
rement supprimés,  et  appliquons  successivement  une  force  unité 
au  droit  de  chacun  d'eux,  puis  traçons  dans  chacune  de  ces  hypo- 
thèses la  ligne  élastique  de  la  poutre.  Nous  serons  en  mesure  de 
connaître  les  déplacements  verticaux  aux  différents  points  de  la 
poutre  et  notamment  au  droit  des  différents  appuis  intermédiaires, 
ainsi  qu'au  droit  de  l'abscisse  a,  sous  l'action  de  la  charge  unité 
placée  au  droit  de  l'appui  n**  /.  Si  l'on  désigne  d'une  manière  géné- 
rale par  t'û  le  déplacement  produit  dans  la  section  p  par  la  force 
agissant  dans  la  section  a,  on  sait  par  le  théorème  de  Maxwell 
que  i'p==^^g. 

Evaluons  maintenant  le  déplacement  total  au  droit  de  Tappui  n^i 
sous  Faction  de  la  force  P,  on  aura 

i^^P         ou  encore         t'iiP; 
sous  l'action  d'une  réaction  telle  que  R^,  on  aura 

de  sorte  que  le  déplacement  total  sera 

Pi  =  A:/R/=  t^i  P  —  i^i  R,—  i>i  R,. . .—  PÎR/. . .—  i';,R„. 

On  a  ainsi  une  équation  linéaire  contenant  les  différentes  réac- 
tions cherchées,  et  l'on  aurait  une  équation  semblable  pour  chacun 
des  autres  appuis  intermédiaires. 

Tous  les  coefficients  figurant  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente  peuvent  être  relevés  sur  la  ligne  élastique  qui  cor- 
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rcspond  à  la  charge  unité  placée  sur  l'appui  n®  i.  Dans  le  cas  de 
poutres  à  section  constante,  on  pourra  utiliser  le  Tableau  donné  à 
la  fin  du  Chapitre  VIll. 

Cette  méthode  très  directe  est  assez  pratique  lorsque  le  nombre 
total  des  appuis  à  envisager  ne  dépasse  pas  cinq  ou  six.  Le  nombre 
des  équations  se  réduit  à  trois  ou  quatre  au  plus.  Au  delà  de  ce 
nombre,  leur  résolution  deviendrait  pénible,  car  chacune  des  équa- 
tions renferme  toutes  les  inconnues. 

La  méthode  est  surtout  à  recommander  quand  on  a  à  déterminer 
les  réactions  mutuelles  d'un  longeron  pratiquement  indéfini 
reposant  sur  une  série  de  poutres  transversales  régulièrement 
espacées.  On  peut  se  contenter  souvent  de  l'approximation 
obtenue  en  considérant  trois  ou  quatre  travées  successives  seule- 
ment, les  réactions  étant  négligeables  au  delà. 

Cas  d'une  poutre  sur  appuis  élastiques  infiniment  rapprochés.  — 
C'est  un  cas  limite  que  Ton  a  à  envisager  lorsqu'on  étudie  les  con- 
ditions de  résistance  d'une  traverse  de  chemin  de  fer  reposant  sur 
un  sol  élastique,  ou  encore  celles  d'un  rail  sur  traverses  rapprochées. 
Les  auteurs  qui  se  sont  occupés  spécialement  de  ces  questions 
admettent  généralement. que  les  réactions  du  sol,  ou  des  traverses, 
sont  assimilables  à  une  réaction  continue  dont  l'intensité  est  p  par 
mètre  courant  de  poutre,  et  que  Ton  a  partout  une  relation  de  pro- 
portionnalité telle  que 

m 

r  étant  l'abaissement  de  la  poutre  au  point  considéré. 

Dans  ces  conditions,  dans  chaque  intervalle  des  charges,,  la 
poutre  ne  se  trouve  soumise  qu'à  l'action  de  p  et  l'équation  diffé- 
rentielle de  sa  ligne  élastique  est 


dx 
Son  intégrale  générale  est  connue.  En  posant  a=l/ 

V  =  A«**cos  aa:  -+-  B  e**sin  %x  -h  Cc-«^cos  ttx  -f-  Dtf-*^sîn  «a?, 


k_ 
4EI 


>  on  a 


les  .quatre  constantes  étant  à  déterminer  dans  chaque  intervalle  par 
\eÈ  conditions  particulières  au  problème  posé. 
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On  aura  d'ailleurs  en  chaque  point 

M  =  -EI^:         et         T=-EI^. 

Supposons,  à  titre  d*e\eniple,  un  raildeiongueur  infinie  soumis 
à  une  charge  unique  P,  en  un  point  qu'on  prendra  pour  origine  des 

("oordonnées.    Par    hypothèse,    f    doit     être    nul,    ainsi    que  y- 

pour  j7i=oc.  Cela  exige  A  =  B  =  o  pour  le  tronçon  de  droite 
et  C  =  D  :=  o  pour  le  tronçon  de  gauche.  Si  Ton  envisage  seule- 
ment le  tronçon  de  droite,  on  devra  avoir,  pourx  =  o,  les  deux 

conditions  -;—  r=  o  et  T  = .  On  en  déduit 

C  — D=o, 

d'où 


8  El  a' 

Il  en  résulte 

p 

8Ela> 

Le  déplacement  <',  et  la  réaction  p  qui  lui  est  proportionnelle, 
s'annulent  pour  les  abscisses  en  progression  géométrique  rentrant 
dans  la  formule 

aar  =  — — h  ktz, 
4 

Ils  passent  par  une  série  de  maxima  et  de  minima  pour  les 
abscisses  rentrant  dans  la  formule 

P 

Les  maxima  et  minima  successifs  ont  d'ailleurs  (au  facteur  _.-.,- 

^  8  El  «• 

près  en  ce  qui  concerne  r),  les  valeurs  relatives  suivantes  : 
(i)  — e-^= — o,o432f         e-'^=  o,ooi8,         .... 

Ils  sont  inappréciables  à  partir  du  troisième. 

En  ce  qui  concerne  le  moment  fléchissant,  il  a  pour  valeur 

p 

M  =  ---  «-**(cosaa; — sinajr). 

A  CL  ' 
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Il  s'annule  pour  l(*s  abscisses  rentrant  dans  la  formule 

aa:  =  —  -h  Att, 
4 

décalées  Ae^  par  rapport  à  celles  qui  annulent  v. 

Il  passe  par  une  série  de  maxima  et  de  minima  pour  les  abscisses 
rentrant  dans  la  formule 

OLX  = h  ATIT, 

•A 


TT 


également  décalées  de —  par  rapport  aux  maxima  et  minima  de  c. 

P 
A  l'origine,  point  d'application  de  la  charge,  on  a  M  =  7—-  Par 

rapport  à  ce  moment,  les  maxima   successifs   ont   pour   valeurs 
relatives 

—  e    *=  —  0,2078,        e     *  =0,00897,         

Us  deviennent  inappréciables  au  delà 

Les  effets  de  la  charge  s'atténuent  donc  tous  très  vite  de  part 
et  d'autre  de  son  point  d'application. 


CHAPITRE  XU. 

POUTRKS  COURBES  OU  ARCS. 


I.   —   GÉNÉRALITÉS  SUR   LES   ARCS. 

Caractères  généraux  des  poutres  courbes.  —  Les  poutres  droites, 
à  travées  indépendantes,  sont  généralement  caractérisées  par  ce 
fait  que  pour  toute  section  transversale  la  force  extérieure  est  paral- 
lèle au  plan  de  cette  section,  si  bien  que  la  composante  normale  N 
de  cette  force  extérieure  est  toujours  nulle.  Dès  lors  il  suffit 
pour  définir  la  force  extérieure  de  deux  quantités,  le  mcMixenl  flé- 
chissant M  et  l'efTort  tranchant  T,  qui  d'ailleurs  est  lui  même  égal 
à  la  composante  verticale  \ ,  Taxe  de  la  poutre  étant  supposé  hori- 
zontal. Pour  parvenir  à  la  détermination  de  la  fatigue  dans  une 
section,  il  suffît  de  connaître  les  maxima  de  M  et  de  T,  indépen- 
damment Fun  de  l'autre. 

Les  poutres  courbes  sont  au  contraire  généralement  soumises 
dans  leurs  difTérentes  sections  à  un  effort  normal  non  négliffcable, 
qui  provient  soit  d'une  courbure  prononcée  de  leur 'axe  longitu- 
dinal, soit  des  réactions  des  appuis,  ceux-ci  étant  convenablement 
disposés  à  cet  efTet. 

Pour  définir  la  force  extérieure  il  faut  alors  trois  quantités  dis- 
tinctes, le  moment  fléchissant  M,  avec  les  deux  composantes  nor- 
male et  tangentielle  N  et  T,  ou  bien  avec  les  deux  composantes 
horizontale  et  verticale  X  et  Y. 

En  ce  qui  concerne  la  fatigue  dans  une  section,  on  peut  encore 
considérer  à  part  Teflorl  tranchant  T,  ce  dernier  ayant  d'ailleurs 
la  plupart  du  temps  une  importance  relative  assez  faible.  Mais  on 
ne  peut  plus  séparer  TefTort  normal  du  moment  fléchissant. 
L'expression  de  la  fatigue  est  de  la  forme 

„       N       M  h 
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OÙ  h  désigne,  soit  la  plus  grande,  soit  la  plus  petite  des  distances 
algébriques  des  fibres  de  la  section  à  T horizontale  du  centre  de 
gravité,  distances  qui  sont  d'ailleurs  de  signes  différents.  Le  maxi- 
mum de  la  fatigue  ne  se  produit  donc  nécessairement  ni  quand 
le  moment  [fléchissant  est  maximum,  ni  quand  Teffort  normal  est 
maximum.  La  considération  des  maxima  de  M  et  de  N  est  ici  insuf- 
(isante,  sinon  inutile,  et  Ton  est  conduit  à  envisager  directement 
la  fatigue  dans  les  deux  libres  extrêmes  de  chaque  section. 

Ligne  d'influence  de  la  f&tigue  dans  une  section.  —  Nous  avons 
vu  comment,  une  fois  déterminées  les  réactions  des  appuis,  on 
pouvait  dans  un  cas  donné  de  charges,  du  reste  quelconques,  cons- 
truire la  courbe  des  pressions  et  en  déduire  pour  chaque  section 
les  valeurs  de  M,  N,  T,  ou  bien  encore  le  point  de  passage  de  la 
force  extérieure.  Nous  avons  vu  aussi  comment  on  peut  déduire  de 
la  connaissance  du  point  de  passage  la  position  de  la  ligne  neutre, 
puis  déterminer  les  tensions  dans  toute  l'étendue  de  la  section  et 
notamment  dans  ses  fibres  extrêmes.  Nous  n'v  reviendrons  pas  et 
nous  nous  bornerons  à  décrire  le  procédé  un  peu  indirect  par 
lequel  on  peut  parvenir  assez  simplement  à  construire  la  ligne  d'in- 
fluence de  la  fatigue  dans  une  des  fibres  extrêmes  d'une  section 
donnée. 

Supposons  connues  les  lignes  d'influence  d'où  dépendent  la 
grandeur  et  la  situation  de  la  réaction  de  l'appui  de  gauche  Rq. 
Pour  un  certain  nombre  de  positions  de  la  charge  mobile  P,  prise 
comme  unité,  on  déterminera  Ro  et  l'on  tracera  la  courbe  des 
pressions  correspondante.  Cette  courbe  se  réduira  à  deux  por- 
tions de  droites,  valables  Tune  à  gaucbe,  Tautre  à  droite  de  la 
charge  P. 

On  sera  alors  en  mesure  de  trouver  la  fatigue  produite  par  la- 
charge  P  dans  les  fibres  extrêmes  de  toutes  les  sections  que  l'on 
désire  étudier,  et  Ton  obtiendra  de  la  sorte  le  point  situé  sur  la 
verticale  de  P  qui  appartient  à  chacune  des  lignes  d'influence  cor- 
respondantes. 

Avec  dix  ou  vingt  de  ces  points,  suivant  le  degré  de  précision 
cherché,  on  aura  la  possibilité  de  tracer  toutes  ces  lignes  d'in- 
fluence et  de  reconnaître  l'étendue  de  leurs  zones  positives  et 
négatives. 
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Ces  lignes  d'influence  une  fois  obtenues,  le  plus  simple  sera  de 
les  utiliser  directement  à  la  recherche  des  fatigues  maxima. 

Détermination  des  réactions  d'appui.  —  Le  problème  fondamen- 
tal, ici  comme  pour  les  poutres  droites,  consiste  donc  dans  la 
recherche  des  réactions  d'appui,  pour  le  cas  d'une  force  appliquée 
unique. 

iSous  le  simplifierons  comme  toujours  en  étudiant  d'abord  lu 
poutre  comme  si  elle  reposait  sur  des  appuis  simples  et  en  recher- 
chant ensuite  les  réactions  complémentaires  d\ippui.  Les  forces 
appliquées  sont  supposées  parallèles  à  une  même  direction,  que 
nous  supposons  verticale. 

Dans  rhypothèse  des  appuis  simples,  les  réactions  provisoires 
d'appui,  ainsi  que  le  moment  fléchissant  p.  et  la  composante  ver- 
ticale Y  de  la  force  extérieure,  sont  exactement  les  mêmes  que 
pour  la  poutre  droite  de  même  portée  iiorizontale.  On  a  d'ailleurs 

Y=  5^. 
dx' 

D'autre  part  X  =  o  partoul. 

Il  en  résulte  que  dans  cette  hvpothèse  l'eflort  normal  et  l'ef- 
fort tranchant  sont  respectivement 

dx  ds  * 

dx  ds 

Soient  mainlenant  A  le  moment  par  rapport  à  Torigine  des  coor^ 
dcmnées  de  la  réaction  complémentiiire  de  l'appui  de  gauche  et  B 
et  C  ses  composantes  verticale  et  horizontale. 

Dans  une  section  ((i)  de  coordonnées  (a?,  >')  le  moment  fléchis- 
sant réel  a  pour  «expression 

M  =  u-f- A-hB^-  Cy, 

(^uant  à  refFort  normal  et  à  TefTort,  tranchant  ils  ont  respe<»live- 
ment  pour  expression  : 

_  dix  dy  dx  dy 

L>  =  —7-    —7-  -h  \A  —j-   -r  I>  —7-  * 
dx  ds  as  ds 

T  =  ^  —  -j-  B  —       {'^^ 
dx   ds    '        ds         '  ds 
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Il  s'agira,  dés  lors,  d'introduire  ces  expressions  dans  les  équations 
particulières  exprimant,  les  conditions  imposées  aux  appuis,  pour 
obtenir  les  équations  fournissant  les  réactions  complémentaires 
d'appui  A,  B,  C. 

11  est  utile  de  bien  remarquer  que  la  fonction  jjl,  ainsi  que  sa  dé- 
rivée -7^5  supposent  expressément  que  Ton  a  adopté  pour  les  axes 

coordonnés  deux  directions  particulières,  Tune  parallèle  aux  forces 
appliquées,  ou  verticale,  Tautre  perpendiculaire  à  la  première 
ou  horizontale. 

Mais  il  n'en  est  aucunement  ainsi  en  ce  qui  concerne  ia  fonction 
linéaire  complémentaire  A-f-Ba;  —  Cy  qui  lîji^ure  dans  Tcîxpres- 
sion  du  moment  fléchissant.  Le  groupe  des  constantes  A,  B,  C 
dépend  de  la  position  et  de  la  direction  des  axes  coordonnés  et 
par  un  choix  convenable  de  ceux-ci  on  peut  souvent  simplifier  cer- 
taines questions,  ainsi  que  nous  le  verrons.  C'est  une  ressource 
assez  |)récieuse. 

On  peut  tout  concilier,  lorsque  cela  est  nécessaire,  en  envisa- 
î^eant  simultanément  deux  systèmes  distincts  d'axes  de  coor- 
données.  Lx»  premier  sera  désigné  par  les  lettres  majuscules  OX\  , 
étant  entendu  que  OX  est  horizontale  et  OY  verticale.  Le  second 
système  sera  désigné  par  Oxy. 


Par  suite  les 'expressions  de  M  el  T  s'écriront  dans  ce  cas  de  la 
manière  suivante  : 

dX    ds  ds  ds 

d\    ds  ds  ds 

1 V  /  V 

-y-  et  -7-  étant  les  coefficients  angulaires  de  la  tangente  au  point  G, 
dans  le  système  d'axes  0X\  . 
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Rappel  des  équations  de  déformation.  Leur  transformation.  — 
Appliquons  les  équations  générales  de  déformation  à  Tare  entier  Pt 
désignons  par  coi,  Ti,  //<,  ^lîJKi  les  quantités  qui  se  rapportent 
à  Textrémité  de  droite  G|.  Convenons,  en  outre,  de  désigner,  par 

le  signe   /  sans  indices  une  sommation  s' étendant  à  Tare  entier; 

nous  obtenons  les  formules  suivantes  : 

(0  toi— 0)0  =       /   Êï^^' 

[    (3)     «1- ao-4-a>o(^i— ro)=— y  îTj(^i  — r^c/d  — y  ^  ^c?7. 

En  multipliant  la  première  équation  par  ^i  et  en  la  retranchant 
de  la  seconde,  on  peut  simplifier  celle-ci  et  l'écrire 

(2)  ç'i  —  Po— wiiri-htoo.ro  =  —  /    Y\^  I    FS  ST 

De  même,  en  multipliant  la  première  équation  par  y^  et  en 
l'ajoutant  à  la  troisième,  on  obtient 

(3)  Wi— Mo-t-toij'i  — toojKo=  /    gf'i^^—  /    Es  ^  ' 

Sous  cette  forme,  les  premiers  membres  seuls  contiennent  les  coor- 
données et  les  déplacements  des  points  extrêmes,  et  il  est  tout 
à  fait  simple  d'y  tenir  compte  des  conditions  particulières  qu'ils 
doivent  remplir. 

Influence  de  la  température.  --  Les  poutres  courbes  ne  sont  pas, 
en  général,  insensibles  à  Faction  de  la  température. 

Celle-ci  déforme  toujours  leur  axe  longitudinal.  En  outre, 
comme  les  appuis  s'opposent  toujours,  dans  une  certaine  mesure, 
aux  déplacements  des  extrémités,  Faction  de  la  température  pro- 
voque des  réactions  d'appui  non  négligeables  qui  se  superposent 
à  celles  qui  sont  dues  aux  charges. 

Ces  réactions  d'appui,  qui  s'introduisent  dans  un  système  déjà 
en  équilibre,  sont  de  tous  points  assiniilable.s  à  des  réactions  com- 
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plémentaires  d^ appui ^   c'est-à-dire   qu'elle»  sont  réductibles   à 
deux  forces  égales  et  directement  opposées. 

En  Tabsence  de  charges,  la  ligne  d'action  de  la  réaction  d'appui 
de  gauche  constituera  par  suite  à  elle  seule  la  courbe  des  pressions 
et  dans  chaque  section  le  moment  fléchissant  sera  égal  au  pro- 
duit de  rintensité  de  ftette  réaction  par  la  distance  du  centre  de 
gravité  à  sa  ligne  d'action.  Il  sera  donc  une  fonction  linéaire  de$ 
coordonnées  {xy)  du  centre  de  gravité  de  la  section. 

Pour  trouver,  le  cas  échéant,  les  composantes  A,  B,  C  de  la  réac- 
tion d'appui  due  à  une  élévation  de  température,,  il  suffira  donc 
d'introduire,  pour  M  et  N,  des  expressions  de  la  même  forme  que 

précédemment,  à  cette   seule  différence  près  que  [x  et  -j^  dispa- 
raissent. 

11  convient,  du  reste,  de  compléter  dans  ce  cas  les  équations  (2) 
et  (3)  respectivement  par  l'adjonction,  dans  les  seconds  membres, 
des  termes. 

où  T  désigne  l'allongement  de  l'unité  de  longueur,  c'est-à-dire  le 
produit  de  l'écart  de  température  par  le  coefficient  de  dilatation. 

IL  -*.  A  tics  ARTICULÉS  AUX  NAISSANCES; 


Définition.  —  Par  hypothèse,  les  appuis  Gq  et  G<  sont  de  posi- 
tion ii\variable.  Mais  la  poutre  est  munie  en  ces  points  d'articula- 


Fig.  100. 


tions,  de  sorte  que  les  appuis  ne  peuvent  produire  sur  elle  que  des 
réactions  passant  par  ces  points  eux-mêmes.  Autrement  dit,  le 
moment  fléchissant  est  forcément  nul  eu  (ic  et  G|. 

PiQEAUD  18 
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On  a 

Maïs  (Oq  et  o>,  ne  sont  pas  forcément  nuls. 

D'autre  part,  les  réactions  complémentaires  d'appui  sont  néces- 
sairement deux  forces  égales  et  directement  opposées,  ayant  pour 
ligne  d'aclîon  commune  la  corde  (jotx<.  Nous  désignerons,  suivant 
Fusàge,  par  la.  lettre  Q  la  réaction  s'exerçant  en  G©,  dans  le 
sens  GoGi7  ot  nous  l'appellerons  la  poussée  de  l\irc. 

Équation  générale  foumiBsant  la  poussée.  —  Il  est  tout  indiqué 
de  choisir,  comme  axes  coordonnés  Oxy^  la  ligne  d'action  de  Q, 
c'est-à-dire  la  corde  GpGi  et  une  droite  perpendiculaire.  Pour 
préciser,  nous  placerons  l'origine  en  G©. 

Dans  ces  conditions,  on  a 

A».B=o        et        C«Q, 

de  sorte  que  le  moment  de  la  réaction  complémentaire  par  rapport 
à  un  point  G  de  l'axe  longitudinal  a  simplement  pour  valeur —  Qy 
et  que  l'expression  générale  du  moment  fléchissant  en  (i  est 

[X  étant  d'ailleur^,  conique  nous  Favons  fait  observer,  rapporté  aux 
deux  axes  0\  et  OV,  Tun  perpendiculaire,  l'autre  parallèle  à  la 
direction  des  charges. 
•    L'expression  générale  de  N  se  rédurt  d'autre  part  à 

_.       du.  d\       ^  dx 

• 

Dans  la  troisième  équation  de  déformation,  le  premier  membre 
a  tous  ses  termes  nuls,  en  vertu  des  hypothèses  fautes.  Elle  fournit 
donc  la  condition  nécessaire  à  laquelle  doit  satisfaire  la  poussée 

Remplaçons  dans  celle  équation  M  et  N  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  (^;  nous  obtenons,  en  désignant  par  Ç,  yj,  a-  les 
variables  courantes,  • 
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d'où 


Telle  est  réquation  exacte  et  complète  qui  fournit  la  poussée. 
Ainsi  que  cela  sera  justifié  plus  tard,  d'après  les  résultats  obtenus 
par  Bresse  pour  les  arcs  circulaires,  on  peut  toujours,  sans  incon- 
vénient, négliger  le  second  terme  du  second  membre.  D'autre 
part,  il  est  également  sans  inconvénient  sérieux  de  simplifier  le 
second  terme  de  la  parenthèse  coefficient  de  Q  et  de  le  remplacer, 

rr^*  lorsque  -y-  est  voisin  de  l'unité  en  tout 
point  de  l'arc. 

Étude  du  coefficient  de  Q.  —  La  parenthèse  qui  forme  le  coef- 
ficient de  la  poussée  ne  dépend"  que  des  formes  de  l'arc  et  nuUe- 
ment  des  causes  agissant  sur  lui.  Il  peut  être  déterminé  une  fois 
pour  toutes.  On  peut  en  donner  une  signification  intéressante. 

Le  premier  terme  représente  le  moment  d'inertie  par  rapport 

à  Ox  d'un  système  de  masses  fictives  égales  à  -^.  et  attribuées 

aux  points  milieux  des  éléments  d'arc  infiniment  petits  d^.  C'est 
ce  que  Ton  peut  appeler,  par  abréviation,  le  moment  d'inertie  par 
rapport  à  Oj?  de  la  fibre  moyenne. 

Pour  tenir  compte  du  second  terme,  désignons  par  r  le  rayon 
de  gy  rat  ion  de-  la  section  transversale  correspondant  au  point 
G(ç,  Ti),  milieu  de  Télément  d'arc  ûÎt.  Par  le  point  G  traçons  la 

normale  à  la  fibre  moyenne,  ses  coefficients  angulaires  étant  —  -~ 


Fig.  101 .  • 


..3 


^^ ^<y  "* 


% 


0 


et -T^  •  Puis  prenons  sur  cette  normale  deux  points  R  et  R' 
tels  que  GR  =  (iR'=r,  et  attribuons-leur  des  masses  fictives 
éj^ales  à  —777 >  comme  si  la  matière  fictive  dont  il  .s*agit  était  répartie 
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sur  les  deux  lignes  décrites  par  les  points  R  et  R',  au  lieu  de  Tètre 
sur  la  libre  moyenne.  Le  moment  d^nertie  de  ces  deux  masses  fic- 
tives par  rapport  à  une  parallèle  k  Ox  menée  par  leur  centre  de 
gravité  G  sefa  précisément 

El  V  e/(j/   "^  ES  Wd/  • 
Leur  moment  d'inertie  par  rapport  à  O^  sera 


Ef 


b'H-m 


de  sorte  que  le  coefficient  de  Q  sera  en  définitive  le  moment 
d'inertie  de  toutes  ces  masses  fictives  distribuées  sur  les  courbes 
(R)  et  (R).  Pour  abréger,  on  peut  dire  que  c'est  le  moment 
d'inertie  de  la  poutre  par  rapport  à  Ox. 

Bien  entendu,  il  ne  faut  voir  là  qu'une  indication  théorique 
permettant,  le  cas  échéant,  d'appliquer  les  résultats  de  la  théorie 
des  moments  d'inertie.  En  pratique,  il  sera  généralement  plus 
simple  de  laisser  la  seconde  intégrale  sous  sa  forme  primitive. 

Nous  n'avons  rien  à  dire  sur  les  procédés  à  employer  pour  le 
calcul  numérique  des  deux  intégrales.  Mais  si  l'on  veut  recourir  à 
des  procédés  graphiques,  on  pourra  procéder  ainsi  qu'il  suit  : 

Après  avoir  divisé  l'arc  de  la  fibre  moyenne  en  éléments  plus  ou 
moins  petits  rfo",  on  construira  le  réseau  des  droites  (t))  en  menant 
par  le  milieu  des  éléments  d<T  des  parallèles  à  la  corde  Ox.  Puis 
on  construira,'  avec  une  distance  polaire  unité,  sur  le  réseau  des 

droites  (7\),  un  polygone  funiculaire  de  forces  fictives  égales  à  ttt 

et  parallèles  à  Oa?.  Ou  bien  encore,  on  construira  un  polygone 
funiculaire  de  forces  fictives  égales  à  d<T  avec  une  dislance  polaire 
variable  égale  à  EL  Les  côtés  successifs  de  ce  polygone  funiculaire 
découperont  sur  Ox  des  segments  représentant  les  valeurs  des 

quantités~|-  et  en  traceront  l'échelle  intégrale  qui,  en  particulier, 

fournira  la  valeur  de  /  -Wî-- 

En  construisant  sur  le  même  réseau  des  droites  (7»)  un  second 
polygone  funiculaire  correspondant  aux  forces  fictives  -W-»  et 
avec  une  distance  polaire  unité,  on  obtiendra  de  même  Téchelle 
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înlégrale  des  quantités  ^^     et  Ton  en  déduira,  en  particulier,  la 
valeur  de  Tintégrale 


J      El 


o '      El 


C'est  là  du  reste  le  procédé  ordinaire  employé  pour  la  détermi- 
nation du  moment  d^inertie  des  masses  fictives  -rrr  attribuées  à  la 
fibre  moyenne. 

En  ce  qui  concerne  la  seconde  intégrale    /   (  ^  )   îTc»  s'  ^'^^  ^^ 

juge  pas  pouvoir  se  contenter  d'une  valeur  approchée  basée  sur  la 
connaissance  de  la  valeur  moyenne  de  S,  on  commencera  par  cal- 
culer les  valeurs   des   quantités   |jr«  =  d\  qu'on  aura  à  réduire 

ensuite  dans  le  rapport  (  t^)  >  avant  d'en  faire  la  sommation.  Voici 

un  moyen  assez  simple  pour  parvenir  à  cette  réduction.  On  tracera 
un  vecteur  afe,  égal  à  dky  et  parallèle  à  la  tangente  à  la   fibre 

Fig.   102. 


moyenne  au  point  G(çvi).    En  le  projetant  sur  deux  directions 
parallèles  à  Oa?  et  Oy  respectivement,  on  obtiendra  d'abord 


ac 


cb  =  cCk 
En  abaissant  du  point  C  la  perpendiculaire  cd  sur  aè,  on  aurait 


On  aurait,  par  surcroît, 

rf6  =  €fX  X 


\da) 


m- 


Bien  entendu,  on  pourra  procéder  à  grands  coups,  en  prenant 


'278  .  CHAPlTRli  XII. 

des  d(T  relativement  grands,  puisqu^ii  ne  s'agit  que  d'un  terme 
correctif  dont  une  valeur  approchée  suffit. 

ligiie  d'influence  de  la  partie  principale  de  la  pouasée.  —  Nous 
supposerons  d'abord  que  Ton  néglige  le  dernier  terme  du  second 
membre  de  Téquation  qui  donne  la  poussée  Q.  Alors  Q  est  le 

quotient  de  l'intégrale   /  ^^..      par  le  coefficient  déterminé  plus 

haut^  C'est  le  résultat  ainsi  obtenu  que  l'on  appellera  la  partie 
principale  de  la  poussée. 

On  voit  qu'à  un  facteur  constant  près  elle  est  égale  à  l'intégrale 


I 


El 


Quand  on  suppose  qu^on  a  affaire  à  une  charge  unique,  P, 
égale  à  l'unité,  [jl  est,  par  rapport  aux  axes  G©  X  e^  Go  Y,  la  fonc- 
tion particulière  dont  nous  nous  sommes  maintes  fois  occupés,  el 
la  ligne  d'influence  de  l'intégrale  s'obtiendra,  comme  nous  le 
savons,  en  construisant  sur  le  réseau  des  droites  (X),  verticales 
menées  par  les  milieux  des  éléments  d^arcs  rfo",  un  polygone 

funiculaire  de  forces  fictives  égales  à  -W->    et   en   rapportant  ce 

polygone  à  sa  corde. 

Or  les  éléments,  ou  forces  fictives,  -irrr-  sont  connus,  puisqu'ils 

ont  déjà  servi  à  la  détermination  du  coefficient  de  Q.  Rien  n'est 
donc  plus  facile  que  de  tracer  cette  ligne  d'influence. 

Iiigne  d'influence  du  terme  correctif  de  la  poussée.  —  Ce  terme 
n'a  généralement  aucune  importance.  Cependant,  si  l'on  veut  en 
tenir  compte,  nous  indiquerons,  pour  être  complet,  un  moyen 
assez  simple  de  le  faire. 

Rappelons  que,  dans  le  cas  où  l'on  a  affaire  à  une  charge 
unique  P,  égale  à  l'unité  agissant  suivant  la  verticale  a,  la  quan- 
tité -^  a  pour  valeur  : 

Pour  o  <[  S  <C  a? 

Pour  a  <[  Ç  <  /, 


d[L 

l-OL 

dX  " 

l 

du. 

a 

dx  ■" 

■     ■     ••   • 
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Par  suite,  toute  intégrale  de  la  forme 


»79 


/ 


dix    , 


dans  laquelle  z  est  indépendant  de  a,  peut  s'écrire 

Supposons  qu'on  ait  construit  sur  OY  réchelle  intégrale  de  dX^ 
et  qu'on  ait  construit  le  réseau  des  verticales  (a),  on  pourra  tracer 
par  points  la  courbe  intégrale  Gomz  qui,  pour  chaque  valeur  de  a, 

représente,  par  son  ordonnée /?m ,  la  valeur  de  l'intégrale    /     dz, 

Fig»  io3. 
(Y)   ^o^»    io^)      («>  »0î» 


•-'0 


Q. 


II*               * 

:           1              1                1 
:          1              1                1 

«          1  y^  \     y^  s 

!  >^^^       ! 

A    y%              '                 • 

Z 

!      1        1'       1 

1            1               1                  * 
•            1               1                  ' 

■            .               i                  • 
III                  1 

1            1               1                  1 

III                  1 

III                  1 

1-           1               1                  • 

g; 

./ 


L'intégrale  /    dz  sera  représentée  par  l'ordonnée  extrême  G',  z 

sur  la   verticale   (Gi),    pour  laquelle   ol  =^  l^   et    l'on    aura  évi- 
demment 

Par  smie,  pour  chaque  valeur  de  a,  l  intégrale  donnée  est 
représentée  par  V ordonnée  nm  de  la  courbe  intégrale  GomZ, 
rapportée  à  sa  corde.  Cette  courbe  intégrale  rapportée  à  sa  corde 
est  donc  la  ligne  d'influence  de  l'intégrale. 
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Dans  le  cas  actuel,  on  a  donc  à  construire  la  courbe  intégrale  de 

,  ,  ,  d\        di      dfj 

la  quantité  jjXj^X^- 

Les  quantités  =^  =  rfX  étant  supposées  calculées,  on  aura  à  les 
réduire   d'abord   dans  le    rapport  ^»  comme  on  Ta  fait  prccé- 

demment,  puis  à  les  réduire  de  nouveau  dans  le  rapport  -j-  par  un 

procédé  tout  semblable. 

La  ligne  d^nfluence  de  la  poutre  principale  de  la  poussée  pourra 
alors  subir  les  légères  corrections  jugées  utiles.  Elles  seront  généra- 
lement sans  importance,  le  facteur  -j-  étant  positif  dans  une 
région  de  la  poutre  et  négatif  dans  l'autre. 

Autres  lignes  d'influence.  Courbe  des  intersections.  -  Une  fois 
en  possession  de  la  ligne  d'influence  de  la  poussée,  on  pourra 
l'utiliser  pour  trouver  la  valeur  de  Q  correspondant  à  un  système 
de  charges  quelconques,  et  en  déduire  la  courbe  des  pressions 
relatives  à  ce  système  de  charges. 

Comme  nous  l'avons  expliqué  précédemment,  il  sera  avantageux 
de  déterminer  les  valeurs  de  Q  pour  un  certain  nombre  de  posi- 
tions d'une  charge  mobile  égale  à  l'unité,  de  tracer  les  courbes  de 
pressions  relatives  à  ces  différentes  positions  et  d'en  déduire  la 
fatigue  dans  les  différentes  sections  que  l'on  désire  étudier,  ou 
encore  les  moments  fléchissants,  eflbrls  normaux,  efforts  tran- 
chants, etc.  On  obtiendra  ainsi  les  éléments  de  toutes  les  lignes 
d'influence  que  l'on  voudra,  et  il  convient  de  remarquera  nouveau 
que  les  courbes  de  pression,  dans  le  eas  d'une  charge  isolée,  sont 
toujours  composées  de  deux  droites  se  coupant  sur  la  verticale  de 
la  charge  et  passant  par  les  points  d'appui  Go  et  Gi. 

On  envisage  souvent,  pour  résumer  et  conserver  les  résultats, 
ainsi  que  pour  faciliter  les  interpolations  ultérieures,  la  courbe 
lieu  des  points  où  la  verticale  de  la  charge  mobile  est  rencontrée 
par  les  deux  droites  qui  constituent  la  courbe  des  pressions.  On 
l'appelle  la  courbe  des  intersections.  Quand  on  l'a  tracée,  par  la 
construction  directe  d'un  certain  nombre  de  ses  points,  elle  fournil 
tous  les  points  intermédiaires  et  il  est  assez  commode  de  s'en 
servir  ensuite  pour  tracer  la  courbe  des  pressions  relatives  à  une 
position  intermédiaire  de  la  charge.  Il  suffit  de  joindre  aux  extré- 
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miles  Go  et  Gi  le  point  (jul  se  trouve  sur  la  verticale  de  celte 
charge. 

Mais  cette  construction  fait  un  peu  double  emploi  avec  celle  de 
la  ligne  d'influence  de  Q,  qui  à  elle  seule  est  suffisante  et  qui 
demeure  la  construction  fondamentale. 

Effet  de  la  température.  —  Supposons,  pour  préciser  les  idées, 
(|u'il  s'agisse  d'une  élévation  de  température  provoquant  dans  le 
métal  de  Tare  un  allongement  t  par  unité  de  longueur. 

La  réaction  d'appui  est  encore  une  force  Q  agissant  suivant  la 
corde  GoG|,  el  Ton  a 

D'autre  part,  la  troisième  équation  de  déformation  doit  être 
c'omplétée  par  le  terme  t  ( jTi  —  :r«^,). 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  toujours  nul,  elle 
donne 

Le  coefficient  de  Q  est  le  même  que  précédemment  et  il  n'y  a 
rien  de  spécial  à  dire  du  second  membre,  qui  est  aussi  simple  que 
possible. 

On  remarquera  simplement  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  des 
pressions,  d'où  se  déduiront  le  moment  fléchissant,  l'effort 
normal,  etc.,  dans  les  diffiérenles  sections  transversales,  se  réduit 
à  la  ligne  des  appuis  GoG|. 

Effet  d'un  rapprochement  des  appuis.  —  Supposons  qu'on 
impose  aux  appuis  un  rapprochement  tel  que  ii|  —  Uq  subisse  une 
variation  donnée  ( —  8),  et  qu'on  veuille  en  apprécier  Teffet.  On 
opérera  e\actemant  de  même  et  l'on  trouvera  la  même  équation,  le 
second  membre  étant  simplement  remplacé  par  5. 

Déformation.  —  Il  n'y  a  rien  de  spécial  à  ajouter  à  la  théorie 
générale.  La  ligne  élastique,  ou  courbe  représentative  des  dépla- 
cements verticaux  i\  s'obtiendra  en  construisant  sur  le  réseau  des 
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droites  (5)  un  polygone  funiculaire  des  charges  fictives 

M  d^       M  d<j 


KJ 


El 


Remarque  générale  sur  les  arcs  à  appuis  de  niveau.  —  Dans  ce 
cas,  il  n'y  a  plus  de  distinction  à  faire  entre  les  deux  systèmes 
d'axes  Oxy  et  OX.Y,  ce  qui  procure  quelques  (simplifications 
évidentes. 

Cas  particulier  d'un  arc  a  fibre  moyenne  circulaire,  a  appuis  de 

NIVEAU  KT   A   SECTION  CONSTANTE.  [RÉSULTATS  DE  BrESSE.   —  On  pCUt, 

dans  ce  cas,  mettre  -ttt  en  facteur  commun  dans  toutes  les  inté- 
'  El 

grales  qui  figurent  dans  les  équations  de  déformation,  sauf  à  mul- 
tiplier par  r'  =  —  celles  de  ces  intégrales  qui  renferment  S. 
D'autre  part,  on  peut  trouver  les  expressions  analytiques  de 


toutes  ces  intégrales.  En  prenant  pour  axes  coordonnés  la  corde 
de  Tare  et  la  perpendiculaire  élevée  en  son  milieu,  et  en  désignant 
par  p  le  rayon  du  cercle,  a  sa  demi-rorde,  /  sa  ilèc'he  (ou  montée), 
par  9  le  demi-angle  au  centre,   et  enfin  par  a  Tangle  au  centre 

BCG,  qui  définit  le  point  courant  G(ÇTiO"),  on  a  les  formules  sui- 
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vantes  : 

OGi  =  a  =  psinç,  a=pa,  dtj  =  p  doL, 

OB  =f  =  p{\  —  cosç),         Ç  =  psina,  fl?$  =  p  cosada, 

f 
T^  =  p(cosa  —  cosf),        û?7)  = — psinaûTa. 

Toutes  les  quantités,  figurant  dans  les  intégrales  peuvent  donc 
s'exprimer  en  fonction  de  la  seule  variable  a.  Bresse  a  effectué  ces 
iRtégrations  pour  divers  cas  de  surcharges  et  dressé  des  Tables  qui 
ramènent  les  calculs  à  effectuer  à  leur  plus  simple  expression. 

Nous  résumerons  son  analyse  ainsi  qu41  suit  : 

a)  Cas  d^une  charge  Uolêe  P=  i  agissant  siià'ant  la  verti- 
cale d^ abscisse  u  =  ma  =:  p  sinO.  —  En  désignant  par  C  et  c  les 
deux  termes  du  second  membre  de  l'équation  fournissant  la 
poussée,  et  parD  etrfles  deux  termes  du  coefticient  de  la  poussée, 
on  obtient  pour  celle-ci  une  expression  de  la  forme 

c  — 
G  — c        C        '""C 


Q=DTrf=D^ 


*-^D 


L'expression  tt  est  ce  que  Bresse  appelle  la  partie  principale 

de  la  poussée.  C'est  le  résultat  que  Ton  obtiendrait  si  l'on  négli- 
geait les  deux  termes  c  et  rf,  introduits  par  la  considération  de 
l'effort  normal.  Le  multiplicateur 

c 


'-^D 


a  le  caractère  d'un  coefficient  de  correction  toujours  plus  petit 
que  l'unité. 

Effectuons  le  calcul  de  ces  différents  termes.  Nous  trouvons 

d'abord 

/.+  ? 
D=   1         p'(cosa  —  cos^f)*  da. 

[sin'/tzsc  .  I 

— -^ 1 2C0SÇ  sina  -+-  acos'o 

=  P^[f(i  H-  acos'ç)  —  3  sinç  cosf], 
d  = /'*  I        p  cos*  a  é/a  =  r*  p  | — h-l       =  r'p[çH-sinçcosç]. 


•? 
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dit. 


Ensuite,  en  tenant  compte  de  ce  que  l'on   a,  pour  |jLet^>  les 

expressions 

a  —  u  .  ^  sino  —  sinO  .  . 

jx=  (a  -HO?)  =  p ^—. (sino  -h  sjna) 


et 


et 


du.       sinç  —  sinO  ^ 

-y-  =  — ^— entre  —  9  et  6, 

dx  -isinç  ^ 

a-^.u.            .           sinç  +  sinO  .  .  .      . 

11.=  (a  —  a?)  =  p  î—T (sino  —  sina) 

du.  sinç  +  sinO  ^ 

-7-  = ^ entre  0  et  c, 

dx  asm  9 


on  trouve 


n         1  fflin'o  — sin«^  /        n       a    •    a  •       \1 

C  =  p'  I h  C0S9  (cosO  -f-  0  sinO  —  cos©  —  9  $109)  |  » 

.     Tsin'©  —  sin'OI 

'  =  '■'?[— ^^ — J- 

C 
En  ce  qui  concerne  la  partie  principale  de  la  poussée  rr>  on  voit 

que  c'est  une  fonction  des  deux  angles  o  et  0,  seulement.  Bresse 

en  a  donné  une  Table  très  complète  en  fonction  de  ©  et  du  rap- 

ô 
port-»  M.  Résal  a  remanié  ces  Tables  en  prenant  pour  plus  de 

commodité  les  deux  argijments  o  et  m  =  -  =:z  '-. — . 

°  *  a        S1119 

D  C 

On  peut  développer  —  et  — •.       ^sé^'^c  procédant  suivant  les 

puissances  de  sincp  et  dont  les   •..  lefui-nts  soient  exprimés   en 
fonction  du  rapport  m.  Il  suffit  d'utiliser  les  développements  de 
l'arc  et  du  cosinus  en  fonction  du  sinus. 
Ces  développements  sont 

sin*^        sin*>3        sin^z 


cosz  =  I  — 


'2  8  16 


siii'5        3sin^^         i5     . 
b  40  6ib 

Les  premiers  termes  du  développement  de  —  sont 

r 

—  =  — r  sin^ç  H-  —r  Sin'O  -h 

p'        i5  *        i5 
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Ceux  du  développement  de  ~  sônl 

r 


I  —  /«* 


—•  ==  sïn*o  \ ; —      —  sin«©     — 1 777 

p»  14  ^4      J  '  l     ib  4» 

a4o  J 

On  reconnaît  ainsi  que  la  partie  principale  de  la  poussée  tend 
vers  l'infini  lorsque  ç  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  pour  des  arcs 
infiniment  surbaissés,  et  qu'on  peut  la  mettre  sous  ia  forme 

G        yo 
D       smo 

qo  étant  une  fonction  de  ©  et  de  /?7,qui  demeure  finie  pour©  =  o. 
On  peut  la  mettre  encore  sous  la  forme  équivalente 

XJ  =  y  X  ^<^ 

en  mettant  en  évidence  non  plus  sin<p,  mais  •-  =  tang  ^7  qui  repré- 

sente  le  rapport  de  la  flèche  à  la  demi-portée  de  l'arc.  Dans  ces 
conditions,  cjg  est  une  fonction  de  ç  et  de  m,  qui  est  peu  variable 
avec  ©  et  dont  on  peut  trouver  facilement  les  limites  pour  0  =  0 

et  pour  ^  =  "  • 

Pour  0  =  0,  on  a  en  effet  à  la  limite  sin<p  =  -^^-de  sorte  que 

l'on  a 

1  —  m^       I  — 


lâ 


yo=Y 


TZ 


Pour  ©  s=  -,  on  n'a  qi^'à  se  reporter  aux  expressions  primitives 
de  C  et  D,  dans  lesquelles  on  doit  faire  sin©  =  i  et  coscp  =  o,  et 
Ton  trouve,  en  tenant  compte  d'ailleurs  de  j.  =  i , 

I  -—  m- 

La  Table  ci-après  (Tableau  n®  1)  fournit  les  valeurs  de  Ço  pour 
une  série  de  valeurs  du  surbaissement -•  On  y  constate  que  celte 
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fonction  est  peu  variable  avec  le  surbaissement,  et  cela  est  de 
nature  à  faciliter  les  interpolations. 

En  ce  qui  concerne  le  coefficient  de  correction  i  —  p»  Bresse 

a  démontré  que,  dans  les  conditions  ordinaires  de  la  pratique,  on 
pouvait  se  dispenser  d'en  tenir  compte.  Il  est,  en  effet,  de  la 
forme 


X  étant  une  fonction  de  m  et  de  sinç,  qui  ne  devient  infinie  pour 
aucune  valeur  de  o,  pas  même  0  =  0. 

Pour  la  valeur  limite  ©  =  o,  on  a  pour  À  la  valeur  limite 


m« 


X=- 


m*  :     I  —  m* 


4  24 


qui  est  égale  à  a,  4  pour 'm  =  o  et  à  3  pour  m  =  1 . 

Pour  la  valeur  limite  cp=:  -^f  on  a,  en  faisant  cos©  =  o  dans 
l'expression  générale  de  C,  la  valeur  )v=  i,  quel  que  soit  m. 

D'autre  part,  ~  n'atteint  jamais  o,oo25  et  reste  presque  tou- 
jours inférieur  à  o,ooi.  I/erreur  relative  commise  en  remplaçant 
par  Tunité  le  binôme   i  —  -5  X  n'atteint  jamais  0,007.")  et  reste 

presque  toujours  inférieur  à  o,oo3. 

Dans  le  cas  où  Ton  ne  voudrait  pas  négliger  complètement  celle 
correction,  Bresse  a  fait  remarquer  que,  pour  une  valeur  donnée 
(le  ©,  la  valeur  de  ).  varie  assez  peu  avec  m,  et  qu'il  est  légitime 
d'adopter  une  valeur  moyenne,  dont  il  a  Calculé  une  Table. 

En  ce  qui  concerne  enfin  le  coefficient  de  correction  i  4-  tt  1  il 

ne  dépend  que  de  o  et  acquiert  une  certiiine  importance  pour  de 
faibles  valeurs  de  tp.  Si  Ton  prend  les  premiers  termes  des  dé\e- 
loppements  de  d  et  D  par  rapport  à  sincp,  on  \oit  facilement  que, 
|)our  la  limite  ©  =1  o,  on  a 

û  ~  p^   i    .  ..'    ~â^^Yp^n^Y' 

i:) 
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Quelle  que  soit  la  petitesse  de -5,  cette  expression  tend  donc- 
vers  l'infini  poury=  o,  et  l'expression  du  binôme  de  correction 
est  pour /très  petit  de  la  forme 

la  fonction  e  ayant  une  valeur  voisine  de  —• 

Pour  la  limite  ç  =  ->  le  binôme  de  correction  a  d'ailleurs  pour 
valeur  exacte 

de  sorte  que,  si  Ton  adopte  pour  ce  binôme  la  forme  ^çénérale 

la  fonction  t  va  en  décroissant  de  —  pour  o  =  a  à  i  pour  ^  -sz:  -. 

En  résumé,  et  en  rétablissant  le  facteur  P,  pour  donner  à  la 
formule  toute  sa  généralité,  l'expression  de  la  poussée  est 

« 

r\         n         ^  ï 

Q  =  P  X  7.  X  ^a  X 


Les  valeurs  de  q^  et  de  s  étant  données  par  la  Table  n"  1  ci- 
après,  en  fonction  de  -  et  de  m  =  -; — • 
'        '  a  sin  çp 

Quel  que  soit  r,  poury'diminuant  indéfiniment,  on  a  limQ  r—  (», 
par  suite  de  l'influence  prépondérante  du  terme  correctif. 

b)  Cas  d'une  charge  p  uniformément  répartie  sur  la  corde 
de  rare.  —  On  peut  encore  mettre  Q  sous  la  forme 


Q=R 


c  '"  c 


D  d 


Le  coefficient  de  correction  conservera  la  même  torme  que  pré- 

c 
G 


cédemraent.  D'ailleurs  ici  ^  ne  dépend  que  de  ©  et,  si  Ton  v<*ut 
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en  tenir  compte,  on  aura  à  lui  attribuer  la  valeur  moyenne  cal- 
culée par  Bresse. 

Quant  à  la  partie  principale  de  la  poussée,  on  peut  Tobtenir  en 
intégrant  la  formule  précédemment  trouvée  pour  G.  Mais  on  peut 
encore  plus  simplement  recommencer  le  calcul  de  G,  en  tenant 
compte  de  ce  que  Ton  a,  cette  fois,  pour  p  =  i, 

p  =     ■  =  ^  (sin*«p  —  sin'a). 

On  trouve  facilement 

C=  /        fXYj  rf»=  —  I  -  sin'ç  -h  çc!0sç(l  —  2  sin'çp)  —  sinçpcos*©  I. 

C 
On  peut  adopter  pour  le  rapport  p  une  expression  de  la  formé 


C  _  a« 
D  -  1/ 


fî  =  r-..  X  Qo 


et  reconnaître  l'étendue  des  variations  de    Q©  entre  les  limites 


p  =  o  et  o  =  - . 


Pour  la  limite  cp  =:  o,  on  peut  développer  C  et  D  en  fonction  de 
•-  =  tang  -,  et  Bresse  à  trouvé  ainsi  un  développement  qui  équi- 


a  ^  1 

vaut  au  suivant  : 


\ 


^*  7  a«        i.i7  a*        3/7  a^ 

On  a  donc  pour  '^  =^  o  la  valeur  Qo  =  i . 

ir  G 

D'autre  part,  pour  ©  =^  -,  le  rapport  jr  se  réduit  à 

2 

3         a«         8         rt* 

2 

On  a  donc  Qo=  ^^^S^c). 

La  fonction  O»  est  donc  lentement  variable  a>ec  «,  ou  a\<îc'-- 

^  *  a 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  le  développement  ci-dessus  de 

f 
Qo  en  fonction  de -,  en  fournit  toujours  des  salenrs  1res  appro- 
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f 

chées,  même  pour*^  =  i .  En  effet,   en  le  réduisant  à  ses  deux 

premiers  termes,  on  trouve  0,85^,  et,  en  prenant  les  trois  pre- 
miers termes,  on  trouve  o,844-  L'erreur  relative  est  très  faible. 
Quoi  qu'il  en  soit,  la  Table  n"  1  fournit  les  valeurs  de  Qo  pour 

diverses  valeurs  de  l'argument-,  et  la  formule  à  employer  pour 

le  calcul  de  la  poussée  est,  dans  ces  conditions, 

c.  Cas  dune  élévation  de  température  ou  de  toute  autre 
cause  produisant  un  allongement  t  par  unité  de  longueur  de 
la  corde  de  farc,  —  On  a,  dans  ce  cas,  Téquation 

Q[D-¥-d]  =  2EItx  a, 
d'où 

Q  =  Efi  -p-  X  -r-  =  EIt  X  -Fr  X 


O  d        —  •  -    D    -  ^, 

Si  Ton  compare  l'expression  -r^  avec  l'expression  ~  Tv  =  ^'  t>ii 

voit  facilement  qu'elles  ont  pour  rapport  ? — .  (]e  rapport 

'■  '  **^        9-HS111ÇCOS9  ^^ 


2 


est  égal  à  l'unité  pour  ©  =  o  et  égal  à  -  =  1 ,2^.*i  pour  ©  = 

On  aurait  donc  un  résultat  sensiblement  exact  pour  de  faibles 
valeurs  de  o  et  un  résultat  un  peu  trop  faible  pour  des  valeurs  plus 
grandes,  en  adoptant  pour  Q  l'expression 

Q  =  ElT  X  ^  X  ^-  =  EIt  tt-^-- 

On  aura  une  erreur  en  sens  contraire  si,  ù  fa  place  de  e,  on  subs- 
titue  sa  valeur  limite  supérieure,  égale  à  —• 

F^inalement,  Bresse  a  proposé  la  formule  simplifiée 

f5 

PiQBACD  19 
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11  a  moniré,  par  des  exemples  numériques^  que  celt*  formule 
simplifiée  donnail  toujours  des  résultais  sufOsamment  exacls.  Elle 

est  très  approchée  lorsque  -  est  petit,  cl  Terreur  qu'elle  entraine 

lorsque  -  est  grand  devient  sans  importance,  parce  qu'alors  Q 

devient  pt*iit  j>ar  rapport  aux  poussées  ducs  aux  charges.  Il  n'y  a, 
d^ailleurs,  qu'un  intérêt  secondaire  h  avoir  une  formule  rigoureuse, 
alors  que  t  a  une  valeur  peu  précisée  en  général. 

La  Table   ci-dessous  donne   quelques  valeurs   de  la   fonction 

"  jf     =  K,  qui  permet  d'écrire  d'une  manière  générale 

Q  =  Et,lx L_. 

d.  Déplacement  vertical  de  la  clef  dans  le  ca^  d\i ne  sur- 
charge uniformément  répartie  p  sur  la,  corde  de  Varc.  —  Bresse 
a  donné  une  fornude  approximative  qui  peut  s'écrire 


—  EIp  =  i,56/>p*/s  (  i-ho,oi«2  -4~i) 


i5   r« 


Cette  formule  est  assez  exacte  jusqu'à  ©=  4-)**.   Pour  es  =  go", 
IVrreur  relative  nar  excès  peut  alleîndix*  ^o  pour  loo. 
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Tableau  pour  le  calcul  des  poussées  des  arcs  articuléSy  circulaires 

et  à  section  constante. 


Valeurs 

de 

1 

▼aleurs  et  q^  pour 

_ 

nuris 
de 

q: 

a 

s 

K 

/n=0,0 

m=0,t 

m=0,2 

m=0,S 

m=0,4 

m4),5 

m=0,^ 

m:±0,7 

/n=K),8 

m=0,9 

0,00 

1,87.3 

i.K7'> 

* 
0,3906 

0 , 3839 

0,3720 

0,3491 

0,3176 

0,2783 

0,2320 

«»'797 

0,1226 

0,0622 

1 ,0000 

0,10 

+ 

>» 

0,3898 

o,385i 

1 

0,3712 

0,3484 

0,3172 

0,^780 

o,23i9 

0,1796 

0,1226 

0,0622 

0,9986 

0, 1 3 

» 

> 

0.3888 

o,384i 

0,3703 

0.3477 

o,3i66 

0,2776 

o,a3i7 

0,3795 

0, 1226 

0,0622 

0,9968 

o,ao 

.,733 

',77« 

0,3874 

0,3828 

0,3691 

0,3466 

o,3i5âi 

0,2770 

0,23l3; 

•^•794 

0,1226 

0,^!I2 

0,9943 

0 ,  2.> 

» 

» 

0,3856 

o,38io 

1 
0,3675 

0,3452 

o,3i47 

0,2763 

o,23o9 

0,1792 

0, 1225 

0,0622 

0,9910 

o,3o 

» 

» 

0,3833 

0,3788 

0,3655 

0,3435 

o,3i34 

0,2753 

o,23o3 

0,1789 

0,1225 

0,0622 

0,9870 

0,35 

» 

» 

0,3807 

0,3763 

o,3632 

0,341 5 

o,3ii8 

0,274» 

0,2297 

0 , 1 786 

0,1224 

0,062 i 

0,9823 

o/|0 

1 ,  533 

1.677 

o»3777 

0,3734 

«,36o6 

0,3393 

o,3ioo 

0,2729 

0,2288 

0,1782 

0,I223 

0,0622 

0,9768 

o/|5 

» 

» 

0,3744 

0,3701 

0,3576 

0 , 3367 

0,3079 

0,2714 

0,2278 

0,1777 

0,1222 

0,0632 

0,9705 

0 ,  .'10 

» 

» 

0,3707 

0 , 3665 

6,3543 

o,J338 

o,3o55 

0,1697 

0,^267 

0,1772 

OyI220 

0,0622 

0,9634 

0,05 

» 

» 

0,3(167 

0,3626 

o,35o5 

o,33o7 

0,3029 

0,2677 

0,2!l54 

0,1765 

0,  I2l8 

0,0622 

0,9357 

o,6() 

i,33(» 

1,583 

o,3f).?5 

0,3585 

0,3467 

0,3272 

o,3ooo 

0,2655 

0,2239 

0,1757 

0,12l5 

0,062  > 

0,9471 

o.^iô 

» 

B 

0,3378 

0,3539 

0,3420 

0,3234 

0,2968 

o,263o 

0,2222 

"»»747 

0,1211' 

0,0622 

0.9376 

0,70 

» 

B 

o,333o 

0,3492 

0,3379 

0,3193 

0,2934 

0 ,  •.1604 

0,2202 

0,1733 

0,1206 

0,0622 

0,9273 

0,7.3 

» 

» 

o,3.i78 

0,3440 

o,333i 

o,3i5o 

0,2897 

0,2574 

0,2181 

0,1722 

0, 1200 

0,0621 

0,9162 

o,Ho 

1,1 38 

I ,  Vio 

o,3l24 

o,3388 

0,3282 

0 , 3 1 o3 

o,2858 

0,2542 

o,2i57 

0,1707 

0,1193 

0,0620 

0,9045 

0,8:, 

» 

B 

0,3368 

o,333î 

1 

0,3229 

o,3o37 

0,2816 

0,2507 

o,2i3o 

0,1689 

0,1184 

0,0618 

0,8917 

0,90 

t 

» 

o,33o9 

0,3274 

0,3175 

0 , 3oo6 

0,2771 

0,2469 

0,2102 

0,1669 

0,1173 

o,o6i4 

0,8780 

o,î)5 

» 

B 

o,3o'i8 

o,32i3 

o,3ii8 

0,293'j 

0,2723 

0,2429 

0 , 2070 

0,16^7 

0,1 160 

o,«>6io 

0,8637 

1 ,00 

1 ,000 

1,273 

o,3i83 

0 , 3 1 3 1 

n,3o59 

0,2897 

0,2674 

0,2.387 

o,2o37 

0,  j6:>3 

0 , I 1 46 

o,o6o5 

• 

0,8488 
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2®  Cas  particulier  d'un  arc  articulé  a  fibre  moyenne  parabo- 
lique ET  A  SECTION  RÉDUITE  CONSTANTE.  —  L*équalion'  de  la  fibre 
moyenne,  rapportée  à  la  corde  et  à  Taxe  de  syniélrie,  est 


=/(-S 


) 


D'autre  part,  on  suppose  que  l'on  a 


et 


J  =  I  -7^  s=  const. 


S  -7^  =  —  =  const. 


On  peut  alors,  dans  toutes  les  intégrales,  remplacer  dv  par  d\^  et 
l'on  obtient  les  résultats  suivants  : 

En  mettant  encore  l'équation  donnant  la  poussée  sous  la  forme 

Q(D  +  rf)  =  C, 


d'où 


«-S  '    ■=  • 


on  trouve. 


^^  —  a  •/-  n 


d^ _  a! 


a* 
en  posant 


<p  =  arctang  -^* 


_p<i 


On  en  déduit  d'abord,  pour  la  fonction  £  ^"^  ît,  la  valeur  assez 
simple  £  =  —  X  -î,  facile  à  calculer  dans  chaque  cas,  et  rempla- 

çable  pour  les  arcs  surbaissés  par  sa  valeur  limite  — . 

On  trouve  ensuite,  dans  le  cas  d'une  charge  isolée  P  =  i  agis- 
sant suivant  la  verticale  d'abscisse  u  =  ma^  que  le  second  membre  C 
a  la  valeur 

C=yV^rfî=-^(i-m«)(5  -/11'). 


POUTRES  COURBES  OU  ARCS.  'JL[}^ 

La  valeur  principale  de  la  poussée  est  donc 


a 


en  posant 


j5  =  7  X  ^0» 


5 


54 


Autrement  dit,  Ço  ne  dépend  pas  du  surbaissemenl  -  et  garde  la 

valeur  limite  trouvée  pour  les  arcs  circulaires. 

Dans  le  cas  d^ine  charge  uniformément  répartie  sur  la  corde 

(le  Tare,  la  partie  principale  de  la  poussée  jr  sera   simplement 

égale  à  la  valeur  limite  p  —^  trouvée  précédemment,  quel  que  soit 

le  surbaisse  ment. 

Dans  le  cas  d'un  allongement  t  dû  à  la  température,  on  aura 
(*ncore 


I  -f-    — •  6 

/» 

la  fonction  -k  avant  la  valeur  constante 
quel  que  soit  le  surbaissement. 

III.   —  ARCS  ENC\STRÉS  AUX   NAISSANCGf. 

Définition.  —  Par  hypothèse,  les  appuis  Go  et  G|  sont  de  posi- 
tion invariable  et  de  nature  telle  que  les  déformations  angulaires  coq 
et  (o,  aux  deux  extrémités  de  Tare  sont  nulles. 

Dans  ces  conditions,  les  premiers  membres  des  trois  équations 
de  déformation  appliquées  à  Tare  entier  sont  nuls,  quels  que 
soient  d'ailleurs  les  axes  coordonnés  choisis. 

Ces  équations  se  réduisent  à 


/ 


fAda 


D\iutre  part,  les  réactions  complémentaires  d'appui,  qui  sont 
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toujours  deux  forces  égales  et  directement  opposées,  ne  passent  plus 
nécessairement  par  les  points  d'appui.    Il  faut  envisager,   pour 

•  Fig.   io5. 


définir  la  réaction  complémentaire  de  Tappui  de  gauche,  ses  trois 
composantes  A,  B  et  Q,  cette  dernière  composante  portant  encore 
le  nom  de  poussée. 

Équations  générales  fournissant  les  composantes  A,  B,  Q  de  la 
réaction  complémentaire  d'appui.  —  Laissant  indéterminés  les  axes 
coordonnés  Oxy^  on  a  d'une  manière  générale 

M  =  jx-f-  A  -4-  Ba?  —  Q^, 

d\   ds  ds  ds 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  de  déformation 
écrites  plus  haut,  on  trouve,  après  groupement  des  termes 


(•) 
(2) 


(3) 


^iJ      El       J  d<j  d^  liSj 
~~J      K*         J    dX  dfs  KS* 

—  _  r  H^^^^        r<u  dY  d^ 
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Ce  sont  trois  équations  du  premier  degré  en  ABQ,  qui  ofirent 
celte  pariiculfirité  que  le  déterminant  des  coefiieients  des  ineonnuitti 
est  symétrique  et  ne  contient  que  six  coeflieients  distincts. 

Il  est  tout  indiqué  de  profiter  de  Tindéterinination  des  axes 
coordonnés  pour  annuler  trois  de  ces  coefiicients,  suivant  une 
méthode  indiquée  par  Maurice  I-»évy,  et  de  parvenir  par  là  à  la 
séparation  des  inconnues. 

Supposons  que  Ton  attribue  des  masses  fictives  égales  à  -rry)  aux 

(lifFérenls  éléments  dv  de  la  fibre  moyenne,  on  pourra  tout  d'aboixl 
rendre  nulles  les  deux  intégrales 


ri!t  et  r^ 

en  choisissant  pour  origine  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de 
masses  fictives,  que  pour  abréger  on  appellera  le  centre  de  gravité 
de  la  fibre  moyenne. 

Supposons  ensuite  que  l'on  attribue  des  masses  fictives  -^-^  aux 

points  R  et  IV  des  deux  courbes  parallèles  à  la  libre  moyenne  tra- 
cées à  la  distance  /*,  on  reconnaîtra  facilement  que  les  coefficients 
entre  parenthèses,  de  B  et  de  Q,  dans  les  deux  dernières  équations, 
sont  les  moments  et  le  produit  de  ce  système  total  par  rapport  aux 
deux  axes  Oa:  et  Oy,  En  calculant  ces  coefficients  par  rapport  à  un 
système  d'axes  provisoire  quelconque,  on  pourra  en  déduire  la 
direction  des  axes  principaux  d'inertie  du  système  et  prendre  ces 
axes  comme  axes  coordonnés  définitifs.  Le  produit  d'inertie 

J  "ET    J  dfs  dtj  i:s 

deviendra  nul  et  les  équations  se  réduiront  aux  suivantes  : 

V  Ëi^-J  HT' 

U    ^^      J  U^/   i^sj""    J     lii       J  u\  da  as' 
frv^      /-MV^l-      />7irfa      rdii.  d\  d\ 

VJ      ^1         J   W^/    ^^Î^J  ~     ./       Kl         J    d\  d^  ES" 

Il  est  à  remui*quer  que  la   troisième  équation,  déterminant  la 
poussée,  est  identique  (>omme  forme  à  celle  que  nous  avons  ren- 
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contrée  pour  les  arcs  articulés  aux  naissances,  mais  les  ordon- 
nées Tj  ne  sont  plus  comptées  à  partir  de  la  ligne  de3  appuis,  et  le 
second  terme  de  la  parenthèse  coefficient  de  Q  doit  avoir  une 
importance  relative  plus  considérable. 

Quant  à  Téquation  qui  donne  B,  elle  est  d'une  forme  analogue, 
les  axes  Ox  et  Oy  étant  simplement  intervertis.  On  pfeut  assez 
clairement  conjecturer  que  les  intégrales  qui  renferment  S,  soit 
dans  le  coefficient  de  B,  soit  dans  le  second  membre,  n'auront 
qu'une  importance  relative  tout  à  fait  insignifiante.  C'CvSt  en  efTet 
ce  que  Ton  constate  toujours  dans  les  applications. 

Nous  conseillons  donc  de  les  négliger  toujours,  ainsi  que  le 
second  terme  du  second  membre  de  la  troisième  équation,  eU par 
conséquent  d'envisager  seulement  le  groupe  d'équations  sim- 
plifiées 

V   Kl  -     J    El' 


El    '  I 


La  réduction  des  équations  générales  à  laquelle  nous  avons 
procédé  est  particulièrement  facile  lorsqu'on  a  affaire  à  un  arc  qui 
est  symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu 
de  sa  corde.  L'intégrale 


J      El       J  d(j  d<T  E 


d\  dr^    dfj 

Es' 


qui  représente  le  produit  d'inertie,  est  nulle  dès  que  Toriginc  des 
coordonnées  est  placée  sur  la  droite  de  symétrie  et  que  l'un  des 
axes  coïncide  avec  celle-ci.  Pour  compléter  la  réduction,  il  suffit 
donc  de  déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  fibre  moyenne  en 
prenant  dès  axes  provisoires  aussi  simples  que  possible,  l'axe  de 
symétrie  et  la  corde  de  l'arc  par  exemple. 

Nous  supposerons  désormais,  pour  simplifier,  qu'il  s'agit  d'un 
arc  symétrique. 

Coefficients  des  inconnues.  —  Dans  les  équations,  soit  com- 
plètes, soit  simplifiées,  les  coefficients  des  inconnues  ne  dépendent 
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que  des  formes  de  Tare  et  nullement  des  causes  qui  agissent  sur 
lui.  Ils  peuvent  être  déterminés  une  fois  pour  toutes. 

Le  coefficient  de  Q  se  déterminera  comme  il  a  été  dit  plus  haut 
|)our  les  arcs  articulés,  à  cette  différence  près  que  les  ordonnées  tj 
sont  rapportées  cette  fois  à  un  axe  Ox  passant  par  le  centre  de 
gravité  de  la  iibre  moyenne  et  seront  négatives  pour  certaines 
régions  de  Tare,  positives  pour  d'autres.  Dans  le  cas  d'un  arc 
symétrique,  le  polygone  funiculaire  qui  aura  servi  à  la  détermi- 
nation  du   centre   de  gravité  déterminera  sur  la  corde  de  Tare 

Téchelle  intégrale  des  éléments    .,,   i  tj'  étant  Tordonnée  rapportée 

à   la   corde   et   ne   différant    de  T|   que  par   une    constante  c.    Il 

détermine  d'ailleurs  sur  Ox  l'échelle  intégrale  des  éléments  -^jtj-» 

Ox  étant  la  droite  parallèle  à  la  corde  pour  laquelle  on  a  /  -—-  =  o , 

c'est-à-dire  la  droite  passant  par  le  point  de  rencontre  des  côtés 
extrêmes  du  polygone  funiculaire  tracé.  Au   lieu   de   tracer  un 

second  polygone  funiculaire  avec  les  éléments -^rrr  *  qui  ne  sont 
pas  tous  de  même  signe,  il  pourra  être  plus  avantageux  de  tracer  le 
•polygone  funiculaire  de  forces  fictives  „  :=  .,. Ce  poly- 
gone déterminera  en  effet  sur  Ox  Téchelle  intégrale  des  éléments 
-= —  —  «t  le  segment  compris  entre  ses  cotes  extrêmes  sera 
l'intégrale 

J  El  -J      El     "^V     El        J      El    ' 

on  voit  donc  qu'on  aura  dans  ce  cas  à  exécuter  exactement  les 
mêmes  tracés  que  pour  un  arc  articulé,  la  seule  différence  consis- 
tant à  relever,  non  plus  sur  la  corde  de  l'arc,  mais  sur  sa  parallèh* 
menée  par  le  centre  de  gravité,  le  segment  compris  entre  les  côtés 
extrêmes  du  second  polygone  funiculaire,  construit  sur  le  réseau 
des  parallèles  à  la  corde,  passant  par  les  milieux  des  éléments 
d'arcs  da. 

En  ce  qui  concerne  le  coefficient  de   B,    on   voit  qu'il  est  le 

moment  d'inertie  des  masses  fictives  ^^  pris  par  rapport  à  Oj'. 

On  l'obtiendra  donc  par  des  procédés  analogues,  en  traçant  succès- 
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si  veinent  sur  le  réseau  des  droites  (Ç),  parallèles  à  Oy^  deux  poly- 
gones funlculaîres  :  le  premier  correspondanl  aux  éléments  -rri^ 
avec  une  distance  polaire  unité,  et  le  second  correspondant  aux 
éléments  ~t-i  dont  l'échelle  intégrale  est  fournie  par  le  polygone 

précédent  sur  O^.  Nous  retrouverons  plus  loin  ces  deux  poly- 
gones funiculaires. 

Enfin,  le  coeflicient  de  A  est  simplement  la  somme  des  masses 

fictives  p^-»  Lorsque  Ton  a  calculé  ces  masses  fictives,  leur  somme 

<»st  immédiatement  connue  par  Téchelle  intégrale  construite  pour 
Iracer  les  premiers  polygones  funiculaires  sur  les  réseaux  des 
droites  (Ç)  ou(rj). 

Lignes  (Vin/Iuenre  de  A,  B  e/  Q.  —  Aux  coefficients  prés, 
<lont  nous  venons  de  parler,  les  inconnues  A,  B,  Q  sont  propor- 
tit>nnelles  aux  seconds  membres  des  équations  simplifiées.  Ces 
seconds  membres  sont  des  intégrales  dans  lesquelles  figure  la 
fonction  jjl,  qui,  dans  le  cas  d'une  charge  unique  est  ia  fonction 
particulière  bien  connue.  Les  lignes  d'influence  des  trois  incon- 
nues s'obtiendront  méthodiquement  au  moyen  de  trois  polygone^ 
funiculaires  tracés  sur  le  réseau  des  verticales  passant  par  les 
milieux  des  éléments  d^arc  dv, 

La  ligne  d'influence  de  A,  ou  plus  exactement  celle  de  l'intégrale 

/  ^-FTp»  sera  le  polygone  funiculaire  des  forces  fictives  -^  >  avec 

dislance  polaire  unité. 

La  ligne  d'influence  de  B,  ou  plus  exactement  c<»lle  de  l'intégrale 

/  ^  TT'  ^^^^  '^  polygone  funiculaire  coiTcspondant  aux  forces 

fictives  Vq-,  dont  l'échelle  intégrale  a  déjà  été  tracée  sur  Oy  pour 

déterminer  le  coefficient  de  B. 

Enfin  la  ligne  d'inllueiice  de  Q,    ou  plus   exactement  celle   de 

/*       rit 
rintégrale   /•jL~~,sera   le   polygone   funiculaire    correspondant 

aux  forces  fictives  -.,.-,  dont  l'échelle  inté<çrale  a  déià  élé  tracée 

sur  Ox  par  le  premier  polygone  funiculaire  employé  à  la  détermi- 
nation du  coefficient  de  (). 
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Lorsque  l'arc  a  ses  appuis  de  niveau  et  est  d'ailleurs  symétrique, 
ce  qui  est  le  cas  usuel,  les  deux  premiers  de  ces  polygones  funi- 
culaires sont  confondus  avec  ceux  qu'on  a  supposés  tracés  pour 
déterminer  le  coefficient  de  B,  le  réseau  des  verticales  étant  dans 
ce  cas  confondu  avec  le  réseau  des  droites  (Ç)  perpendiculaires  à 
la  corde  de  l'arc.  Le  nombre  total  des  polygones  funiculaires  à 
construire  se  réduit  à  cinq,  savoir  :  deux  sur  le  réseau  des  droites 
('/\)  [ou  (V)]>  pour  déterminer  le  centre  de  gravité  delà  fibre 
moyenne  et  le  coefficient  de  Q,  deux  sur  le  réseau  des  droites  (Ç) 
pour  déterminer  le  coefficient  de  B  et  donnant  par  surcroît  les 
lignes  d'influence  de  A  et  de  B  et  enfin  un  cinquième,  construit 

sur  le  réseau  des  droites  ($)  avec  les  forces  fictives  r,  -=j ,  pour 

avoir  la  ligne  d'influence  de  Q.  Bien  entendu,  il  faut  encore  cal- 
culer à  part  le  second  terme,  ou  terme  corrçq^if  du  coefficient 
deQ. 

L'allure  générale  des  lignes  d'influence  est  facile  à  reconnaître  à 
vue,  d'après  la  forme  des  échelles  intégrafes  des  éléments 

Sans  entrer  dans  [de  longs  développements  à  ce  sujet,  nous  indi- 

Fig.  io6. 


querons  simplement  que  la  ligne  d'influence  de  A  a  une  allure  para- 
bolique (Ji^^-  io6,  n®  1)  ci-dessus.  Celle  de  B  est  une  courbe  en  S 
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{/iff'  106,  11**  2)  a^^anl  une  zone  positive  et  une  zone  négative.  Sa 
tangente  d'inflexion  correspond  au  point  sur  Oy,  pour  lequel  on 
a  $  =  o.  Celle  de  Q  a  une  forme  en  chapeau  de  gendarme,  ses 
tangentes  d'inflexion  correspondant  aux  points  situés  sur  Taxe  Oxy 
où  Ton  a  r,  ==  o. 

Autres  lignes  d'influence.  —  Courbe  des  intersections  et  courbes 
enveloppes  des  réactions  d'appui.  —  Une  fois  en  possession  des 
lignes  d'influence  des  réactions  complémentaires  d'appui,  on 
pourra  les  utiliser  pour  obtenir  les  valeurs  de  A,  B,  Q  corres- 
pondant à  un  système  de  charges  quelconques  et  pour  en  déduire 
la  courbe  des  pressions  relatives  à  ce  système  de  charges. 
•  La  réaction  de  l'appui  de  gauche  Go  a  pour  composante  horizontale 

Q  et  pour  compo&ante  verticale  ^  4-  B.  Son  moment  par  rapporta  Go 

estMo  =  A4-Bj:o  —  Qyo-  Le  point  où  elle  rencontre  la  verti- 

M 

ticale  (Go)  a  pour  ordgnnée  ^» 

Gomme  nous  l'avons  expliqué  précédemment,  il  sera  avantageux 
de  tracer  les  courbes  des  pressions  pour  un  certain  nombre  de 
positions  attribuées  à  une  charge  mobile  unité.  On  parviendra  ainsi 
à  la  détermination  par  points  de  toutes  les  lignes  d'influence  que 
l'on  a  intérêt  à  envisager,  notamment  celles  des  fatigues  dans  les 
fibres  extrêmes  des  sections  étudiées.  Les  courbes  de  pression 
sont  naturellement  toujours  composées  de  deux  portions  de 
droites  se  coupant  sur  la  verticale  de  la  charge. 

Pour  résumer  et  conserveries  résultats,  et  aussi  pour  faciliter  les 
interpolations  ultérieures,  on  pourra,  comme  dans  le  cas  des  arcs 
articulés,  tracer  à  l'aide  des  résultats  obtenus  la  courbe  lieu  des 
points  où  la  verticale  de  la  charge  mobile  est  rencontrée  par  les 
droites  constituant  la  courbe  des  pressions.  C'est  la  courbe  dite 
des  intersections.  On  pourra  aussi,  dans  le  même  ordre  d'idées, 
tracer  les  courbes  enveloppes  des  droites  qui  constituent  les 
courbes  de  pressions,  droites  qui  ne  sont  autres  d'ailleurs 
que  les  lignes  d'action  des  réactions  totales  d'appui.  Ces  courbes 
valables,  l'une  pour  les  réactions  de  gauche,  l'autre  pour  les 
réactions  de  droite,  s'appellent  lignes  enveloppes  des  réactions 
d'appui.  Quand  on  a  tracé  ces  trois  courbes,  à  l'aide  d'un  certain 
nombre  de  courbes  de  pressions,  elles  fournissent  facilement  tous 
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les  résultats  intermédiaires  désirables.  Pour  une  position  intermé- 
diaire de  la  charge,  on  obtient  la  courbe  des  pressions,  ou  les 
lignes  d'action  des  réactions  totales  des  appuis,  en  prenant  sur  la 
verticale  de  la  charge  le  point  de  la  courbe  des  intersections  et  en . 
menant  par  ce  point  des  tangentes  aux  deux  courbes  enveloppes. 
La  valeur  des  réactions  d'appui  s'en  déduit  ensuite  facilement  au 
moyen  d'un  parallélogramme  des  forces. 

Mais  ces  constructions  font  un  peu  double  emploi  avec  celles 
des  lignes  d'influence  de  A,  B  et  Q,  qui  a  elles  seules  sont 
suffisantes. 

Effet  de  la  température.  —  Supposons,  pour  préciser,  qu'il 
s'agisse  d'une  élévation  de  température  provoquant  dans  le 
métal  un  allongement  t  par  unité  de  longueur.  Les  équations  de 
déformation  n**'  (2)  et  (3)  devront  être  complétées  par  l'addition 
des  termes  T(yi  — yo)  et  'z{x^  —  Xo)  respectivement. 

D'autre  part,  en  appelant  A,  B,  Q  les  composantes  de  la  réac- 
tion d'appui,  on  doit  faire 

M=A-^BiF  — Q^, 

N  =  Q-T-  -hB-f^, 
cLs  as 

et  l'on  parvient  évidemment  au  système  d'équations  suivant  sous 
la  forme  simplifiée  : 

La  première  équation  fournit  toujours  A  =  o,  ce  qui  signifie  que 
la  réaction  d'appui  correspondante  passe  toujours  par  le  centre 
de  gravité  de  la  fibre  moyenne  de  Carc^  pris  comme  origine  des 
coordonnées. 

Dans  le  cas  d'un  arc  symétrique  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  milieu  de  sa  corde,  et  plus  généralement 
toutes  les  fois  que  la  corde  est  parallèle  à  une  direction  principale 
de  l'ellipse  centrale  d'inertie  dé  la  fibre  moyenne,  on  a  d'autre 


303 


OHAPimB  XII. 


part  jK|  — ^^  =  o,  de  sorte  qu'on  a  B  =  o.  Quand  B  n'est  pas  nul, 
il  est  très  petit  et  négligeable  la  plupart  du  temps. 

Il  reste  donc  à  déterminer  la  poussée  Q,  par  une  équation  toute 
semblable  de  forme  à  celle  rencontrée  pour  les  arcs  articulés.  1^ 
ligne  d'action  de  la  poussée  est  confondue  avec  Ojr,  paratièie  à  la 
corde  de  l'arc  passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  fibre  moyenne, 
au  lieu  d'être  confondue  avec  cette  corde  comme  dans  le  cas  des 
arcs  articulés. 


Effet  d'un  rapprochement  ou  d'une  dénivellation  des  appuia*  -* 

On  opérera  de  même,  à  la  seule  condition  de  remplacer  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (  2)  et  (3 )  les  termes  en  x,  par  les 
variations  données  de  v^  —  (^4 ,  ou  de  ££«  -  -  i^i . 

I®  Cas  particulier  d^ujn  arc  emcastré  a  fibre  moyenne  circu- 
laire, A' APPUIS  DE  niveau  ET  A  SECTION    CONSTANTE.  —    LcS    CbIcuIs 

à  faire  sont  plus  longs  que  ceux  relatifs  à  Tare  articulé  aux  nais- 
sances, car  il  y  a  trois  inconnues  A,  B,  Q  à  déterminer,  mais  Ils 
restent  de  même  nature  que  ceux  exécutés  par  Bresse. 

Déterminons  d'abord  l'ordonnée  c  du  centre  de  gravité  de  la 
fibre  moyenne,  rapportée  à  la  corde  de  l'arc.  Ce  centre  de  gravité 

Fig.  107. 


est,  bien  entendu,  sur  l'axe  de  symétrie.  On  a 


0  I  dtr  =  I  T^d(J  =  p^  1  (cosa  —  cos^)dx  =  2p*(siii(p  —  9  oos«p), 
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d'où 


— I-cosçJ. 


Quand  ©  est  petit,  la  valeur  de  c  tend  vers  la  limite  c  =  x/.  En 
effet  en  développant  son  expression  par  rapport  à  ©,  on  trouve 
c  =:=  p  -^  ,  tandis  que  Ton  a 

f=i  p  sine  lang  -  =  i^%in^-^  =r  p  i-. 

Si  l'on  veut  déterminer  le  point  E  où  Taxe  Ox  rencontre  Tare, 
et  qui  est  défini  par  Tangle  ç'  =  OCE,  on  trouve  la  relation 

/         /  ^         Tsin©  *1 

c  =  p(C0»Ç  —  COSÇ)  aa  p  I  L  — COS«  |, 

d'où  Ton  déduit 

ces  O   =i= i-  • 

Pour  «p  très  petit,   on  a  approximativement  cp'  =  -j=-.  On   a   évi- 

▼  5 

demment  71  =  0  (cosa  —  cos©'). 

a.  Ca5  d^une  charge  isolée  P  agissant  suivant  la  verticalr 
d'abscisse  u=  ma=  o  sin  9  : 

Calcul  de  A.  —  Le  coeflicient  de  A  est  fdv  1=  20©. 
Le  second  membre  est 


/                        sin<p  —  sinO    f   ,  .  •      n   * 

a  rfff  = — p* *—. /     (sin© -4- sina)«a 
2Sin®       J   ^'       ^ 


,  sin©  -i-sinO    r^ ,  .  , 

—  p*  . I      (sinco — sina  )  aa. 

Il  a  pour  valeur 

—  ^^[^  sinç  + coso  —  ÔsinO  —  cosOJ. 
On  a  donc 

A  = : —  r©  sin  CD  -+-  ces©  —  t)  sin6  —  cosOl. 

A  s'annule    pour  A  =  ±1  ©  et  prend  des  valeurs   égales   pour    % 

et  — e. 

Si  Ton  développe  la  parenthèse  en  fonctionde  sin  ©  et  de  sinB, 
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et  si  Ton  met  en  évidence  le  rapport  m  =  -: — >  on  trouve  facile- 
ment,  pour  les  premiers  termes, 


.   -     (I  — m*)         .   .     (i  — /II*)         .   ,     ii  —  m^) 
sin*  9 -h  sin*  9 h  sin»  9  — -h 


. . ., 


on  peut  donc  écrire 


\  a(i  —  m*)  sin®  r  .  .     (i-hm*)        .   ,     (iH-m*H-m*)  1 


ou  encore 


-           a(i  — m«) 
A  = -■ ao, 


^0  étant  uno  fonction  de  tp  et  de  m  qui  est  égale  à  Tunité  pour 
^  z=  o  et  qui  est  lentement  variable  avec  ces  deux  quantités.   Le 

Tableau  ci-dessous  la  définit  en  fonction  de  ~  =  tang-î-  et  de  m.  On 


a  ^  1 

voit  que  tant  que  -  reste  inférieur  à  o,4o,  ce  qui  est  le  cas  ordi- 

naire.pour  les  arcs  de  ponts,  on   ne  commettrait  qu'une  erreur 
insignifiante  en  remplaçant  «o  par  l'unité. 

Calcul  de  B.  —  Le  coefficient  de  B  est 

/  J*€3f?r  =  p*[9  —  sin^costp]. 

Le  second  membre  de  Téquation  qui  fournit  B  est 

/*  j               »sino  —  sinO    C   r  -  •      x    •        / 

aP  rf<T  = — p* !— : /     (sin9  +  sina)sina  €/a 
2sin(p       J_^^       ^ 

,  sin9  +  5inO    r^ ,  .  •  •        . 

—  ps L_- I      (sin©  —  sina)sina  aa. 

En  effectuant  le  calcul  et  après  réduction,  on  trouve 

pS 
— ^ — [sin 8(9  4-  sin9cos9)  —  sinçp(6  -h  sin6cos0)]. 

On  a  donc  facilement 


B  = 


— : ; : r  rsin6(9-+-  sîn©  C0S9)  —  sin«(0  -4-sin6  cos6)l 

a8incp(9  —  8109005^)*^         VT  4         T/  .V  /j 
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B  s'annule  pour  6  =  dz  y  et  pour  9  =  o.  11  prend  des  valeurs  égales 
et  de  signe  contraire  pour  6  et  —  0. 

Si  Ton  développe  la  parenthèse  en  fonction  de  sin©  et  sinÔ,  on 
trouve,  pour  les  premiers  termes, 

sinô  sin'cp  —  sincp  sin'O        sin(p  sin'^«  —  sin(p  sin^^O 

ce  qu\>n  peut  écrire,  en  mettant  m(  i  —  m^)  en  facteur, 

.   .     m(i  — m*)  r         3    .  ,    ,  ,.  , 

—  8in*o — i — r I  I—  ^sin*<p(i-f-  m*)  -h.  . .]. 

D'autre  part,  le  dénominateur,  développé  par  rapport  à  sino,  a 
pour  premiers  termes 


j8in*«p  (  i-f- 


(,^_gsin«9) 


de  sorte  que  Ton  peut  mettre  B  sous  la  forme 

4 

bo  étant  une  fonction  de  o  et  de   m  qui  est  égale  à  l'unité  pour 

©  =  o  et  qui  est  lentement  variable  avec  ces  quantités.  Un  Tableau 

f 
ci-dessous  les  définit  en  fonction  de  -  et  de  m.  On  voit  que  pour 

-  <;  o,4o,  on  commettrait  une  erreur  peu  considérable  en  rempla- 
çant bo  par  l'unité. 

Calcul  de  Q,  —  En  appelant  respectivement  D  et  rf,  les  deux 
termes  de  la  parenthèse  coefficient  de  Q,  et  c  le  second  membre 
de  l'équation,  on  a 

D  =  p'[<p(i  ■+■  2  coscp  cosç')  —  sin^(cosç  -+-  2  costp' j], 
é/=  /•*p(&  -4-  sino  cosçp), 

-,         ,  fsin»©  —  sin*6  ;,       û       û    •    n  •       xl 

C  =  p'  I : h  CCS 9  (ces 6  -f-  0  sinft  —  cos^  —  cp  sino)    . 

En  faisant  o'  =  cp,  on  retombe  sur  les  formules  correspondantes 

relati\es  aux  arcs  articulés. 

C 
On  peut  dévelop[>er  la  partie  principale  de  la  poussée,  ->  en 

PlGEAVD  20 


^ 
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fonction  de  sin©  et  de  m  =  —. — •  On  trouve  d'abord 

*  smtp 

sino  sin*o         17.1 


cp  6  36o 

C         .   ,     Fi  — m»        i-mn 
_==,.„.ç|^__ __J 

.   .    r  17   .  ,.        I  — m*        i  —  m«"| 

^1^720^  ^  144  80     J 

=  sin*»  ^^ ; — ^  H-  sin«  9  -^ —^ -h . . . 

Il  en  résulte  que  pour  o  petit,  on  a  approximativement 

7^(1  — m«)*=  -7  —  (I  — m*)>. 


D        sin®  48^  '       /Sa 

Si  l'on  pose  d'une  manière  générale 

G       a 

^0  ^^'1*^  une  fonction  de  o  et  de  m,  qui  variera  assez  lentement 
«vec   y,   ou   avec  ->  et  qui   variera   avec   m    à   peu   près  comme 


Un  tableau  ci-après  en  fournit  quelques  valeurs. 

Cette   partie  principale  de  la  poussée  est  à  multiplier  par  le 

coefficient  correctif 7  =  — -■ — r— >et  il   est  facile  de  voir  que 

pour  0  =  0  on  a  pour  valeur  limite  de  e  le  nombre  y-,  et  pour 
<5  =  -  la  valeur  e  =  -4 — r  =  5,  270. 


b.   Cas  d^une  charge  p  uniformément  répartie  sur  la  corde 
de  Varc.  —  Dans  ce  cas  on  a  B  =  o. 

Calcul  de  X.   —  Le  coefficient  de  A  est  toujours  2pcp.  Pour 
calculer  le  second  membre  il  faut  faire  [JL  =  ^^(sin^©  —  sin*«), 


—  I         fji  aa  = -7- jD ^—  /        (sin*©  —  sm'x)  «a  = /?  —   ç  cos,i<p i- 1 


POUTRES  COURBES  OU   ARCS..  3o7 

(le  sorte  qu'on  trouve 

L'expression  de  A  est  donc 

.        pp*  r  sin'içl  P^'     r  sinao"! 

A=s-f-    COS9.9 2.     =   ,    .   .        cos2g> '\* 

4L  a?    J        4sin»«  L         '  '^f    J 

Si  on  la  met  sous  la  forme 

Ao  est  une  fonction  de  o,  dont  la  limite  pour  0  =  0  est  égale  à  -j  et 
qui  pour  ©  =  -  est  égale  à  |.  Nous  en  donnons  ci-dessous  quelques 

f  o 

\aleurs  en  fonction  de  Targumenf^rrr  tang-;^- 

Calcul  de  Q.   r—  Les  fonctions  D  et  d  demeurent  les  mêmes 
que  précédemment,  il  suffît  de  calculer  la  fonction  C  =  j ^r^dv. 


On  trouvera  facilement 

9 


0=-^-^    /         (sin*<p  —  sin?a)(cosa  —  C')S9')rfa 

=  ■^-^—    -sin'o  -+-  sin'5  (  C0S2O ^  )    • 

•2    L^  •  \         *  2?    /J 

On  peut  mettre  par  suite  l'expression  de  Q  sous  la  forme 

pa-       Qo 


Q  = 


2/  r«    ' 


«  étant  la  fonction  de  '^  déjà  calculée  et  C^)©  étant  une  nouvelle 
fonction  de  o,  dont  n(ms  donnons  ci-dessous  quelques  valeurs  en 

fonction  de  rargument  —  =  tang  2. 

mm 

Pour  ©  =  o,  on  trouve  Qo  =  i  et  pour  0  =  7  on  trouve  i ,  1 202 
directement. 

c.   Cas  d^ une  élévation  de  température  produisant  un  allon- 
gement ,T  par  unité  de  longueur,  —  En  se  reportant  aux  for- 


t 

t* 
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mules  générales,  on  volt  que  Ton  a 

A  =  B  =  o 
et 

La  fonction  de  o  et  de  p  représentée  par  -^  a,  pour  <p  =  o,  la 
môme  limite  qu^-^n»  c'est-à-dire  r^-  Si  on  lui  attribue  une  expres- 
sion de  la  forme  y;  >  on  pourra  écrire 

Q  =  EIt   .,  ^    ,   > 

et  l'on  voit  facilement  que 

,  asîno 

o -+- sincpcosç 

Une  série  de  valeurs  de  k  est  donnée  dans  un  des  Tableaux  ci- 
dessous. 

N"  1.  —  Tableau  des  valeurs  db  Gq  et  Aq. 

\  aleurs  Valeurs  de  a,  pour 

<*«  —  *  /w  =  0.       m  =  0/>.     m  =  0,4.     m  =  0,6,  m  =  0,8.  V 

o 1,000  1,000  1,000  1,000  1,000  0,3333 

0,20....  ...  0,9868  0,9878  0,9889  0,9913  0,9951  o,33o| 

o,4o 0,9488  o,95o5  0,9558  0,9650  0,9797.  0,3193 

0,60 0,8897  0,89-27  0,9020  0,9193  0,9481  o,3ox2 

0,80... 0,8144  0,8181  0,8299  0,8527  0,8947  0,2790 

1,00 0,7267  o,73o4  0,7422  0,7653  0,8097  o,25oo 


N"  2.  —  Tableau  des  valeurs  de  Ôq. 

Valeurs  de  b^  pour 


f 
Valeurs  de  —  • 


a  m  =  0,2.  m  =  0,4.  m  =  0,6.  m  =  0,8. 

o.. 1,000  1,000  1,000  1,000 

0,20 0,9740  0,9802  0,9829  0,9887 

0,40 0,9119  0,9210  0,9372  0,9622 

0,60 0,8120  0,8273  o,856i  0,9017 

0,80 o,6883  0,7064  0,7420  o,8io3 

i,on o,55i5  0,5677  0,6002  0,6660 


Valeurs  de 
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N*  3.  —  Table \u  des  valburs^de  q^,  Qo  e  et  k. 


,  Valeurs  de  q.  pour 

/ — .«^ ,         Valeurs 

€.  k.             m  =  0,0.    m  =  0,2.    m  =  0,4.     m  —  0,6.  .tin  =  0,8.  de  Qo- 

11,^5  11,25          o,4688      0,4320      o,33o7       0,1920      0,0607  1,000 


a 


o,Ao....  10, 56  10,84  0,4680  0,4322  o,3325  0,1970  0,0620  i,oo3 

0,40 9,19  10, o5  0,4667  0.4325  o,3385  0,2040  o,o683  1,0-22 

0,60....  7,56  8,92  0,4645  0,4340  0,3467  0,2177  0,0786  1,048 

0,80 6,22  7,77  0,4619  0,4346  0,3555  0,2345  0,0943  1,081 

1,00....  5,28  6,72  0,4591  0,4349  o,3638  0,2524  o,ii5i  1,120 

2**  Cas  particulier  d'un  arc  encastré  a  fibre  moyenwe  circu- 

laire,  a  appuis  de  niveau  et  a  section  réduite  constante.  dûils 

les  arcs  encastrés  la  section,  ou  tout  au  moins  le  moment  d'inertie, 
a  presque  toujours  une  plus  grande  [valeur  aux  naissances  qu'à  la 
clef.   On  se  rapproche  de  la  réalité,   ainsi  que  Ta  fait   observer 

Maurice  Lévy,  en  faisant  Thypothèse  -^  =  J  =  const.  plutôt  que 

rhypothèse  I  =  const.  On  peut  supposer  en  même  temps 

S  -7-  =  const.  =  --• 
dd  r* 

Dans  ces  conditions  certaines  des  formules  se  simplifient,  car  on 
peut  dans  toutes  les  intégrales  remplacer  do-  par  d^. 

En  premier  lieu,  pour  déterminer  l'ordonnée  c  du  centre  de 
gravité  de  la  fibre  moyenne  rapportée  à  la  corde  de  l'arc,  on  a  cette 
fois  la  condition 

cl  ii{  =  /  ïj  rf;  =  p'  /  (cosa  —  coso)cosac  da.  =  p*(çp  — sinp  coscp), 

d'où 

c  =  — -. —  (cp  —  sino  coscp)  =  -  I  -X cos©  ). 

2  sinç^  ^         *^       2  \s1n9  '/ 

•  _ 

Si  l'on  veut  déterminer  le  point  E  où  l'horizontale  du  centre  de 
gravité  rencontre  l'arc, -ou  bien  l'angle  o'  tel  que 

c  =  p(cos(p' —  cosçp), 


on  trouve 


d'où 


0  /    <p  \ 

p(C0S9  —  €OS<p)  =  -  (  -T^ cos©  I, 

^^       ^  ^^       2\sin<p  */ 


2  COS  9'  =  -T^ h  cos 

*        5inç 
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Pour   tp   très    peut,    on    a   encore    approximativement  c  =  ^f 

Datis  le  système  d'axes  passant  par  le  centre  de  gravité,  on  « 

encore 

Tfj  =  p(cosa  —  cosç'). 

a.    Cas  d^une  charge  isolée  P  =  i  agissant  suivant  la  verti- 
cale d'abscisse  u  =  ma  =  p  sin6  : 

Calcul  de  A.   -  -  Le  coefficient  de  A  est  j  d^  =  2a. 

Le  second  membre  de  Téquation  donnant  A  est  —  /  [xd?  et  Ton 
|)rendra  [jl  sons  la  forme  suivante  : 

?x  =  (rt_l_Çj        entr€        {  =  —  a  et  Ç  =      u, 


a  -+-  u 


'i  = 


On  trouve  alors  facilement 


(a  —  5)         entre         5=      Met$=-ha. 


et  par  suite 


A  =  — -(i-m»). 

C'est  la  même  formule  que  précédemment  à  cela  près  que  a^ 
devient  constant  et  égal  à  Tunité. 

Calcul  de  B.  —  Le  coefficient  de  B  est 

Le  second  membre  de  Féquation  donnant  B  est 


'la   J 


f/(a*—  m' 


6 

M 

On  en  déduit 


B=  — 


ia»  4 


4 


C'est  encore  le  mém<;  résultat  que  précédemment,  la  fonction  6, 
devenant  constante  et  égale  à  Tunilé. 
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Calcul  de  Q.  —  En  appelant  encore  D  et  «i  respectivement  les 
deux  termes  de  la  parenthèse  coefficient  de  Q,  et  C  le  second 
membre  de  Téquation  correspondante,  on  trouve 

-j  =  I  (cosa  —  cos<p')«  cosa  doL 

l         sin<o\ 
—  2Sin«i  I ^ — I  —acoscp  (y  -+- sin<p  cosç) -+-  2cos*«p'sino 

^  =ycos»arfa  =  asinon—  ^^)- 
On  trouve  ensuite  (  *  ) 


G  sintp  —  sinO   C    .  . 

p»  ^       — Tlm^ — j     (""?^-s»n«)(cos«-coso')cosarfa 

sinon-  sinO   C^ ,  . 
"" o  ai»  ^ —  /     (»»"?  — 9«n«)  (cosa  — cos©')  cosa  rfa. 


(')  Voici,  à  titre  d'exemple  pour  les  calculs  de  ce  geare,  comment  on  peu| 
opérer. 

Désignons  par  U  et  V  respectivement  les  intégrales  suivantes  : 

U=ysin»(cosflt-cos?')cosarfx=  sin?  ^*  +  ÎÎ^Li^  -  cos?' sinaV 
V=  AinaCcosa  — co8(|>)cosarfa  =  cos<p'?25!f  -  £2!l?. 

La  fonction  U  est  impaire  et  Ton  a 

U(-?)=-U(?). 
La  fonction  V  est  paire  et  Ton  a 

V(-ip)  =  V( 
Cela  posé  on  a 

C  sino  —  sin6,,,,-^       ,,,     .       ,.    ^ 

7«=  àsiny       HJ('')  +  t-'(9)  +  V(e)-V(y)] 

sin®  -(-  sinO 

H ^ [U(«p>  — u(e)  — v(o)-hV(e)i 

2Sin9  «-^<  ^/  \T/'         \/l 

=  U(?)-U(ô)^-4-V(6)-V(?). 

sin  CD 
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On  trouve,  après  quelques  réductions  faciles, 

C       sin©. 

-  =  _L.(ç_Hsin9Cosçp) 

sin6^        .    ^        ^,       cos'®  —  cos>8  ,sin*©  —  sin*8 

(6  H- sino  cosO)H '—-= — coso  ^ • 

En  mettant,  comme  précédemment,  l'expression  de  Q  sous  la 
forme 

Q  =  79. -r» 

I  -+-  —  E 

on  constaterait,  en  développant  les  expressions  précédentes  en 
séries  ordonnées  par  rapport  à  sin  ©  et  sin  6,  que  pour  la  limite 
©  =  o  on  a 

e  =  -T-  =  II  ,25. 
'\ 

La  Table  ci-après  donne  une  série  de  valeurs  de  ces  fonctions. 
Pour  ©  =  -  on  trouve  directement  e  =  i3, 382. 

6.   Cas  d^une  charge  p  uniformément  répartie  sur  la  corde 
de  rare.  —  Dans  ce  cas  on  a  B  =  o. 

Calcul  de  A.  —  Le  second  membre  de  l'équation  donnant  A 
est 

On  trouve  donc 

Calcul  de  Q,  —  On  trouve 

C  =  ^-^  I         (sin*^  —  sin* a)  (cosa  —  coso')  cosa  doL 

sin'9(o  -h  sinç  cos^)  —  -y  -\ '— —  -cosç  sin^o 

•.|  o  y*  '    J  "'^  * 

En  tenant  compte  de  la  \aleur  de  cos  ce'  on  peut  simplifier  un 
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jxui  cette  expression  et  lui  donner  la  forme 

_        «p^rsin'o,                          .        sinaocosao       ©1 
^|— ^(?-4-sinocos<p)H 5L ^  — IJ- 

En  conséquence,  l'expression  de  la  poussée  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 


i    ' 


D  d       ^  if  r 

e  étant  la  fonction  de  »  déjà  calculée,  et  Qo  étant  une  nouvelle 

f 
fonction  de  ç,  ou  de  -•  On  peut  s'assurer  facilement  que  pour  la 

limite  ©  =  o  on  a  Qo=  i   et  que  pour  cp  =  -  on  a  Qo  =  i,3i43. 
La  Table  ci-après  en  donne  quelques  valeurs. 

c.   Cas  d'une  élévation  de  température  produisant  un  allon- 
gement T  par  unité  de  longueur,  —  On  a 

A  =  B  =  o 
et 


I  H 6 

.       /' 

La  fonction  -=:-  a  la  même  limite  pour  ©  =  o  que  ~-=- =  -:-. 

D  r  â  n       ,.10        ^t 

k 
On  peut  lui  attribuer  une  expression  de  la  forme  -^y  de  sorte  que 

Ton  ait 

Q  =  EIi:-ï~^— -. 

On  reconnaît  d'ailleurs  que  Ton  a 


A-  = 


/         sin*©\ 


Les   valeurs   de   k   et    de   e   sont  données  par   le   Tableau   ci 
après  : 
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Tablbau  pour  le  calcul  des  poussées  des  arcs  encastrés,  circulaires 

et  à  section  réduite  constante. 


\ 

râleurs 

de 

Valeurs  de  q^  pour 

riuns 
de 

q: 

a 

C 

K 

m=0,0 

«1=0,1 

m=0,2 

m=0,3 

m=0,4 

r/i=0,5 

m=0,6 

m=0,7 

m=0,8 

m-0,9 

(».oo 

I  1  ,  iJ 

I  I  ,  35 

0,4687 

0,459} 

0,4330 

0,3882 

0,3307 

0 , 3637 

0,1930 

0,I323 

0,0607 

0,0169 

1 ,  000 

(I.IO 

9 

» 

0,4690 

0,4596 

0,4333 

0,3886 

0,33 13 

0,3641 

0,1933 

0,I335 

0,0610 

0,0169 

1 ,001 

o,i5 

|) 

» 

0/169} 

o,}6oi 

o,}3!9 

0,3891 

o,33i7 

o,36}6 

0,1938 

0 , 1 338 

o,o6i3 

0,0170 

1 ,00» 

o,>o 

10, Si 

11,37 

0,4701 

0,4608 

0,4336 

0,3899 

0,33 16 

0 , 3655 

0,1935 

0,1333 

0,0616 

0,0170 

i.oo} 

o,».') 

» 

> 

0,4713 

0,4631 

0,4348 

0,3911 

0,3339 

0,2667 

0,1946 

0,1241 

0,0631 

0,0173 

1 ,008 

o ,  3o 

1 

» 

0,4726 

0,463} 

o,}363 

0,3936 

0,3335 

0,2681 

0,1958 

0, I25l 

0,0637 

0,0175 

1,013 

0,35 

B 

» 

0,474} 

o,4653 

0,4380 

0,3944 

0,3374 

0,3700 

o.»974 

0,1263 

o,o635 

0,0178 

I  ,OiS 
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POUTRES  COURBES  OU  ARCS.  Si  5 

3"    Cas   PARTICULIER    d'un  .arc   encastré    a   fibre   moyenne   PARA- 
BOLIQUE ET  A  SECTION    RÉDUITE  CONSTANTE.   -^    LeS    dcuX  COnStailteS 

A  et  B,  données  par  des  formules  où  n'entre  pas  l'ordonnée  y  de 
la  fibre  moyenne,  ont  les  valeurs  simples  écrites  plus  haut  pour 
les  arcs  circulaires  à  section  réduite  constante. 

En  ce  qui  concerne  la  poussée,  l'équation  de  la  fibre  moyenne 
rapportée  à  sa  corde  et  à  son  arc  de  symétrie  étant 


-/(-S) 


on  trouve  facilement  que  l'ordonnée  c  du  centre  de  gravité  est 

de  sorte  que  l'équation  rapportée  à  ce  centre  de  gravité  est 
On  trouve  alors 

dis    —ro     = -sarc  tane -^^ 
f  '  f  « 

r«  D         4    a/ 

On  trouve  ensuite  que  dans  le  cas  d'une  charge  isolée  P  =  i , 
agissant  suivant  la  verticale  d'abscisse  u  =  ma,  le  second  membre  C 
de  l'équation  relative  à  la  poussée  est 

La  valeur  principale  de  la  poussée  est 

C        a  a  \5 

5  =  7^^=7  Sï^'-'^)- 

Autrement  dit  qo  ne  dépend  pas  du  surbaissement,  et  a  la  valeur 
limite  trouvée  pour  les  arcs  circulaires. 

Dans  le  cas  d'une  charge  uniformément  répartie,  la  partie  prin- 
cipale de  la  poussée  est^-^. 
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Dans  le  cas  d'un  allongement  t  dû  à. la  température,  on  a 

A*  1  -55 

Q  =  EIt  -Ti 7         avec         k  =  -— > 

/'  /•*  4 

quel  que  soit  le  surbaissement. 

Arcs  semi-encastrés.  —  On  appelle  ainsi  des  arcs  qui,  au  moment 
de  leur  décintrement,  sont  posés  sur  des  cales  ayant  des  dimensions 
très  faibles  en  projection  sur  le  plan  moyen  et  assimilables  à  des 
rotules  ou  à  des  articulations.  Ensuite,  soit  avant,  soit  après  la 
construction  des  tympans  et  du  reste  de  la  superstructure,  on 
complète  le  calage  de  manière  à  obtenir  des  arcs  encastrés.  Il  est 
bien  évident  que  dans  ce  cas  toutes  les  charges  qui  sont  appelées 
à  intervenir  avant  que  le  calage  soit  complet  produisent  les  mêmes 
effets  que  si  l'on  avait  affaire  à  un  arc  articulé  aux  naissances.  On 
aura  donc  à  faire  des  déterminations  distinctes  pour  ces  charges-là 
et  pour  les  charges  agissant  ultérieurement.  Pour  les  premières  on 
emploiera  les  formules  et  méthodes  des  arcs  articulés  ;  pour  les 
autres  seulement  on  emploiera  les  formules  et  méthodes  des  arcs 
encastrés. 

Cette  façon  d'opérer  procure  certains  avantages,  que  M.  Résal 
notamment  à  mis  en  évidence.  On  peut  ainsi  réduire  très  souvent, 
d'une  manière  appréciable,  les  fatigues  maxima  dans  les  sec- 
tions les  plus  fatiguées  et  économiser  ainsi  une  certaine  quantité 
de  matière. 

On  va  même  quelquefois  plus  loin,  et  au  lieu  de  placef  les 
calages  primitifs,  ou  articulations  provisoires,  au  centre  de  gravilé 
(les  sections  extrêmes  de  l'arc,  on  recherche  la  position  optima  à 
donner  à  ces  calages,  pour  obtenir  le  maximum  d'économie.  Les 
constructeurs  des  grandes  voûtes  en  maçonnerie  ou  en  béton  de 
ciment  arrivent  ainsi  à  modifier  dans  un  sens  favorable  leurs 
conditions  de  résistance,  en  obligeant  la  courbe  des  pressions, 
relative  à  une  fraction  plus  ou  moins  importante  de  la  charge 
totale,  à  passer  aux  naissances  en  des  points  déterminés.  Il  faut 
alors,  dans  ces  cas,  modifier  légèrement  le  calcul  de  la  poussée. 

Si  la  ligne  des  calages,  ou  articulations  provisoires,  se  trouve 
par  exemple  à  une  distance  d  en  dessous  de  la  ligne  des  centres 
de  gravité  des  sections  extrêmes,  il  est  bien  évident  que  l'expression 
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générale  du  moment  fléchissant  dans  l'arc  articulé  deviendra 


3i7 


au  lieu  de 


En  conséquence,  dans  la  formule   fournissant  la   poussée,  le 
coefficient  de  Q  devra  s'écrire 


/ 


VA 


J  Es\d^) 


d<r. 


Nous  nous  bornons  à  cette  indication. 


Remarque  sur  le  cas  particulier  d'un  arc  soumis  à  une  force 
unique  parallèle  à  la  corde.  —  Une  force  appliquée  à  l'arc  parallè- 
lement à  sa  corde  peut  d'une  infinité  de  manières  être  remplacée 
par  deux  forces  de  directions  arbitraires  faisait  avec  la  corde  un 
angle  fini,  aussi  voisin  que  l'on  veut  d'un  angle  droit.  Par  ce 
procédé  indirect,  on  rentre  donc  dans  le  cas  habituel. 

Mais  on  peut  trouver  avantage  à  ne  pas  dédoubler  ainsi  le 
problème. 

Pour  obtenir  une  solution  directe,  il  suffit  d'envisager  vn  système 


Fig.  io8. 
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d'appuis  statiques  un  peu  différent  de  celui  que  nous  avons 
constamment  envisagé. 

Supposons  la  force  P  appliquée  au  point  A  de  l'arc,  de  coordon- 
nées (ap).  Les  réactions  provisoires  des  appuis  G^  et  G^  ne 
peuvent  plus  satisfaire  aux  conditions  d'être  toutes  les  deux 
parallèles  à  P  et  de  passer  par  (}„  et  G|  respectivement.  Mais  on 
obtient  un  autre  système  simple  d'appuis  statiques,  en  supposant 
que  Go  ne  peut  développer  qu'une  réaction  Rq  perpendiculaire  à 
la  corde,  G|  développant  une  réaction  oblique,  dont  la  compo- 
sante parallèle  à  la  corde  est  P. 

Il  est  facile  de  calculer  Rq.  En  prenant  les  moments  par  rapport 
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à  G,  on  obtient 

Ko-— — • 

On  a  d'ailleurs  pour  [x  les  expressions  suivantes  : 

Pour      o<Ç<a,        |i  =  Ro5, 

Pour      a<5</,         jx=R,ç_P(^-p). 

On  en  déduira  comme  toujours 

de  sorte  que  toutes  les  intégrales  contenant  M  conserveront  la 
même  forme,  |x  ayant  simplement  une  valeur  différente. 

Pour  un  arc  articulé  on  aurait  encore  A  =  B  =  o. 

Quant  aux  intégrales  dépendant  de  N,  on  en  calculera  les  valeurs 
approchées  en  supposant  qoe  de  Go  à  A  on  a,  approximativement, 
]N  =  C,  et  que  deA  àG,  onaN  =  C+P. 

1^  dr^  ne  cessera  pas  d'être  en  général  négligeable, 

du  moins  pour.les  arcs  suffisamment  surbaissés. 

/v 
1^  dl  elle  comprendra,  outre  le  terme  habi- 

■r^y  le  terme  complémentaire  P  /     t~,  qui  s'ajoutera  aux 

termes  dépendant  de  a. 

Nous  nous  bornons  à  ces  indications,  le  problème  dont  il  s'agit 
n'étant  pas  usuel  et  ne  se  présentant  guère  qu'à  titre  accessoire 
(arcs  principaux  supportant  la  retombée  d'arcs  secondaires). 
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I.  —  Arcs  a  triple  articulation. 


Les  arcs  à  triple  articulation  sont  en  réalité  composés  de  deux 
poutres  courbes  Go  G'  et  G|G'  articulées  Tune  en  G©,  l'autre 
en  G<,  et  s'appuyant  Fune  contre  l'autre  au  point  G',  où  elles  sont 

Fig.  109. 


réunies  par  une  troisième  articulation  permettant  k  l'une  d'elles 
de  prendre  un  déplacement  angulaire  fini  par  rapport  à  l'autre. 
Cette  articulation  équivaut  à  l'introduction  d'une  section  dont  le 
moment  d'inertie  serait  nul. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  sur  la  force  extérieure  et  sur  ses  compo- 
santes à  propos  des  poutres  prismatiques  est  par  suite  applicable 
à  un  pareil  système.  Seulement,  quand  il  s'agira  de  la  déformation, 
il  faudra  prendre  en  compte  le  déplacement  angulaire  relatif  des 
deux  parties  de  la  poutre. 

Sous  cette  seule  réserve  la  théorie  générale  des  arcs  demeure 
applicable,  et  elle  devient  même  particulièrement  simple,  les  réac- 
tions d'appui  étant  toujours  déterminables  par  la  statique  et  étant, 
dans  le  cas  d'une  charge  unique,  des  fonctions  linéaires  de 
f abscisse  de  la  charge.  Les  lignes  d'influence  des  moments 
fléchissants,   effort  normal,  effort  tranchant,  ainsi  que  celles  de  la 
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fatigue  dans  les  diflereutes  sections,  sont  uniquement  composées 
de  lignes  droites. 

Nous  supposons  que  les  articulations  extrêmes  G©  et  Gi  ne  sont 
pas  de  niveau  et  nous  prenons  pour  axes  des  x  la  corde  GqGi,  et 
pour  axe  des^  la  perpendiculaire  ij^y  passant  par  Gq. 

Les  charges  étant  verticales,  la  poutre  reposant  sur  appuis 
simples  sera  néanmoins  rapportée  à  Thorizontale  GoX  et  à  la 
verticale  (Go),  les  réactions  d'appui  étant  dans  cette  hypothèse 
dirigées  suivant  la  verticale. 

Réactions  complémentaires  d'appui.  Poussée.  —  Supposons 
d'abord  un  système  de  charges  quelconque,  et  soit  [x  le  moment 
fléchissant  que  ce  système  de  charge  produirait  dans  la  poutre 
posée  sur  appuis  simples. 

Les  réactions  complémentaires  d'appui  sont  deux  forces  égales 
et  directement  opposées  Q,  dont  la  ligne  d'action  doit  passer  par 
les  deux  points  d'articulation  Gq  et  G|,  puisque  en  ces  points,  le 
moment  fléchissant  total  doit  être  nul,  et  que  d'autre  part  le 
moment  fléchissant  provisoire  [jl  y  est  nul  déjà. 

Dans  ces  conditions,  le  moment  fléchissant  au  point  G  a  pour 
expression  générale 

Au  point  G',  où  nous  supposons  l'articulation  centrale,  nous 
devons  avoir  M  =:  o,  car  les  deux  sections  situées  de  part  et  d'autre 
de  l'articulation  ne  sont  pas  solidaires.  Ou,  si  l'on  veut,  on  peut 
dire  encore  que  la  courbe  des  pressions  doit  passer  par  l'articu- 
lation G'.  Si  Ton  désigne  par  y'  l'ordonnée  de  G',  et  par  (x'  la 
valeur  particulière  prise  en  ce  point  par  la  fonction  jjl,  on  doit 
avoir 

Cette  condition  fournit  immédiatement  pour  la  réaction  Q  la 
valeur 

y 

Ce  résultat  esl  valabli;,  quel  que  soit  le  système  de  charges,  et  il  est 
remarquable  par  sa  simplicité. 

Ligne  d'influence  de  la  poussée.  —  Supposons  maintenant  qu'il 
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s'agisse  d'uac  charge  isolée  P,  agissant  suivant' la  verticale  située  à 
la  distance  a  de  (Go)-  Le  moment  jx',  au  point  G',  dont  la  distance 
à  (Go)  est  représentée  par  X',  a  pour  valeur 


a(/-X-) 


SI 


et 


a'=:P 


SI 


a<X', 


X'<a. 


Il  en  résulte  que  la  ligne  d'influence  de  Q,  qui  est  une  simple 
réduction  de  celle  de  |jl',  est  composée  de  deux  portions  de  ligne 
droite.   Si  Ton  prend  une  ligne   de  référence  quelconque  GoGi 


V'i'^.    MO. 


comprise  entre  les  verticales  (Go)  et  (G|),  Tune  des  droites  passe 
en  Go,  l'autre  en  G|,  et  elles  se  coupent  sur  la  verticale  de  (i',  au 
point  Q  qui  aurait  pour  ordonnée 

pX'(/-X')    I 


Ligne  d'influence  du  moment  fléchissant  au  point  G.   —  On 


a 


M  =  ;ji-Q7=fj^-lx' 


r 


La  ligne  d'influence  de  jjl  est  donc  une  combinaison  linéaire  de 

la  ligne  d'influence  de  [jl,  laquelle  se  compose  de  deux  droites  se 
coupant  au  point  M  sur  la  verticale  de  G,  et  de  la  ligne  d'in- 
fluence de  UL  — ,  »  qui,  comme  celle  de  Q,  se  compose  de  deux  droites 

analogues  se  coupant  en  M'  sur  la  verticale  de  G'. 

C'est,  si  l'on  veut,  la  ligne  brisée  GoMGi  rapportée  à  la  ligne  de 
référence  également  brisée  (joM'(i,.  Rapportée  à  une  horizontale 

PiGKAUD  2  1 


isa 
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telle  que  A^Af,  son  allure  serait  celle  de  la  ligne  brisée  à  trois 
côtés  Aom  i^iAf.  Pour  la  définir,  il  suffit  de  connaître  les  deux 

Kig.  III. 


M' 

Co 

.^^ryy/A,^^^^ 

^x^ 

M 

G' 

G 

• 

m 

Ao 

• 

/ 

*^^,..^^ 

/ 

A           ^ 

^ 

m. 

ordonnées  Km  et  A  m  qu'on  peut  obtenir  directement  en  plaçant 
la  charge  d'abord  en  G',  puis  en  (i. 

Cette  ligne  d'iniluenre  a  une  zone  négative  et  une  zone  positive. 

Ligne  d'influence  de  l'eifort  normal  et  de  Peifort  tranchant.  -  - 
Pour  une  section  (J,  la  force  extérieure  résulte  de  la  composition 
de  la  poussée  Q  et  de  la  force  extérieure  qui  correspond  à  Thypo- 
llièse  (les  appuis  simples.  Cette  dernière  est  du  reste  verticale,  et 

se  confond  avec-r^*  Sa  ligne  d'influence  est   composée  de  deux 

droites  parallèles  passant  par  les  points  d'appui  et  présente  une 
discontinuité  égale  à  l'uni  té  au  droit  de  la  section  (i. 

D'autre  pari,  Q  est  une  force  de  direction  fixe  dont  l'intensité  a 
pour  ligne  d'influence  deux  droites  passant  [)ar  les  ap|)uis  et  se 
coupant  sur  la  verticale  de  l'articulation  centrale.  Les  lignes  d'in- 
fluence de  ses  composantes  horizontal^  et  verticale  jouissent  des 
mêmes  propriétés. 

Il  en  résulte  que  la  c<miposante  horizontale  de  la  force  extérieure 
a  une  ligne  d'influence  de  même  forme  que  celle  de  Q  et  que  sa 
composante  verticale  a  une  ligne  (rinfluence  composée  unique- 
ment de  lignes  droites.  Elle  possède  nécessairement  un  point  de 
brisure  sur  la  verticale  de  l'articulation  centrale  et  une  disconti- 
nuiu>  sur  la  verticale  de  la  section  (i. 
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II  en  résulte  encore  que  les  lignes  d'influence  de  refibrt  normal 
et  de   l'efTort   tranchant  sont  composées   uniquement  de  lignes 


Fig.  112. 
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droites  et  que,  comme  la  ligne  précédente,  elles  partent  de  Gq, 
aboutissent  en  G|,  présentent  un  point  de  brisure  sur  la  verticale 
de  Tarliculation  centrale  et  une  discontinuité  sur  la  verticale  de  la 
section  (i. 

Pour  les  définir,  il  suffit  de  connaître  l'ordonnée  G' m'  et  Tune 
des  ordonnées  GN  ou  G  m. 

Ligne  d'influence  de  la  fatigue  dans  une  section.  —  En  vertu  de 

la  formule 

^       N       MA 

la  fatigue  à  la  flexion  R  est  elle-même  pour  la  fibre  extrême  d'une 
section  G  une  combinaison  linéaire  de  N  et  de  M.  Sa  ligne  d'in- 
fluence sera  donc  encore  une  ligne  brisée  présentant  une  disconti- 
nuité sur  la  verticale  de  la  section. 

11  en  est  de  même  de  la  fatigue  à  reflTort  tranchant  qui  est  pro- 
portionnelle à  ce  dernier. 

Déterminations  graphiques.  —  Les  formules  précédemment 
données  permettraient  de  calculer  les  ordonnées  des  lignes  d'in- 
fluence si  on  le  désirait.  Mais  on  peut  avec  avantage  recourir  à  des 
procédés  graphiques  très  simples. 

En  réalité  tout  revient  à  déterminer  les  points  des  lignes  d'in- 
fluence situés  d'une  part  sur  une  verticale  fixe,  celle  de  Tarlicu- 
latiou  centrale,  et  d'autre  part  sur  la  verticale  de  la  section  consi- 
dérée. 

Pour  les  premiers,  on  les  aura  tous  à  la  fois  en  étudiant  l'efl'et 
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produit  dans  la  poutre  par  une  charge  unité  1^  placée  au  droit  de 
Tarticulation  centrale.  Quant  aux  autres,  on  les  obtiendra  en 
étudiant  pour  chaque  section  l'effet  produit  dans  cette  section  par 
une  charge  placée  à  son  aplomb. 

Soit  une  charge  P  agissant  suivant  la  verticale  (a)  que,  pour 
fixer  les  idées,  nous  supposerons  ù  droite  de  l'articulation  G'.  La 
courbe  des  pressions  est  composée  de  deux  droites,  valables  l'une 
à  gauche,  Tautre  à  droite  de  la  verticale  (a).  La  droite  de  gauche, 
ligne  d'action  de  Rq,   doil   passer  par  les  deux  points  Go  et  G',  où 


Kig.  Il 3. 


les  moments  fléchissants  sont  nuls.  La  seconde  droite  doil  passer 
par  le  point  A  déterminé  par  la  première  sur  la  verticale  (a)  et 


passer  par  le  point  G|  où  le  moment  lléchissaiiL  est  nul.  Le  poly- 
gone des  forces  se  réduit  à  la  seule  force  ab  =  P,  et  les  valeurs  des 
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réactions  Rq  et  R|  s'obtiendront  en  menant  par  a  et  6  respective- 
ment des  parallèles  aiù  et  bio  à  AGq  et  AGi. 

l^ar  cette  simple  construction,  on  a  donc  le  moyen  de  trouver  la 
force  extérieure  dans  une  section  quelconque  G.  Si  G  est  à  gauche 

de  la  verticale  (a),  la  force  extérieure  est  Ro  =  wa  ;  si  G  est  à 

droite,  la  force  extérieure  est  Ro  —  P  =  ^ —  R,  =  wfr.  Si  G  est  sur 

la  verticale  (a),   on  aura  à  prendre  en  considération  o>a  pour  le 

point  infiniment  voisin  à  sa  gauche  et  lob  pour  le  point  infiniment 
voisin  à  sa  droite, xe  qui  fournira  une  discontinuité  dans  certaines 
des  lignes  d'influence. 

On  déduira  de  là  M,  N,  T  par  les  procédés  déjà  indiqués,  et  Ton 
calculera  immédiatement  la  fatigue  à  la  flexion  ou  à  l'effort  tran- 
chant dans  la  section  G,  comme  dans  le  cas  général. 

II.  —  Poutres  a  béquilles. 

On  a  donné  ce  nom  à  Tensemble  de  trois  poutres  droites,  Tune 
horizontale  Aq  A,  et  les  deux  autres  A(,Go  et  A»  G|  lui  servant  de 

Fig.   iij. 


piles  et  reliées  avec  elles  en  A©  et  A|  au  moyen  d'assemblages 
rigides,  tels  que  les  angles  mutuels  soient  conservés.  Les  points 
Go  et  G|  sont  généralement  des  articulations. 

Un  pareil  système  peut  être  assimilé  à  un  arc.  Il  n'en  diffère 
essentiellement  qu'en  ce  que  la  fibre  moyenne  présente  des  points 
anguleux,  et  en  ce  qu'une  portion  de  l'arc,  la  poutre  AqAi,  est 
seule  susceptible  d'être  surchargée.  On  peut  aussi  le  regarder 
comme  un  cas  limite  des  poutres  continues. 

Si  nous  appelons  toujours  ui  le  moment  qui  se  produirait,  dans 
rhypolhèse  d'appuis  statiques,   en  un  point  quelconque  G  de  la 
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poiilre  horizontale  ou  des  béquilles,  on  aura  toujours 

en  prenant  Toriginc  des  coordonnées  sur  la  corde  (io^'i?  1*^  réaction 
complémentaire  d'appui  devant  agir  suivant  la  ligne  des  arlicu- 
lati(ms  (j^Ci,. 

INégligeons    les   termes    correctifs    dus  à    TelVort    normal;     la 
poussée  Q  sera  donnée  par  Téq nation 


les  interjections  s'étendant  de  (io  à  (i^ 

Supposons  I  constant  dans  les  poutres  horizontales  et  soit  pi  le 
moment  d'inertie  dans  les  deux  iK'quilles. 

Le  coefficient  de  Q  deviendra 


en  posant  K  ==r  ^* 

a.  Supposons  maintenant  que  la  charge  se  réduise  à  une  charge 
is<dée  P  agissant  à  l'abscisse  //.  =  ma.  On  aura  évi<lemment  [Ji  =:=  o 
dans  les  béquilles,  et  l'intégrale  du  second  membre  ne  portera  que 
sur  la  poutre  droite  horizontale.  On  trouvera  facilement 

Par  siiiU! 

^     «7 — TT* 

^+-k 

b.  Supposons  ensuite  une  charge  uniformément  répartie.  1-e 
second  membre  devient 

I    pl\f 
M     lit   ' 
et  Ton  a  pour  la  [)oussée 

pi*         I 


Q  = 
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La  poussée  est  notablement  moindre  que  dans  un  arc  circulaire 
(ou  parabolique  )  de  même  portée  et  de  même  flèche.  Le  coefticienl 
de  réduction  est  sensiblement 


9. 


3  9.  , 

d'autant  plus  petit  que  K  =  ~  est  plus  grand  • 

Si  les  béquilles  ont  une  .faible  rigidité  (p  petit),  ou  sont  très 
hautes     ("^  étant  grand  ),  la  poussée  pourra  devenir   1res  faible. 

Si  elles  sont  courtes  et  rigides,  K  devenant  très  petit,  la  poussée 
ne  peut  dépasser  les  ^  de  celle  qui  serait  produite  dans  un  arc  cir- 
culaire (ou  parabolique). 

c.  Examinons  enfin  reflet  produit  dans  le  système  par  un  Couple 
de  moment  M©  appliqué  au  point  Go  et  par  un  couple  de  moment  M| 
appliqué  en  G|,  dans  Thypothèse  où  les  points  Go  et  G|  sont 
astreints  à  conserver  leur  niveau  et  leur  écartement. 

On  posera 

tout  le  long  de  la  fibre  moyenne,  la  quantité  [jl  étant  nulle  puisqu'il 
\\\  a  pas  de  charges.  Il  s^igit  de  déterminer  les  inconnues  B  et  Q. 
La  première  se  déterminera  par  la  condition  slatiqiie,  obtenue 
en  appliquant  la  formule  au  point  G|  où  j^  =  o, 

M,  =  Mo-4-B/, 
d'où 

M|  -  Mo 


B=_^, 


de  sorte  que  M  peut  sV*crire 


M=Mo^4-M,y-Q^. 


Tout  le  long  de  la  première  béquille,  on  aura  M  =  M»  —  Q^;  tout 
le  long  de  la  seconde,  on  aura  M  =  M|  —  Q^.  Enfin,  tout  le  long  de 
la  poutre  horizontale,  on  aura  la  formule  corapléle,  mais  avec  y  =^. 
En  introduisant  cette  valeur  dans  l'équation  générale 


/ 


M 
El 


T^  d<s  =3  o, 
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applicable  aux  arcs  articulés  quand  on  néglige  refforl  normal,  on 
aura  une  équation  déterminant  la  poussée  cherchée. 

Cela  permettra  ensuite  d'obtenir  la  valeur  du  moment  fléchis- 
sant en  tout  point  du  système. 

in.  —  Poutres  droites  ou  courbes  rkumks  a  leurs  abouts 

t*AR   DKS  ASSEMBLAGES    RIGIDES. 

Soient  les  deux  poutres  GoCJGi  et  GoG'Gi,  de  même  portée. 
Nous   les   supposons    réunies   en  G©  cl  (j|   par   des   assemblages 

Fig.  ii6. 


rigides,,  tels,  que  leurs  .fibres  nioyemies  en  Go  et-Gc  conservent  leurs 
angles  mutuels,  quelles  que  soient  les  déformations  subies  par  les 
deux  poutres. 

Bien  entendu,  les  déplacements  relatifs  de  G^  et  G|  dans  les 
deux  poutres  sont  les  mêmes.  ;. 

Supposons  que  la  poutre  G  soit  seule  surchargée,  et  soit  jjl  le 
moment  fléchi.ssant  qui  s'y  produirait  si  elle  reposait  sur  appuis 
statiques.  En  un  point  quelconque  G,  on  aura  pour  le  moment 
fléchissant  réel  M  une  expression  de  la  forme 

M  =  (1  -+-  A  -^  n  x  —  Q^. 

Au  point  correspondant  G',  sur  la  verticale  de  G  on  aura  d<» 

même  pour  le  moment  fléchissant  réel  M'  une  expression  de  la 

forme 

M'=A'4-B'j-  — Qy. 

Or,  si  Ton  suppose  que  pour  l'ensemble  du  système  les  a|»pui.s 

Go  et  G|  sont  des  appuis  simples,  les  réactions  complémentaires 

pour  chacune  des  poutres  sont  égales  et  directement  opposé<*s  aux 

réactions  complémentaires  afl^érentes  à  l'autre  poutre.  Cela  donne 

les  conditions 

A'  =  -A,        B'  =  — B,        Q'  =  -Q, 
et,  par  suite, 

-M'=  A-+-  Bx-qy. 
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D'autre  part,  si  Ton  suppose  négligeables  les  lermes  dépendant 
de  Teffort  normal  N,  les  équations  générales  de  déformation 
donnent 

M,  —  Uo  -+-  CD,^,  —  wo^o  =       /     kT  ^^  =       /   TT"       • 

On  en  déduit  trois  équations  de  condition  permettant  de  déter- 
miner les  inconnues  A,  B  et  Q,  en  remplaçant  dans  les  seconds  et 
troisièmes  membres  de  ces  égalités  M  et  M'  par  leurs  valeurs  res- 
pectives. 

La  première  de  ces  équations,  mise  sous  forme  explicite,  est 


ci  les  deux  autres  équations  sont  analogues.  Elles  sont  de  même 
forme  que  celles  rencontrées  dans  la  théorie  des  arcs  encastrés. 
Bien  entendu,  si  I  et  V  sont  constants,  et  si  les  deux  poutres  ont 
des  fibres  moyennes  symétriques  par  rapport  à  la  verticale  de  leurs 
milieux,  on  aura  diverses  simplifications.  Il  suffît  notamment  de 
prendre  l'axe  de  symétrie  comme  axe  des  y  pour  que  les  intégrales 
suivantes  soient  nulles  : 


J    E\    "J      El'    ""J      El     -J 


5V'/^'^,. 


Si,  en  oulre,  on  s'arrange  pour  que 

J  -ËrV-ËT^"' 

ce  qui  revient  à  prendre  pour  origine  des  coordonnées  le  centre 
de  gravité  de  tout  le  système^  les  inconnues  seront  séparées  et 
seront  données  chacune  par  une  équation  distincte. 

Celte  étude  trouve  une  application  dans  ce  que  Ton  appelle  les 
arcs  à  tirants^  et  dans  Texamen  des  conditions  de  résistance  des 
pièces    de    pont,    lorscjue    celles-ci    font    partie    intégrante    d'un 
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cadre  rigide  constilué  par  des  montants  verticaux  et  une  entretoise 
de  conlrevenlemeiit. 

IV.  —  Anes  ET  POUxnEs  solidarisks  par  les  montants  viîrticaux. 

Nous  supposons  celle  fois  deux  poutres  de  même  portée,  dont 
Tune  GoG(j|  reçoit  les  charges,  et  est  reliée  avec  la  seconde 
poutre  GjjG'G'i  au  moyen  de  montants   verticaux.    Ceux-ci  sont 

Fig.  117. 


supposés  articulés  à  leurs  deux  bouts  et  incapables  d'introduire 
autre  chose  cpie  des  réactions  verticales.  Ils  sont  supposés  indé- 
formables, et  enfin  ils  sont  supposés  suffisamment  rapprochés 
pour  que  Ton  puisse  admettre  que  deux  points  G  et  G',  se  corres- 
pondant sur  la  même  verticale,  ont  mêmes  déplacements  verticaux. 

Appelons  :  M  le  moment  fléchissant  réel  au  point  G  de  la  pre- 
mière poutre;  jjl  le  momenl  fléchissant  qui  s'y  produirait  sous 
l'action  des  surcharges  dans  l'hypothèse  d'appuis  statiques;  v  le 
moment  fléchissant  qui  s'y  produirait,  dans  la  même  hypothèse 
d'ap|)uis  statiques,  sous  Tacticm  des  réactions  verticales  produites 
par  les  uiontants  G,  G'. 

On  aura  au  point  G 

Pour  la  deuxième  poutre,  les  réactions  verticales  dues  aux 
montants  sont  égales  et  de  signe  (contraire  à  celles  qui  s'exercent 
sur  la  première  poutre.  On  aura  donc  pour  M',  moment  fléchissant 
réel  au  point  G',  l'expression 

M'  =  -  V  -h  A'^  B'.r-  Qy. 
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On  en  décliiil 

M  -f-  M'  =  ji  -4-  (  A  -h  A'  )  ^  (  R  -+-  ir  )  :r  -  Q j.  —  Qy . 

D'autre  part,  puisque  les  déplacenienls  verticaux  v  en  deux 
points  correspondants  G,  G'  sont  représentés  par  deux  fonctions 
identiques,  il  doit  en  être  de  même  de  leurs  dérivées  secondes.  Or, 
pour  la  première  poutre,  on  a 

c/x^  ~  KJ  ' 

J  étant  le  moment  d'inertie  réduit.  Pour  la  seconde,  on  a  de  même 

fl*v  _  W 

On  en  déduit,  pour  tout  ^oupe  de  points  correspondants, 

M  _  M'  _  M  -f-  M' 
J   ""   J'  ""    J  -+-  J'  ' 

de  sorte  que  Ton  peut  exprimer  les  moments  M  et  M'  en  fonction 
de  jjL  et  de  quatre  constantes  seulement  (A  +  A),  (B-|-B'),  Q 
etQ'. 

Ceci    posé,  on  écrira  les  équations   jçénérales   de    déformation 

applicables  aux  deux  poutres  entières;  on  y  remplacera  d'abord  -j- 

et  -p  par  leur  expressum  en  ionclion  de     .   ,  p-'   l  uis,  dans  les 

équations  de  conditions  distinctes  qui  en  résulteront,  et  qui  seront 
au  nombre  de  quatre  seulement  dans  le  cas  le  plus  général,  on 
remplacera  M  -f-  M'  par  son  expression  générale  en  fonction  de  jjl, 
de  A  -h  A',  B  -\-  B',  Q  et  Q',  et  l'on  parviendra  ainsi  à  la  détermi- 
nation de  toutes  les  inconnues  figurant  dans  les  expressions  de 
M,  M'  et  M  +  M'. 

11  est  surtout  intéressant  d'examiner  les  cas  particuliers  sui- 
vants : 

I®  Arc  articulé  aux  naissances  associé  à  un  longeron  recîi- 
ligne ^  posé  sur  appuis  simples,  —  Dans  ce  cas,  on  a 

A  =  A'=  B  =  B'=o. 

On  a  aussi  Q'=  o,  de  sorte  qu'il  ne  reste  comme  inconnue  (jue  la 
poussée  Q  de  l'arc. 
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Les  appuis  étant  supposés  invariables,  la  froisième  équation  de 
déformation  appliquée  à  Tare  entier  donne 

M  _  M '  _  M-4-M^ 

j  ■"  r  ""  j  -r-  r  ' 


or,  on  a 


et  d'autre  part 


de   sorte  que  l'équation  devient,  en  prenant   N  ^=  Q,  à  titre  de 
valeur  approeliée, 

./  i:(j  +  r)     V  E(j-hi')      V  KS  "■  -, 

Elle  est  identique  à  celle  que  Ton  obtiendrait  pour  calculer  la 
poussée  d^ un  arc  fictif  articulé  aux  naissances  de  même  fibre 
moyenne  que  Varc  proposé  et  ayant  en  char/ue  point  un 
moment  d'inertie  réduit  J  +  l',  et  enfin  soumis  aux  charges 
directement  appliqués  à  V ouvrage. 

2**  Arc  encastré  aux  naissances  associé  à  un  longeron  rer- 
filigne  encastré.  —  On  a  cette  fois  les  irois  équations  distinctes 

j  m    ^^=y  ET    ^^==7  ^{JTT]    '''  =  '*^ 

D^aulre  part,  on  a  cette  fois 

M  4-  M'  =  ^  H-  (  A  -^  A'  )  -r-  (B  -h  ir  )x  -  iiy. 

11  <îst  évident  qu'en  substituant  dans  les  trois  é(|uahous  précé- 
dentes cette  valeur  à  M  +  M',  on  obtiendra  pour  déterminer 
(A-f-A)  (B-^-B')  et  Q  identiquement  les  mêmes  équations  qui 
s'appliqueraient  à  la  détermination  des  trois  constantes  d*ùn 
arc  fictifs  encastré  aux  naissances,  ayant  même  fibre  moyenne 
que  Varc  proposé  et  ayant  en  chaque  point  un  moment  dUnertie 
réduit  i-\-\\  et  enfin  soumis  aux  charges  directement  appli- 
quées à  r  ouvrage. 
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Les  trois  quantités  (A  + A'),  (B  +  B')  et  Q  étant  déterminées, 
le  problème  est  résolu  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut. 

V.  —  Poutres  a  semeu.es  indépendantes. 


Nous     examinerons     enfin     une     catégorie     assez     répandue 
d'ouvrages  composés   de   deux  poutres   ou    membrures    courbes 


l'ig.  11  s. 


réunies  à  leurs  abouts  par  des  articulations  et  solidarisées  par  des 
montants  verticaux  ou  tiges  de  susppnsion  destinées  à  leur  trans- 
mettre les  charges  portées  par  un  tablier.  C'est  le  type  connu  sous 
le  nom  générique  de  bow-string, 

La  théorie  précédente  est  encore  applicable,  sous  réserve  bien 
entendu  que  les  montants  verticaux  soient  suffisamment  rap- 
prochés. 

Ici,  on  n'a  pas  u^  —  Wo=  o;  mais  on  a  U\  —  </o=  "i  —  «i?  '^^ 
abouts  des  deux  poutres  étant  solidaires. 

D'autre  part,  on  a  pour  les  poussées  Q  et  Q'  des  deux  poutres 
des  valeurs  égales  et  de  signe  contraire  Q'=: —  (^. 

Quant  à  A  A',  BB',  ils  sont  nuls. 

Dans  ces  conditions,  Pexpresslon  de  M  +  M'  est 

T/équation  qui  exprime  Tégalilé 


«I—  /to=  "i—  «c 


peut  S'écrire 


/       KJ  J    li8    ^     J 


lij' 


•/ 


ou  encore 
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OU  enfin,  en  remplaçant  N  et  N'  par  Q  et  ( —  Q)  et  M  -f-  M'  par  sa 
valeur, 

Cette  équation  est  identique  à  celle  qu'on  obtiendrait  pour 
calculer  là  poussée  d'un  arc  fictif  articule  aux  naissances  dont 
la  fibre  moyenne  aurait  en  chaque  point  C ordonnée  y  —  r', 
dont  le  moment  d^ inertie  réduit  serait  J  +  J',  dont  la  section 

aurait  pour  valeur  S"  donnée  par  réquation  07=^  +  ^7»  et 

qui  enfin  serait  soumis  aux  charges  directement  appliquées  à 
V  ouvrage. 

Bien  entendu,  y  seiii  généralement  de  signe  contraire  ky^  de 
sorte  que  la  différence  y — y  sera  en  réalité  la  somme  des 
ordonnées  des  deux  courhes,  c*esWè-dire  en  tout  cas  la  distance 
verticale  qui  les  sépare  et  qu'on  peu%  appeler  la  hauteur  du 
bow-string. 


CHAPITRE  XIV. 

QUELQUES  RÈGLES  SPÉCIALES  DE  CALCUL. 


1.  —  Flexion  dbs  pikcks  a  foete  coDRBUft£. 

Quand  nous  avons  donné  la  définition  des  pièces  j)rismatiques^ 
nous  avons  fait  celle  reslriclion  (jue  le  rayon  de  courbure  de  l'axe 
longitudinal  devait  être  grand  comparativement  aux  dimensions 
transversales  de  la  pièce,  mais  nous  ne  l'avons  alors  justifiée  que 
par  cette  considération  que  les  plans  de  deux  sections  normales 
successives  devaient  se  couper  suivant  une  droite  extérieure  à  la 
poutre,  afin  qu'on  puisse  considérer  la  poutre  entière  comme 
formée  de  la  réunion  de  tous  l(*s  prismes  élémentaires,  el  cela 
impliquait  seulement  que  le  rayon  de  courhure  fût  plus  grand  que 
la  plus  grande  dimension  de  la  pièce. 

En  étudiant  la  déformation  d'un  prisme  élémentaire,  nous  avons 
été  amené,  pour  établir  ou  pour  justifier  les  formules  simples 
usuelles. 


ou 


? 

/        M    . 
-9  =ÊÎ^^ 

1 

1         M 

p 

o'  ~  Kl' 

1 

à  supposer  plus  explicitement  que  le  rayon  de  courbure  était  rela- 
tivement grand. 

A  vrai  dire,  cela  n'a  aucunement  influé  sur  riiypothèse  d'après 
laquelle  s'est  édifiée  toute  la  théorie  des  efTorts  dus  à  la  flexion,  et 
qui  consiste  à  supposer  que  les  actions  normales  s'exerçant  dans 
uiie  section  transversale  s^>nt  proportionnelles  en  chaque  point  à 
la  dislance  de  ce  jK)int  à  un  certain  axe  neutre.  Mais  cette  hypo- 
thèse elle-même,  comme  d'ailleurs  toute  autre  hypothèse  de  même 
nature,  part  de  ce  principe  que  la  loi  de  répartition  des  efll'orts 
normaux  ne  dépend  pas  de  la  courbure  de  la  pièce  au  voisinage  de 
la  section  considérée  et  demeure  la  même  que  si  la  pièce  y  était 
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localemenl  remplacée  par  un  élément  droit.  Ce  principe  peut  être 
exact  quand  la  courbure  est  faible  et  même  quand  la  courbun^ 
varie  dans  de  largues  limites,  mais  il  nV  a  aucune  raison  de  le 
considérer  comme  un  principe  nécessaire.  11  est  assez  vraisem- 
blable, au  contraire,  que  la  courbure  de  la  pièce  joue  un  rôle  plus 
ou  moins  important  et  que,  pour  des  courbures  très  fortes,  la  loi 
de  répartition  linéaire,  comme  tout  autre  d'ailleurs  qui  ne  tien- 
drait pas  compte  de  la  courbure,  peut  cesser  d'être  suffisante. 

Il  est  difficile!  de  s'en  remettre  à  l'expérience  du  soin  de  décider 
à  partir  de  quel  moment  une  hypothèse  quelconque  cesse  d'êtiv 
exacte.  Il  est  impossible,  en  eflet,  de  saisir  expérimentalement, 
avec  une  précision  suffisante,  la  loi  de  répartition  des  efforts  molé- 
culaires dans  l'intérieur  du  solide.  On  en  est  réduit  à  l'étude  de 
conséquences  plus  ou  moins  indirectes,  sur  l'interprétation 
desquelles  il  faut  souvent  faire  des  réserves. 

Ainsi,  quand  on  s'est  adressé  à  des  expériences  de  rupture  de 
pièces  à  forte  courbure,  telles  que  des  ruptures  de  crochets 
d'attelage,  on  n'a  pas  toujours  trouvé  des  résultats  expérimentaux 
concordant  avec  certaines  déductions  tirées  des  formules  de  la 
Résistance  des  Matériaux.  Mais  ces  discordances  ne  prouvent  rien, 
attendu  qu'à  la  base  de  la  Résistance  des  Matériaux,  comme  à  la 
base  de  la  théorie  de  l'Elasticité  elle-même,  on  suppose  a /^Wo/'e 
que  l'on  ne  s'occupe  que  de  phénomènes  élastiques.  Une  fois  la 
limite  d'élasticité  dépassée,  et  à  plus  forte  raison  lorsque  l'on 
atteint  la  limite  de  rupture  du  métal,  on  ne  peut  plus  tirer  valable- 
ment aucune  déduction  de  formules  qui  toutes  supposent  l'élasticité 
parfaite  de  la  matière. 

Toutefois  certains  faits  d'expérience,  assez  mal  expliqués 
encore,  s'accommodent  mal  de  l'hypothèse  de  la  répartition  linéaire 
des  efforts  dans  une  section  transversale. 

On  sait  que,  quand  une  pièce  de  métal  présente  un  coude 
brusque,  elle  se  brise  sous  des  efforts  qui  parfois  sont  très  faibles 
et  qui,  d'après  les  formules  ordinaires,  ne  devraient  amener  qu'une 
fatigue  locale  inférieure  à  la  limite  d'élasticité.  Ce  phénomène  est 
surtout  frappant  quand  la  pièce  présente  un  angle  rentrant  à 
arêtes  vives.  Si,  pour  une  cause  quelconque,  une  fissure  impercep- 
tible s'est  produite  le  long  de  cette  arèle  vive,  elle  se  propage  dans 
toute  la  pièce  sous  l'inlluencc  d'efforts  tout  à  fait  minimes.  On  est 
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donc  conduit  pratiquement  à  prohiber  les  angles  rentrants  à  arêtes 
vives,  et  même  les  coudes  brusques.  Quand  une  pit»ce  doit  néces- 
sairement présenter  un  coude,  on  raccorde  les  faces  en  regard  par 
un  congé  plus  ou  moins  important. 

Au  point  de  vue  théorique,  il  çst  assez  curieux  ^de  constater  que 
l'explication  !  de  ces  faits  peut  être  trouvée  dans  une  application 
rigoureuse  et  mathématique .  'de  V hypothèse  de  Bernoulli 
cr après  laquelle  les  sections  transversales  doivent  demeurer 
planes. 

Il  n'est  pas  inutile  de  s'arrêter  un  peu,  à  cette  occasion,  sur  cette 
hypothèse,  qui  est  souvent  prise  comme  base  de  la  Résistance  des 
Matériaux,  et  sur  sa  véritable  signification.  - 

Prise  à  la  lettre,  elle  est  évidemment  inexacte,  au  moins  dans  le 
cas  général  de  la  flexion  dite  composée^  c'est-à-dire  lorsque  le 
moment  fléchissant  n'est  pas  constant  et  qu'il  y  a  par  suite  un 

eflort  tranchant  T  = —^ .  Les  sections  transversales  se  déforment 

as 

par  suite  des  glissements  relatifs  des  diflerentes  fibres  d'un  même 
prisme  élémentaire.  On  a  d'ailleurs  pu  observer  expérimentalement 
des  déformations!  du  contour  Ides  sections  intermédiaires  [ainsi  que 
des  déformations  dans  l'étendue  des  sections  extrêmes  de  barreaux 
prismatiques  fléchis.  Quand  nous  étudierons  les  phénomènes  de 
torsion,  nous  verrons  également  que  les  sections  transversales 
doivent  subir  des  déformations. 

Mais  cela  Ine  fait  nullement  obstacle  à  ce  que  l'on  tire  parti  ,de 
r hypothèse  Ue  Bernoulli^  en  ce  qui  concerne  les  effets  propres, 
dus' à  la  flexion,  considérée  comme  si  elle  élait  seule,  et  en  faisant 
abstraction  de  ceux  qui  proviennent  de  l'efl'ort  tranchant  et  éven- 
tuellement de  la  torsion.  Il  y  a  indépendance  de  ces  différents- 
effets,  si  l'on  admet  la  loi  de  Ilooke  généralisée,  et  il  serait  bien 
difficile  de  ne  pas  l'admettre. 

A  un  autre  point  de  vue,  on  peut  observer  que  les  déformations 
qui  ont  été  constatées  pour  des  sections  primitivement  planes 
denieurenl  toujours  petites,  et  assimilables  à  des  infiniment  petits 
j)ar  rapport  aux  dimensions  de  la  section  transversale,  et  cela 
quelle  que  soit  la  longueur  des  barreaux  observés.  Il  est  légitime 
d'en  conclure  que  les  variations  de  ces  déformations  sur  une  lon- 
gueur ds^  assimilable  à  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  sont 

PlOEAUD  3a 
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« 

des  quantités  innniment  pelhes  du  second  ordre,  c'est-à-dire  peu- 
vent être  considérées  comme  négligeables  par  rapport  à  ds  et  par 
rapport  aux  dimensions  transversales  de  la  section.  Dès  lors,  si 
l'on  ne  s'occupe  que  des  déformations  relatives  de  deux  sections 
intiniment  voisines,  c'est-à-dire  si  l'on  su|)pose  ramenés  Hans  un 
pian  'les  dillerents  points  de  Tune  d'elles,!  les  points  de  l'autre 
seront  également  ramenés  dans  un  plan,  en  négligeant  seulement 
des  infiniment  petits  du  second  ordre.  Telle  paraît  être  la  signi- 
fication qu'il  faut  attribuer  au  principe  de  Bernoulii,  sans  s'atta- 
cher [aux  termes  trop  absolus  dans  lesquels  on  Ténonce. 

Lorsque  la  courbure  de  la  pièce  est  faible,  nous  avons  vu  au 
Chapitre  \I  que  Thypothèse  de  la  répartition  linéaire  des  tensions 
dans  la  section  conduit  à  admettre  (tant  pour  rell'ort  normal  que 
•pour  le  moment  fléchissant)  que  le  déplacement  relatif  de  deux 
sections  infiniment  voisines  peut  être  assimilé  à  un  mouvement 
d'ensemble  résultant  de  deux  rotations,  Tune  autour  du  centre  de 
courbure,  l'autre  autour  du  centre  de  gravité.  Dans  ce  cas,  les  deux 
hypothèses  se  trouvent  équivalentes. 

Mais  nous  ne  sommes  parvenus  à  ce  résultat  qu'à  condition  de- 


négliger  le  facteur '-  (  que  nous  avons  supposé  voisin  de  l'unité, 

parce  que  p  était  supposé  grand  par  rapport  à  r.  Pour  trouver  des 
résultats  conforme^  à  l'hypothèse  de  Bernoulii  lorsque î- s'écarte 

de  l'unité,  il  aurait  fallu,  multiplier  par     ^     la  valeur  des  efl'orts. 
Au  lieu  d'une  loi  linéaire  de  la^forme 

4i  étant  la  dislance  de  Taxe  neutre  au  centre  de  gravité,  il' eut  fidlu 
supposer 

n  =  A{e  -h  v)  — - —  • 


I 

Ce  résultat  peut  du  reste  s'établir  directement  comme  consé- 
quence de  l'hypothèse  de  Bernoulii.  Considérons  en  effet  le  prisme 
élémentaire  ABA'B'  projeté  sur  le. plan  moyen.  Soit  OCi  =  p  le 
rayon  de  courbure,  et  soit  A^B',  la  nouvelle  position  relative  prise 
par  AlV  après  déformation,  de  sorte  que  la  fibre  EE'  à  la  dis- 
tance e  de  la  fibre  moyenne  ne  comporte  aucun  allongement  ni 
raccourcissement. 
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Le  raccourcissement  de  la  iihre  M!V^'  à  la  distance  r  de  la  libre 
moyenne  sera 

et  son  raccourcissement  proportionnel  sera 

MM'    ~~         (p'^v)o         ~"     ^p-h. (^' 


en  désijçnant  par  K  un  coefficienl  convenable.  11  en  sera  de  même 

Fig.   119. 


de  la  tension  élémentaire  n  qu'on  lui  suppose  toujours  propor- 
tionnelle. 

La  forme  ainsi  attribuée  a  priori  à  n,  savoir 

n  =  k(e  -h  v) — - — » 


montre  que  Ton  aurait  /i  =•  qo  si  Ton  pouvait  avoir  (^  ==  —  p.  Cela 
pourra  arriver  précisément  pour  une  pièce  présentant  un  ai^gle 
rentrant,  le  point  O  de  la  fifçure  venant  alors  se  confondre  avec  le 
point  A.  En  ce  point,  n  sera  inlini,  quel  que  soit  d'ailleurs  le 
coefficient  K. 
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On  pourrait  recommencer  la  théorie  de  la  flexion  en  partant 
de  cette  nouvelle  expression  de  w.  Les  deux  constantes  K  et  (?, 
ou  bien  K  et  Ke,  se  détermineraient  toujours  par  les  deux  condi- 
tions 

N  =  2  n   dS, 

M  =  ZnvdS. 
Si  Ton  pose 


/=  f-l—dS,         ir=  f-l—çdS,         r=  f 


v^dS, 


ces  deux  conditions  s'écriront  : 


S'A:e-+-H'A-=  N, 
ll'ke-h   I'Â-  =  M. 

Tout  se  passera  comme  si  aux  éléments  dS  de  la  surface  on 

substituait  des   éléments  fictifs   dS'  =  dS  X — - — •  On  a  évidcm- 

ment 

S'<S,       H'<o,       r<i. 

On  retrouverait  des  formules  de  la  forme  habituelle,  à  condition 
de  considérer,  à  la  place  de  la  libre  moyenne,  une  fibre  movenne 
fictive  lieu  des  centres  de  gravité  des  éléments  fictifs  dS\ 

On  peut  d'ailleurs  trouver  pour  Ke  une  expression  qui  ne  fait 
intervenir  que  les  éléments  réels  de  la  section.  En  effet,  si  Ton 
prend  Téquation  des  moments,  non  plus  par  rapport  au  centre  de 
gravité  de  la  section,  mais  par  rapport  au  point  qui  correspond  au 
centre  de  courbure,  on  obtient 

ou,  en  développant, 

M-h  Np  =  y:kp(e  -hv)dS  =  ^«pS, 


d'où 


ke  = -7— !- 


Dans  le  cas  particulier  où  IVlTorl  normal  serait  nul,  celte  for- 
mule se  réduit  à 


M 
Ae  =  —  • 


Dans  ce  même  cas,  la  promit  r.»  équation  de  condition  écrite  plus 
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liant  se  rédiill  de  son  côté  à 

S'e-+-H'=o, 
d'où 

H'  ,         M 

e  =  —  -^         avec         A-  = 


S'  pStf 

Pour  préciser,  supposons  que  la  section  se  réduise  à  un  rectangle 
de  largeur  b  et  de  hauteur  h  et  calculons  S'  et  H'.  On  a  <iS  =  bdv 

et  les  limites  d'intégration  sont  r  =  zb  — • 

On  en  déduit 

H'  h 

«  =  —  -07   =  p  — 


Prenons  un  exemple  numérique  et  supposons  que  p  ait  la  valeur 

assez  faible  p  =  3  A.  Le  calcul  donne  e=  0,029  h  environ.  On  en 

déduit  , 

/  _    M    _  ^^  _    ^* 

^  ^^e"^  6/1» X 0,087  ~  6>^»  X'''^9' 

« 

Au  point  extrême  de  la  section  situé  du  côté  convexe,  on  a 

p  3  6 


V  -^  e  =i  0,529/f         et 


P-^"       3+i 


d'où 

n  =  TTT  X  0,868. 

on*  , 

Au  point  extrême  de  la  section  situé  du  côté  concave,  on  a 

,     1  P  G 

i; -h  e  =  —  0,471/t         et         — ■ —  =  T> 

^  p -h  j'       a 

d'où 

71  =  -T-TT  X  I  î082  (en  valeur  absolue). 

Si  l'on  compare  ces  résultats  à  celui  que  Ton  trouverait  par  la 

fi  -..      .  MA6M  1*1 

ï)rmule  ordinaire   :  /i  =  — =-=:^Tr^,  on  voit  qu  il  y  a  une  petite 
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atténuation  du  côté  convexe  et  une  ajçgravalion  plus  faible  du  côté 
concave. 

Cela  précise  d'une  manière  assez  nette  les  limites  dans  lesquelles 
l'hypotlièse  de  la  répartition  linéaire  des  efforts  et  Thypotlièse  de 
BernouUi,  d'après  laquelle  la  répartition  se  ferait  suivant  la  loi 
hyperbolique 

n-=  k(e-^v) — - — > 

sont  concordantes.  Les  résultats  sont  pratiquement  les  mêmes  dès 
que  le  rayon  de  courbure  est  trois  ou  quatre  fois  plus  grand  que 
la  hauteur  de  la  poutre. 

Lorsque  la  courbure  sera  plus  accentuée,  ce  qui  n'arrive  que 
pour  des  pièces  exceptionnelles,  crochets  d'attelage,  anneaux, 
coudes  de  tuyaux,  etc.,  il  pourra  être  opportun  de  substituer  à  la 
règle  ordinaire,  un  calcul  basé  sur  l'hypothèse  de  BernouUi,  qui 
donnera  en  tout  cas  un  surcroît  de  sécurité. 

II.  -<    POVTRBS  DB    HAUTEUR    RAPIDRUBIïT   VARIABUf. 

La  définition  que  nous  avons  donnée  des  poutres  prismatiques 
supposait  que  la  section  transversale  de  la  poutre  demeurait  cons- 
tante en  se  déplaçant  normalement  à  Taxe  longitudinal,  ou  fibre 
moyenne. 

11  arrive  bien  souvent  que  la  section  ne  demeure  pas  constant e, 
mais  varie  progressivement  d'un  bout  à  Tautre.  Si  ces  variations 
sont  lentes  et  au  total  peu-  considérables,  le  mieux  que  l'on  ait  à 
faire  est  d'appliquer  les  résultats  relatifs  aux  poutres  de  section 
constante  sans  se  dissimuler  qu'il  s'agit  là  d'une  approximation. 
Nous  avons  toujours  opéré  ainsi  en  parlant  de  poutres  à  section 
variable.  Les  efforts  intérieurs  ont  été  supposés  les  mêmes  que  si 
la  poutre  avait  eu  au  droit  de  la  sectioi^  transversale  considérée 
une  section  S  et  un  moment  d'inertie  I  constants. 

Cett(»  approximation  est-elle  suffisante  lorsque  la  section  est 
très  rapidement  variable?  Il  est  permis  d'en  douter  et  conforme  51 
la  prudence  de  recliercher  un  moyen  d'effectuer,  le  cas  échéant, 
une  correction  conduisant  à  des  efforts  intérieurs  majorés. 

Le  problème  serait  assez  complexe  et  probablement  même  inso- 
luble si  Ton  voulait  le  traiter  avec  rigueur  et  dans  toute  sa  généra- 
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lité.  Mais  on  peut  trouver  quelques  indications  assez  rationnelles 
dans  certains  cas  simples. 

Bornons-nous  au  cas  d'une  poutre  dont  Taxe  longitudinal  oG 
serait  rectiligne  et  où  sa  section  transversable,  d'ailleurs  symé- 
trique par  rapport  à  un  plan  moyen,  serait  telle  que  chaque  fibre 
élémenlaire  y  découpe  un  rectangle  rfS  de  largeur  invariable  et  de 
hauteur  proportionnelle  à  la  distance  o  G,  Chaque  fibre  a  ainsi  son 
axe  incliné  d'un  certain  angle  i  par  rapport  à  Taxe  longitudinal  de 
la  poutre. 

Considérons  un  prisme  élémentaire  de  longueur  GG'  =  ds  et 
compris  entre  les  deux  sections  transversales  AB  et  A'B^  Puis 
envisageons   spécialement  la  fibre  élémentaire   dont   l'axe   serait 


Fig.  lao. 


projeté  en  MM'  et  qui  découperait  sur  le  plan  AH  un  rectangle 
e/S  =  udv.  La  section  normale  de  cette  fibre  serait  rfS  X  cost. 

On  peut  se  proposer  de  rechercher  rintensilé  //;  de  Teffort  de 
traction,  ou  de  compression,  auquel  se  trouve  soumise  la  fibre 
dont  il  s'agit  dans  le  sens  de  sa  longueur,  et  admettre  que  c'est 
cette  intensité  n  qui  définit  en  somme  la  fatigue  propre  à  cette 
fibre.  L'effort  total  auquel  elle  se  trouve  soumise  est 

n  dS  cos  i 
et  sa  composante  horizontale  est 


D'un  autre  côté,  quelle  loi  de  répartition  peut-on  raisonna- 
blement supposer  pour  /i,  autrement  dit  comment  n  varie-t-il  avec 
V  =  GM  ?  On  peut  a  priori  supposer  une  loi  linéaire  de  la  forme 

n  =  k(e-]-v). 


J4i  CHAPITRE  XIV. 

Cela  se  trouve,  du  reste,  conforme  au  principe  de  Bernoulli  sur 
la  conservation  des  sections  planes,  interprété  comme  nous  Favons 
fait  précédemment.  Si  Ton  suppose,  en  effet,  que  le  déplacement 
relatif  de  la  section  A'  B'  par  rapport  à  la  section  AB  consiste  en 
une  rotation  o  autour  d'un  axe  EE',  projeté  en  E',  le  raccour- 
cissement d'un  élément  de  fibre  MM'  = .  sera 

cost 

M  M',  =  (€  -h  v) 


cos(*  —  o) 
ou  approximativement 


COSl 


en  considérant  <p  comme  un  infiniment  petit  par  rapport  à  Tangle 
fini  I.  Le  raccourcissement  proportionnel  sera  donc  bien  de  la 
forme  k(e-{-v)  et  il  est  naturel  d'attribuer  la  même  forme  à 
l'effort  longitudinal  n  qui  lui  est  proportionnel. 

Cela  posé,  pour  déterminer  les  constantes  fc  et  e,  il  faut  écrire 
les  deux  équations  qui  expriment  l'égalité,  dans  la  section  trans- 
versale AB,  de  la  force  extérieure  et  de  la  résultante  des  efforts 

intérieurs,  savoir  : 

N  =  2ncos«tcfS, 

M  =  2  /«^  cos'  i  dS. 

Ce  sont  les  équations  habituelles,  avec  cette  seule  différence 
que  les  éléments  de  surface  dS  de  la  section  transversale  sont 
affectés  d'un  coefficient  de  réduction  égal  à  cos-/. 

On  aura  donc,  au  fond,  à  calculer  une  aire  réduite  S'  et  un 
moment  d'inertie  réduit  1'  par  les  formules 

S'=Scos2/rfS, 
r=  2:r«cos«et/S, 

et  Ton  trouvera  pour  n  l'expression 

Lorsqu'on  peut  négliger  les  angles  tels  que  i,  on  retombe  sur  les 
formules  ordinaires  et,  dans  le  cas  contraire,  on  trouve  des  résultats 
majorés,  puisque  l'on  a  en  définitive  réduit  l'importance  de  tous 
les  éléments  de  la  section  transversale. 
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Celte  théorie  ne  donne  rien  et  ne  peut  rien  donner  en  ce  qui 
concerne  la  répartition  des  efforts  tangentiels  dans  la  section 
transversale.  Tout  ce  que  Ton  sait  a  priori^  c'est  que  la  résultante 
de  Ces  efforts  tangentiels  doit  être  nulle  si  Teffort  tranchant  est 
nul,  et  plus  généralement  doit  être  égale- à  Teffort  tranchant  T. 

11  nous  parait  inutile  de  pousser  plus  loin  des  considérations 
générales  de  cet  ordre.  La  règle  qui  se  dégage  de  Texemple  simple 
choisi  peut  rendre  des  services,  en  tant  qu'elle  constitue  une 
mesure  de  prudence,  et  il  conviendra  d'ailleurs  de  la  modifier  en 
tant  que  de  besoin  d'après  les  circonstances. 

Nous  nous  bornerons  à  en  faire  l'application  à  un  exemple  simple 
envisagé  par  M.  Résal.  C'est  celui  d'une  section  rectangulaire,  de 
largeur  constante  b  et  de  hauteur  variable  h. 

Soit  a  l'angle  AOG  et  de  la  distance  OG.  On  a 

^*       j  -#  • 

—  =rttanga         et         c  =  atangi, 

d'où 


cos'  i 


Calculons  S'  et  1',  nous  aurons  : 


S'=  Tcos'trfS  ^bd  f      di  =bdX'iOL==bh 


z 

9 


I'=  I  t^i  cos*  î  dS  =  bd^  Ç       tangï* 


—  a  o 

a 


6/i> 


=  •2  6rf*(lanca  —  a)  = —-(lança  —  a 

^       ^  '       4lang»a^       ^ 


). 


Telles  seront  donc  les  formules  qu'il  convient  d'adopter  pour  le 
calcul  de  la  fatigue  à  la  flexion,  lorsque  l'angle  a  est  un  peu 
grand . 

M.  Résal  a  calculé  que  pour  a  =  3o°  on  a 

S'=o,9oS         et  •     r=o,83I. 

Pour  a  =  4^**  on  aurait 

S'=o,78S        et        r=  0,641. 


Dans  ce  dernier  cas,  on  peut  donc  s'attendre  à  des  majoration 
de  fatigue  assez  importantes. 
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III.  —  Pièces  chargées  de  bout. 


En  résistance  des  matériaux,  on  suppose  que  la  déformation 
subie  j)ar  le  corps  est  suffisamment  faible  pour  qu*on  puisse  la 
négliger  lorsqu'on  écrit  les  équations  d'équilibre  des  forces 
extérieures.  Quand  il  n'en  est  plus  ainsi,  les  équations  d'équilibre 
contiennent  des  termes  qui  dépendent  des  déformations  et  ne  sont 
plus  linéaires  par  rapport  aux  forces  extérieures.  Le  principe  de 
la  superposition  des  forces  n^est  plus  applicable. 

Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  pour  les  ressorts,  pour  les  câbles  de 
ponts  suspendus,  etc.  Nous  traiterons  ici  un  autre  cas  qui  a  beau- 
coup d'importance,  celui  des  pièces  comprimées  dans  le  sens 
de  leur  longueur,  que  Ton  appelle  pièces  chargées  de  bout^  ou 
par  bout. 

Quand  nous  avons  eu  à  parler  de  pièces  comprimées,  nous  les 
avons  jusqu'ici  assimilées  à  des  pièces  tendues,  le  phénomène  de 
la  compression  étant  considéré  comme  l'inverse  du  phénomène  de 
la  traction.  Il  en  est  bien  ainsi  quand  on  a  affaire  à  des  prismes 
relativement  courts  par  rapport  à  leurs  dimensions  transversales, 
et  pour  lesquels  l'axe  longitudinal  est  exactement  une  ligne 
droite,  suivant  laquelle  passent  exactement  les  résultantes  des 
forces  appliquées  aux  bases.  Mais  en  pratique  ces  deux  dernières 
conditions  ne  peuvent  être  remplies  avec  une  exactitude  absolue 
et,  alors  qu'elles  sont  indiff\'* rentes  dans  le  cas  de  la  traction,  elles 
ont  une  grande  importance  dans  le  cas  de  la  compression,  qui 
peut  devenir  en  quelque  sorte  un  phénomène  d'équilibre  instable. 
Pour  certaines  valeurs  de  la  force  de  compression,  une  déformation^ 
si  minime  soit-elle,  qui  commence  à  se  produire  dans  le  sens 
transversal,  peut  aller  en  s'amplifiant  indéfiniment  sans  augmen- 
tation de  cette  force  de  compression.  La  pièce  compriméeyZa/w6e, 
suivant  Texpression  consacrée,  ou  périt  piwjlambement. 

Euler  a  donné  jadis  l'explication  de  ce  fait,  un  peu  surprenant 
au  premier  abord,  en  montrant  qu'il  est  dû  à  rinlluence  dans  les 
équations  d'équilibre  de  termes  dus  à  la  déformation.  Soit  une 
pièce  dont  l'axe  AB  est  supposé  rigoureusement  rectiligne.  Sup- 
posons qu'on  la  comprime  en  lui  appliquant  deux  forces  F  agissant 
suivant  une  parallèle  A'B'  à  Taxe  longitudinal  et  à  une  distance  b 
de  celui-ci.  En  chaque  section,  telle  que  G,  la  force  extérieure 
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passera  à  la  dislance  b  du  centre  de  gravi  lé  et  il  y  aura^  non  pas 
compression  simple,  mais  flexion  et  compression  à  la  fois.  L'axe 
de  lu  poutre  va  prendre  une  certaine  courbure,  de  sorte  que  le 
point  G,  d'abscisse  x^  Va  se  déplacer  vers  le  haut  d^une  certaine 


Fig.i-ii. 


tF 


B 


quantité  i\  Dans  l;j  situation  d'équilibre,  le  moment  fléchissant^ 
qui  était  primitivement  —  F6,  sera  —  F  (6-+-^'). 

Si  l'on  tient  compte  du  terme  complémentaire  Fc^  du  à  la  défor- 
mation, Téquation  de  déformation  élastique  qui  nous  a  conduit, 
pour  les  |)outres  droites,  à  la  relation  générale 


d^'V 


M 


nous  donnera  ici 


dx^       El 


ou 


,  en  posant  =r:  =  a^, 


d\v 
dx^ 


d^v 
dx^ 


tK 


-^(i-H-ft) 


-f.  a*i>  = —  7>h, 


Cette  équation  diflerentiellc  s'intègre  facilement.  Une  intégrale 
particulière  est 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  menibi^  est 

V  =  Asinair-+-  B  cosarr, 

A  et  B  étant  deux  constantes. 

L'intégrale  ^générale   de    l'équation  complète   est  donc   de  la 

forme  ' 

p  =  A  sinaa? -h  B  cosao?  —  b. 

Les  constantes  A  et  B  se  détermineront  par  les  conditions  aux 

extrémités.   Pour  ^  ==  o  et  pour  j7  =  /,  on  doit  avoir  i'  =  o,  d'où 

les  deux  conditions 

B  — ^  =  0. 

A  sin  a  /  -h  B  cos  a  /  —  6  =  0: 
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on  en  déduit 

b(i  —  cosa/) 
A  =  • 

s'inxl 

L'expression  définitive  de  i^  est  donc  donnée  par  Téqualion 

if  -\-  b       t  —  cosa/   . 
(i)  — 7 —  = : ; — sinaa7-f- cosajT. 

Quand  a  est  très  petit,  et  par  suite  aussi  F,  le  rapport  — r—  demeure 

fini  en  tous  les  points  de  la  poutre.  Il  en  est  de  n^me  quand  a 
augmente  tout  en  restant  inférieur  à  la  valeur  correspondant  à 

a/ =  7:.  Mais  si  a  atteint  cette  valeur  j,  sina/  devient  égal  à  zéro 

et  en  tous  les  points  pour  lesquels  x  est  différent  de  zéro  et  de  /, 

sinax  est  fini.  Il  en  résulte  que  le  rapport  -7 —  tend  vers  l'infini 

en'tous  les  points  de  la  poutre  quand  a  tend  vers  cette  limite  y.  La 

déformation  de  la  poutre  ira  donc  en  s'exagérant  de  plus  en  plus 
jusqu'à  rupture  complète. 

La  valeur  critique  de  F  est  donc  donnée  par  la  formule 

a/ =  11         ou         a*/*=Tr', 
d'où 

Tant  que  F  demeure  en  dessous  de  cette  valeur  critique,  le  phé- 
nomène de  la  compression  du  prisme,  même  sous  l'action  de 
forces  désaxées,  demeure  un  phénomène  conduisant  à  un  état 
d'équilibre  stable.  Mais  quand  il  atteint  la  valeur  critique,  la  pièce 
comprimée  se  trouve  dans  un  état  d'équilibre  instable  et  doit 
flamber. 

Cette  valeur  critique  ne  dépend  d'ailleurs  aucunement  de  l'écart 
initial  b  existant  entre  Taxe  de  la  poutre  et  la  ligne  d'action  des 
forces.  Elle  serait  la  même,  si  minime  que  soit  Terreur  d'implan- 
tation ou  bien  l'erreur  de  construction  qui  aurait  rendu  l'axe  de 
la  pièce  un  peu  courbe.  Or,  de  telles  erreurs  sont  inévitables  en 
pratique. 

Par  suite,   si   la  valeur  critique   F  =  est  inférieure  à  la 

valeur 

F  =  NS 
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que  Ton  pourrait  se  permettre  d'atteindre,  d'après  la  surface  S  de 
la  section,  et  d'après  la  limite  d'élasticité  N  de  la  matière,  il  faut 
considérer  cette  valeur  critique  comme  fournissant  une  nouvelle 
limite  à  substituer  à  la  limite  d'élasticité,  et  déterminer  la  limile 
de  sécurité  en  conséquence,  au  quart  ou  au  cinquième  de  cette 
nouvelle  limite  qui  est 

F       TT'EI         ,^r« 

S         S/î  /* 

La  limite  ainsi  obtenue,  que  nous  appellerons  la  limite  d'Euler, 
ne  dépend  que  du  carré  du  rapport  du  rayon  de  gyration  de  la 
section  à  la  longueur  de  la  pièce.  On  peut  la  représenter  graphi- 
quement de  la  manière  suivante  : 

Si  Ton  désigne  par  X  le  rapport  —  et  par  Y  la  limite  d'Euler, 

on  a  Y  =  7:'- EX,  si  bien  que  la  courbe  représentative  de  Y  est  une 

Fi 


•ig.  121. 


droite  OE  partant  de  l'origine  avec  un  coefficient  angulaire  r-E. 
Si  l'on  trace  la  droite  NA  parallèle  à  OX  et  telle  que  son  ordon- 
née ON  =  N,  limite  d'élasticité,  cette  droite  coupera  OE  en  un 
point  A,  dont  l'abscisse  sera  telle  que 


N  =  ir*EX 


Pour  l'acier,  on  a  environ 


N  =  24  X  io«         et        E  =  '^o  X  lo*  ; 
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on  trouve  pour  le  point  d'intersection  environ 

X==  0,00012,         d'où         -  =  90  environ. 

C'est  donc  seulement  pour  les  pièces  dpnt  la  longueur  dépasse  80 
à  90  fois  le  rayon  de  ^y ration  de  la  section  transversale  qu'il  y 
aurait  lieu  de  se  préoccuper  du  flambement  et  de  prendre  la  limite 
d'Euler.  Pour  les  autres,  on  pourrait  prendre  la  limite  d'élasti- 
cité N. 

Il  y  a  un  certain  nombre  d'expériences  de  M.  Considère  qui 
sont  d'accord  avec  cette  indication. 

La  conclusion  qui  résulterait  de  ce  que  nous  venons  de  dire, 
c'est  que  la  courbe  complète  qui  représenterait  la  limite  admissible 

pour  ^  serait  constituée  par  la  portion  OA  de  la  droite  OE  et  par 

la  portion  AB  de  Thorizontale  NAB. 

A  certains  points  de  vue,  il  peut  paraître  gênant  d'avoir  à  se 

préoccuper  de  savoir,  pour  une  valeur  de  —  >  si  Ton  doit  prendre 

telle  ou  telle  branche  de  courbe,  et  c'est  là,  sans  doute,  une  des 
raisons  à  donner  de  l'adoption  par  beaucoup  d'ingénieurs  d'une 
formule  qui  porte  en  France  le  nom  de  Rankine,  et  qu'à  l'étranger 
on  appelle  aussi  formule  de  Navier.  Cette  formule  fournit  pour  la 
limite  à  substituer  à  la  limite  d'élasticité  dans  les  pièces  compri- 
mées l'expression  suivante  : 


N'  = 


Ni* 

I  -I- 


Continuons  à  poser  ^  =  X,  et  construisons  la  courbe  représen- 
tative de  N'. 

On  a 

\  NX 


\'  = 


N      "  y         N 


TÎ^KX  TîMi 


La  courbe  représentant  ^'  est  donc  une  hyperbole  ayant  pour 

asymptote  horizontale  la  droite  >'  =  IN  (puisque  pour  X  =  oc  le 

NX 

rapport    '  .  ..  tend  vers  M).  Elle  passe  par  l'origine  où  son  coeffi- 
cient angulaire  est  7:-E  et  où,  par  suite,  elle  est  tangente  à  la 
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droite  OE.  C'est  donc  une  courbe  de  raccordement  des  deux 
portions  utiles  de  la  courbe  OAB,  et  qui  aie  mérite  pratique  d'être 
la  plus  simple  de  toutes  les  courbes  du  raccordement  et  de  fournir 
toujours  des  résultats  inférieurs  aux  limites  théoriques.  C'est  une 
des  meilleures  justifications  qu'on  en  puisse  donner. 

Certains  ingénieurs  font  remarquer,  il  est  vrai,  que  peut-être  la 

formule  de  Rankine  exagère  la  prudence.  Pour  la  valeur  X  =  rrï^» 

N 
par  exemple,  elle  fournit  la  valeur  N'  =  ->  tandis  que  la  valeur 

critique  d'Euler  serait  égale  à  ÎN.  Diverses  expériences  de  labora- 
toire sur  des  pièces  comprimées  jusqu'à  llambement  semblent 
d'ailleurs  leur  donner  raison.  Mais  on  peut  répondre  qu'une  pru- 
dence, même  excessive,  n'est  jamais  très  dommageable. 

Quand  on  fait  usage  de  la  formule  de  Rankine,  an  lieu  de 
calculer  la  nouvelle  limite  N'  à  substituer  à^la  limite  d'élasticité  IN 
et  d'en  déduire  une  nouvelle  limite  de  sécurité  R'  à  comparer  à  la 

fatigue  R  =r  ^  de  la  pièce,  on  procède  ordinairement  d'une  manière 
différente  qui  revient  d'ailleurs  absolument  au  même.  On  suppose  que 
la  fatigue  R  de  la  pièce  est  majorée  et  devient  égale  à^  (  '+zrF~î  )  ' 
Cette  fatigue  majorée  est  alors  comparée  à  la  limite  de  sécurité 
ordinaire.  C'est  là  évidemment  un  pur  artifice  de  calcul,  qui  ne 
permet  nullement  de  conclure  que  dans  la  réalité  la  fatigue  de  la 
pièce  comprimée  éoit  nécessairement  majorée  et  atteigne  la  valeur 
ci-dessus. 

Dans  toutes  les  formules  que  nous  avons  établies,  le  rayon  de 
gyration  r  est  celui  qui  correspond  à  la  direction  dans  laquelle  est 
compté  l'écart  initial  b.  Quand  cette  direction  n'est  pas  précisée 
par  les  données  du  problème,  il  faut  évidemment  la  faire  coïncider 
avec  celle  qui  conduit  au  rayon  de  gyration  minimum. 

Pièces  courbôs  comprimées  et  fléchies.  —  La  théorie  qui  précède 
n'est  pas  absolument  particulière  aux  pièces  de  forme  rectiligne, 
ni  aux  pièces  qui  supportent  exclusivement  des  compressions  F  à 
leurs  deux  bouts.  Elle  s'applique  même  à  des  pièces  courbes,  sou- 
mises à  des  efforts  transversaux,  ou  à  des  couples,  indépendamment 
des  compressions  F  s'exerçant  à  leurs  extrémités.  On  trouve 
toujours  pour  F  la  même  valeur  critique  donnée  par  la  formule 
d'Euler. 


^ 
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Supposons  que  la  fibre  neutre  soit  la  courbe  OB,  dont  l'ordon- 
née y  est  une  fonction  connue  de  j?,  et  soit  r  le  déplacement  vertical 

Fig.  123. 


du  point  G  (^J^),  soit  aussi  [i.(a7)  le  moment  fléchissant  au  point  G, 
qui  serait  dû  à  toutes  les  forces  appliquées  autres  que  F.  Le 
moment  total  sera,  en  prenant  en  compte  le  petit  déplacement  c, 

D'autre  part,  on  a  Féquation  différentielle 


Posant  encore  ttt 

El 


a-,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


dx^ 


-f-a«p=/(a?). 


Quelle  que  soit  la  fonction  /(^),  Tintégrale  complète  se  compo- 
sera d'une  solution  particulière  o  (j?)  de  cette  équation  et  de 
l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre,  qui  est 


On  aura  donc 


A  ixïïix  -^  B  cosaa:. 


i>  =  ç(a?) -h  A  sinax-h  B  cosaj:     (>). 


Les  constantes  A  et  B  se  détermineront  encore  en  écrivant  que 
pour  X  =  o  et  pour  j?  =  /  on  a  i^  =  o,  ce  qui  donne  les  conditions 

9(0)  H-  B  =  o, 
©(/)-hAsin«/-}-B  cosa/  =  o. 


(*)  Cela  suppose,  il  est  vrai,  que/(x)  conserTC  la  même  définition  analytique 
d'un  bout  à  l'autre  de  la  poutre.  Mais  il  serait  facile  de  lever  cotte  restriciioM, 
à  laquelle  nous  ne  nous  arréteions  pas. 
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On  aura  donc  pour  A  une  valeur  de  la  forme 

9(o)co!ia/  —  ?(0 

A  =  ' : T ' • 

sinx/ 
U  en  résulte  que,  quand  F   atteint  la  valeur  qui  conduit  à  a/  =  il. 

r|{  PI 

c*est-à-dire  la  valeur  F  =       "•>  la   constante  A  devient  infinie  et 

qu'il  en  est  de  même  pour  ^. 

Indépendamment  de  toute  autre  considération  sur  la  fatigue 
maxima  aux  différents  points  de  la  pièce  envisagée,  il  faut  donc 
que  la  force  de  compression  F  ne  dépasse  pas  cette  valeur  critique, 
et  même  se  tienne  au-dessous  avec  un  coefficient  de  sécurité  con- 
venable. Une  fois  les  calculs  de  résistance  effectués  à  la  façon 
ordinaire,    il  j   a   donc  lieu,   pour  cet  objet,   à  une.  vérification 

ri 2  pi  p 

spéciale.   On  comparera  F  à  la  valeur  crilique  — jj^>  oubien  ^  à 

n^E'-!,  limite  d'Euler. 
/•• 

On  se  placera  encore  dans  des  conditions  plus  sévères  an  point 

de  vue  de  la  sécurité  si  Ton  substitue  A  la  limite  d'Euler  la  limite  de 

p 

Rankine,  et  si  Ton  compare  ^  à 

y.  N 

■^  -  — ~n7î~' 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  compare  à  la  limite  d'élasticité  N 
lexpressiong-(^i+jj7^,j. 

7  OU  X  )  qu'on  croira 
devoir  s'imposer,  la  condition  précédente  reviendra  à  l'inégalité 

D'autre  part,  en  évaluant  pour  une  section  quelconque  de  la 
pièce  la  fatigue  à  la  façon  ordinaire,  on  aura  déjà  été  amené  à 
satisfaire  à  une  condition  telle  que 

F       M  h 

MA 

le  terme  — r-  représentant  la  fatigue  due  à  la  flexicm,  au  point  con- 

PlOEAUD.  23 
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I 

sidéré,  du  côté  de  la  fibre  la  plus  comprimée,  de  sorïe  qu'il  ait 
une  valeur  positive. 

.  Dans  ces  conditions,  il  est  bien  évident  qu'on  se  placera  encore 
dans  des  conditions  plus  sévères  au  point  de  vue  de  la  sécurité,  si 
1-on  remplace  les  deux  inégalités  précédentes,  qui  sont  en  réalité 
indépendantes,  par  l'inégalité  unique 

Beaucoup  d'ingénieurs  acceptent  ce  résultat  au  nom  de  la  sécu- 
rité. On  le  traduit  d'une  façon  simple  en  disant  que  l'on  doit 

majorer  les  efforts  s-  dus  à  la  compression^  en  les  multipliant 

par  le  coefficient  de  Rankine.  D'autres  ingénieurs  trouvent  cette 
règle  un  peu  excessive. 

Il  est  à  remarquer  que,  dans  les  pièces  à  la  fois  comprimées  et 

fléchips,  si  le  terme  -p»  fatigue  due  à  la  flexion,  est  prépondérant 

par  rapport  au  terme  ^,  fatigue  due  à  la  compression,  la  majora- 

tion  due  à  l'intervention  du  coefficient  de  Rankine  est  peu 
considérable  et  devient  sans  intérêt. 

Quand  on  a  affaire  à  un  arc,  par  exemple,  le  flambement  dans  le 
plan  moyen  de  la  poutre  est  peu  à  craindre.  C'est  surtout  dans  le 
sens  transversal  qu'il, y  a  lieu  de  s'en  préoccuper,  et  cela  d'autant 
plus  que  les  moments  d'inertie  des  poutres  sont  faibles  dans  ce 
sens  transversal. 

Poutres  encastrées  à  leurs  deux  extrémités.  —  Nous  avons 
supposé  jusqu'ici  que  les  poutres  n'étaient  soumises  à  leurs  extré- 
mités qu'à  la  condition   t^  =:  o,   autrement  dit    qu'elles    étaient 

articulées,  le  coefficient  angulaire  J^  pouvant  devenir  quelconque 
pour  X  =  o  et  X  =  L  Nous  supposerons  ici  que  ^  demeure  nul 

aux  deux  extrémités,  autrement  dit  que  celles-ci  sont  encastrées. 
Dans  ces  conditions,  on  doit  supposer  que  les  appuis  sont  capables 
de  développer  des  réactions  complémentaires.  Celles-ci  sont  des 
inconnues  du  problème,  et  ont  pour  effet  d'introduire  dans  le 
moment  fléchissant  des  termes  de  la  forme  c-\-dx. 
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L'équation  différentielle  du  paragraphe  précédent  devra  donc 
être  remplacée  par  une  équation  de  la  forme 

^-j  4-  T.'^v  =/(.r )  -^  c-T-dx, 

dont  rintégrale  sera  elle-même  de  la  forme 

p  =  A  s\\\%x  -f-  B  C0S2  j^  -hG-f-Da?-f-<p(j*). 

Pour  déterminer  les  quatre  constantes  A,  B,  C,  D,  nous  aurons 
à  écrire  que  v  z=z  o  e\  *—  =  o  pour  x  =^o  et  pour  x  =  l,  ce  qui 
fournit  les  quatre  'équations 

B  4-  C  -h   ç(o)    =  o, 

A     siiiaZ-hB    cosa/ -h  C -h  n/-+- ç( /)  =  o, 

Aacosa/  —  Ba  sina/ -f- D -h     (-7^)        =  ". 

\d,r// 

Le  déterminant  de  ces  équations  est  différent  de  zéro  dans  le 
cas  général,  mais  si  l'effort  de  compression  F  devient  tel  que  l'on 
ait  à  la  fois  sina/=  o  et  cosa/=:  i,  on  voit  facilement  que  ce 
déterminant  devient  nul,  car  il  a  deux  colonnes  identiques,  celles 
de  B  et  de  C.  Dans  ces  conditions,  les  constantes  deviennent  infi- 
nies.Jl  V  a  donc  là  un  cas  critique,  qui  se  produit  pour  a/=  2tc. 

ou  cc^=-jr' 

La  valeur  correspondante  de  F  est  donc 


K  = 


/* 


Elle  est  quatre  fois  plus  grande  que  celle  qui  correspondait  au 
cas  des  poutres  articulées  aux  deux  bouts. 

A  cette  différence  près,  la  théorie  demeure  la  même.  Indépen- 
damment des  vérifications  portant  sur  la  fatigue  aux  différents 
points  de  la  poutre,  il  faudra  vérifier  que 


ou  que 
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Comme  précédemmenl,  on  pourra  substituer  à  l'ensemble  des 
deux  droites  représentant  la  limite   d'élasticité  N   et  la   valeur 

critique  -=z^^—j^ — une  courbe  continue  représentant  une  limite 

d'élasticité  fictive: 

N'-— Ji_ 


IH- 


47:» Ë  r* 


valable  quelle  que  soit  la  valeur  de  j^  >  ou  bien  encore  conserver 
la  limite  d'élasticité  N  en  convenant  de  multiplier  les  efforts  de 
compression  ^  par  le  coefficient  de  Rankine,  qili  est,  dans  ce  cas, 


47r«Kr« 

Nous  n'aurions  qu'à  répéter  ce  qui  a  été  dit. 

• 
Poutres  encastrées  à  un  bout  et  munies  à  l'autre  bout  d'une  glis- 
sière ne  permettant  que  des  déplacements  longitudinaux.  —  En 
procédant  toujours  delà  même  façon,  on  trouverait  cette  fois  que 
la  force  de  compression  passe  par  une  valeur  critique  lorsque 
l'on  a  la  relation 

tanga/  =  a/, 
d'où 

a  =  1,433  71         et         a*  =  2, 05711', 

soit  approximativement  a*  =  2  7t^. 

On  a  déduit  pour  F  la  valeur  critique 

„       27t«EI.                     F        iTzUir* 
V  =  et  —  = 

C'est  donc  un  cas  intermédiaire  entre  les  deux  précédents. 

En  résumé,  dans  tous  ces  cas,  ou  dans  d'autres  analogues,  la 
valeur  critique  de  F  et  la  limite  d'Euler  se  trouveront  toujours 
de  la  forme 

ou 

F  _  k'T.Uir^ 

le  coefficient  étant  égal  à  i  pour  la  pièce  articulée  aux  deux  bouts, 
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.   égal  à  4  pour  la  pièce  encastrée  aux  deux  bouts,  et  égal  à  2  pour  la 
pièce  encastrée  à  uji  bout  et  simplement  fixée  à  l'autre  bout. 

Si,  pour  des  raisons  de  commodité  ou  de  plus  grande  sécurité, 
on  adopte  la  limite  de  Rankine,  cette  limite  sera  toujours  donnée 
par  la  formule 


iN/* 


AizUir^ 


Le  dénominateur  de  l'expression  précédente  formera  le  coefficient 

« 

dit  de  Rankine,  au  moyen  duquel  on  majorera  systématiquement 
les  efibrts  de  compression,  si  l'on  veut  encore  augmenter  la 
prudence. 

IV.    —    SVSTÈMKS    INSTABLKS. 

Application  du  travail  de  déformation  à  la  recherche  des  valeurs 
critiques  des  charges  appliquées.  —  Les  pièces  chargées  de  bout 
rentrent  dans  la  catégorie  très  étendue  des  systèmes  instables,  ou 
pour  mieux  dire  des  systèmes  qui  cessent  à  un  moment  donné 
d'être  stables  lorsque  les  chargés  appliquées  vont  en  croissant. 

Bornons-nous  au  cas  où  les  charges  appliquées  se  réduisent  à 
une  force  unique,  dont  le  point  d'application  sur  le  système  et 
dont  la  direction  restent  invariables.  Il  peut  arriver  que  la  forme 
d'équilibre  du  système  soit  telle  qu'elle  tende  toujours  à  se  rétablir 
lorsqu'elle  est  modifiée  par  une  cause  accidentelle  quelconque, 
supposée  d'ailleurs  infiniment  petite,  et  cela  [quelle  que  soit  la 
grandeur  de  la  charge  considérée.  Le  système  est  alors  complète- 
ment stable  et  la  grandeur  de  la  charge  n'est  limitée  que  par  la 
valeur  qui  amènerait  la  rupture  de  la  matière  en  quelque  point. 
Mais  il  peut  arriver  aussi  que  le  système  soit  stable  pour  de  faibles 
valeurs  de  la  charge  et  qu'il  cesse  de  l'être  pour  une  certaine 
valeur  de  celle-ci,  et  cela  indépendamment  de  la  considération  de 
la  rupture.  La  valeur  dont  il  s'agit,  et  qu'on  peut  appeler  charge 
critique^  peut  être  inférieure  ou  supérieure  à  la  valeur  qui  amène- 
rait la  rupture.  Dans  le  premier  cas,  c'est  elle  qui  doit  déterminer 
évidemment  la  limitation  de  la  charge. 

Lorsqu'il  est  possible,  comme  dans  les  cas  simples  précédents, 
d'établir  l'équation  difl'érentielle  d'équilibre  du  système  déformé, 
et  qu'il  est  possible  de  l'intégrer,   on  parvient  directement  à  la 
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délerniinatioii  de  la  valeur  critique.  Mais  on  est  vite  arrêté  dans 
cette  voie  par  des  difficultés  d'analyse,  inacceptables  dans  la 
pratique  courante.  Il  est  donc  intéressant  d'indiquer  une  autre 
méthode  de  recherches  qui,  bien  qu'indirecte,  est  de  nature  à 
fournir  rapidement  des  valeurs  approchées  de  la  charge  critique. 

Supposons  qu'on  fasse  subir  au  système  pris  dans  sa  situation 
d'équilibre  une  déformation  infiniment  petite  par  l'application 
d'un  système  additionnel  de  forces.  Connaissant  la  déformation 
subie,  on  pourra  calculer  le  travail  de  déformation  W  correspon- 
dant. C'est  de  l'énergie  sous  forme  potentielle.  D'autre  part,  on 
pourra  évaluer,  connaissant  le  déplacement  du  point  d'application 
de  la  charge  initiale  F,  le  travail  produit  par  cette  force,  lequel 
sera  de  la  forme  FT. 

Si  l'on  a  FT<cW,  le  système  sera  stable;  si,  au  contraire,  on 
a  FT>  W,  le  système  sera  instable,  et  la  déformation,  commencée 
sous  l'action  des  forces  additionnelles  infiniment  petites,  ira  en 

augmentant  indéfiniment,  grâce  au  travail  produit  par  F. 

.  W 

La  valeur  critique  sera  donnée  par  l'égalité   F=  ■=••    Il   faut 

bien  remarquer  que  cette  valeur  critique  se  rapporte  exclusivement 
au  mode  de  déformation  qu'on  a  envisagé,  ou  au  système  des 
forces  additionnelles  qu'on  a  fait  intervenir,  et  qu'elle  est  toujours 
supérieure  à  la  valeur  critique  absolue.  L'intervention  de  forces 
additionnelles  d'une  espèce  donnée,  ou  bien  l'attribution  a  priori 
d'un  mode  de  déformation  déterminé,  équivaut  à  une  limitation 
arbitraire  des  modes  de  déformation  possibles,  autrement  dit  à 
l'introduction  de  liaisons  supplémentaires  dans  le  système,  et 
cela  ne  peut  qu'accroître  la  stabilité  de  celui-ci. 

Pratiquement,  cela  conduit  à  envisager  les  systèmes  de  forces 
additionnelles  les  plus  simples  de  préférence  aux  autres. 

Quand  on  a  envisagé  successivement  plusieurs  systèmes  simples 
distincts,  on  est  déjà  un  peu  renseigné  sur  le  degré  d'approxima- 
tion obtenu.  Si  l'on  désire  pousser  plus  loin  les  recherches,  on 
peut  alors  faire  intervenir  simultanément  deux  des  systèmes  simples 
et  introduire  ainsi  un  coefficient  variable  dans  la  valeur  de  la 
charge  critique.  On  disposera  de  ce  coefficient  pour  rechercher  le 
minimum  correspondant  de  cette  charge  critique,  minimum  qui 
sera  forcément  inférieur  aux  valeurs  précédemment  obtenues. 
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Pour  les  développements  de  ces  principes,  nous  renvoyons  à  un 
article  de  M.  Timochenko,  professeur  à  Saint-Pétersbourg,  publié 
dans  les  Annales  des  Ponts  et  C haussées ^  en  191 3.  Nous  nous 
bçrnerons  à  en  faire  quelques  applieations  simples. 

Application  aux  pièces  chargées  de  bout  simplement  appuyées. 
—  Supposons  que,  sous  l'action  de  charges  a^dditionnelles,  la 
forme  prise  par  la  poutre  AB  soit  celle  qui  est  représentée  en 
pointillé,  et'soitj'le  déplacement  du  point  G  d'abscisse  x.  Soit  M 
le  moment  fléchissant  en  ce  môme  point  et  I  le  moment  d'inertie. 

Le  travail  de  déformation  W  a  pour  expressions 


^'fm'"-fTm'' 


D'un  autre  côté,  la  différence  de  longueur  entre  une  courbe 
aplatie  et  sa  corde  a  sensiblement  pour  valeur  l'expression 


aj    \dx) 


±y 


dx. 


Par  suite,  le  travail  de  la  force  F  sera 

ces  intégrales  s'appliquant  à  la  longueur  entière  de  la  poutre.  Si  la 
déformation  est  symétrique  par  rapport  au  milieu,  on  pourra  se 


Fi g.  124 


y 


'JH 


8 


contenter  de  les  prendre  pour  la  moitié  de  la  longueur  seulement. 
L'expression  de  la  valeur  critique  sera  donc  mise  sous  l'une  ou 
l'autre  des  deux  formes  suivantes  : 
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A.  Cas  de  la  section  constante,  —  Supposons  qu'on  prenne 
comme  système  additionnel  une  force  unique  appliquée  au  milieu, 
ou  que  1  équation  de  la  ligne  élastique  soit  de  la  forme 


/3  X       x^\ 


pour  la  demi-poutre  de  gauche,  qu41  suffit  d'envisager. 

Le  facteur  A*,  et  tout  autre  coefficient  constant,  pouvant  être 
supprimé,  puisqu'il  disparaîtra  dans  le  quotient,  nous  prendrons 

Alors 

^     =3/«— laarS 
ax 

d'y 

En  développant  le  calcul,  on  trouve 

F  =  j^  X  10. 

Supposons  en  second  lieu  qu'on  prenne  comme  système  addi- 
tionnel une  force  uniformément  répartie,  ou  que  Téquation  de  l'a 
ligne  élastique  soit  de  la  forme 

On  a 

dx 

ax^ 
En  développant  le  calcul,  on  trouve 

F=^       9,88. 

On  voit  combien  ces  deux  valeurs  sont  déjà  rapprochées  de  la 
valeur  théorique  de  la  charge  critique,  qui  est 

r.       K(         .El 

F=  -^  X7rî=  —  X  9,869. 

On  obtiendrait  une  approximation  encore  plus  grande  en  com- 
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binant  les  deux  systèmes  additionnels  et  en  attribuant  à  la  ligne 
élastique  une  valeur  de  la  forme 

On  arriverait  à  une  expression  de  la  forme 

^       El         en-Z>Z-hcZ* 

F=  -rr  X 


It        a'-h^'Z-+-c'Z« 


et  Ton  déterminerait  Z  de  manière  à  rendre  minimum  le  facteur 

de  -jj-'  M.  Timochenko  a  fait  le  calcul  et  trouvé  pour  ce  facteur  la 

valeur  9,872,  dont  le  degré  d'exactitude  dépasse  les  besoins  réels. 
Pour  faire  ressortir  Tinlérêt  qu'B  peut  y  avoir  à  prendre  de 
préférence  les  systèmes  additionnels  les  plus  simples,  et  l'on  peut 
dire  les  plus  probables,  nous  ferons  encore  le  calcul  en  supposant 
pour  la  ligne  élastique  une  équation  de  la  forme 

On  trouve 

dy         . 

-7-    =l  —  '}.x, 

dx 

et 

F  =  -jj-  X  lîi. 

La  valeur  12  est  beaucoup  moins  approchée  que  les  précé- 
dentes, et  cela  tient  sans  doute  à  ce  que  le  système  additionnel 
correspondant  à  la  ligne  élastique  en  forme  de  parabole  est  un 
système  assez  particulier,  composé  de  deux  couples  égaux  appli- 
qués aux  extrémités  de  la  pièce,  et  que  cela  diminue  sensiblement 
le  degré  de  liberté  de  celte  pièce. 

B.  Cas  d'une  section  variable,  —  Faute  de  mieux,  on  se  con- 
tente souvent  dans  les  applications  du  résultat  applicable  à  une 
pièce  dont  la  section  constante  serait  la  moyenne  des  sections, 
cette  moyenne  s'appliquant  aux  moments  d'inertie 

'moy  ^^  7    /        dx. 

La    théorie   précédente   permet   d'obtenir   sans   trop   de  peine 
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d'autres    valeurs    approchées    de   la   chatge   critique,    au   mojen 
de  simples  quadratures. 

On  supposera  un  système  additionnel  simple,  notamment  celui 
qui  serait  constitué  par  une  force  uniformément  répartie.  On  cal- 
culera, pour  un  aussi  grand  nombre  de  section  que  Ton  voudra,  les 
valeurs  du  moment  fléchissant  M  et  les  valeurs  de  o).  Ce  sont  des 
calculs  numériquement  simples  et,  si  la  pièce  est  symétrique  par 
rapport  à  son  milieu,  on  fera  les  quadratures  sur  sa  moitié  seule- 
ment. Dans  ce  cas,  on  a  d^ ailleurs 

"=i    -ET    . 

• 

en  prenant  l'origine  des  abscisses  au  milieu  de  la  pièce. 

A  titre  d'exemple,  on  peut  citer  quelques  cas  où  le  résultat  peut 
s'obtenir  sous  forme  algébrique. 

Supposons  d'abord  une  pièce  en  forme  de  bielle,  le  moment 
d'inertie  étant  au  milieu,  nul    aux   deux   bouts   et  variable  dans 

Fig.   iq5. 


y; 


B 


l'intervalle,  suivant  la  loi  parabolique 

,.-,(,-1). 

a  étant  la  demi-longueur. 

En  prenant  comme  ligne  élastique  celle  qui  correspondrait  à 
une  charge  uniformément  répartie,  on  aura  pour  M  une  expression 
(le  la  forme 

M=i— :î-. 

■/ .  ^ 

Par  suite,  on  aura 


0 

d'où 


~  /       El'    ~  El    ' 


/ 


lu*  dx  =         ■  — 
EM*    3 
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D'autre  part, 


Finalement,  on  obtient  pour  F  la  valeur 


^      Kl  El       „ 

a*  ** 


Si  Ton  avait  appliqué  la  règle  de  la  section  moyenne,  on  aurait 


•2 


été  conduit  à  prendre  un  moment  d'inertie  moyen  Imoy=-I  et 
la  valeur  évoluée  aurait  été 

F=^'x9,87xi=^xr>,58 

seulement.  La  forme  de  bielle  à  profil  parabolique  est  vraisem- 
blablement plus  avantageuse  que  eelte  règle  ne  l'indiquerait. 

Supposons  enfin  une  bielle  dont  le  moment  d'inertie  suive  la 
loi 

I 


r= 


1  4-  -^ 


laquelle  conduit  aux  extrémités  à  un  moment  d'inertie  égal  à  la 

Fig.  ia6. 


moitié  de  la  valeur  qu'il  atteint  au  milieu.  En  adoptant  le  même 
système  additionnel  que  précédemment,  on  trouvera  facilement 

/^^"ïî/(-S)'(-S)^-mxS> 


f 


w*  dx  = 


W\>  TïïTîî 
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et  par  suite  la  valeur  critique  est  approximativement 

El  El 

F=  —  X  a,i78  =  -^  x8,7i. 


Étude  de  la  stabilité  des  poutres  droites  soumises  à  une  flexion 
dans  leur  plan  moyen.  —  Supposons  que  la  section  de  la  poutre 
soit  telle  que  ses  deux  moments  d'inertie  soient  très  inégaux.  11 
peut  arriver,  lorsqu'on  la  soumet  à  la  flexion,  dans  le  sens  de  sa 
plus  grande  raideur,  sous  des  charges  croissantes,  que  son  équi- 
libre devienne  instable.  L'introduction  d'un  couple  de  torsion, 
même  très  petit,  entraîne  une  flexion  dans  le  sens  de  la  moindre 
raideur,  et  si  cette  dernière  est  insuffisante  la  déformation  peut 
aller  en  s'aggravant  indéfiniment.  Une  poutre  peut  ainsi  flamber 
avant  que  les  charges  aient  atteint  la  valeur  pour  laquelle  la  fatigue 
atteindrait  aux  points  les  plus  chargés  la  limite  d'élasticité. 

Soient  Ox  l'axe  longitudinal  de  la  poutre,  zOx  son  plan  moyen, 
I  son  plus  grand  moment  d'inertie,  pris  par  rapport  à  une  parallèle 
à  Oy^  i  son  plus  petit  moment  d'inertie,  pris  par  rapport  à  une 

Fig.  «37. 


parallèle  à  0-3.  Soit,  de  plus,  J  son  coefficient  d'inertie  de  torsion, 
défini  de  telle  sorte  que  sous  l'action  d'un  moment  de  torsion  M.r 

la  torsion  élémentaire  soit  9  ==:  -r^  •    En  se  reportant  à  ce  que  nous 

dirons  plus  tard  à  propos  de  la  torsion,  on  aura  approximativement 
pour  J,  d'après  Saint- Venant,  la  valeur 


J  = 


4o(  I  -+-  o  E 
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[JL  désignant  ici  un  coefficient  constant-  1  L'angle  'f  dont  une  section 
aura  tourné  paV  rapport  à  une  section  origine  fixe  est  tel  que 
-î.  ^  6,  et  tel  par  suite  que 

^'^  dx~  KJ 

Désignons  par  M  le  moment  fléchissant  au  point  G,  d'abscisse  j?. 
Si  la  section  G  a  tourné  d'un  angle  cp,  ce  moment  fléchissant  a 
pour  composantes  M  cos  -f  et  M  sin  o  par  rapport  aux  deux  axes  de 
l'ellipse  centrale  d'inertie.  La  première  composante  est  sensi- 
blement égale  à  M,  de  sorte  que  la  flexion  autour  du  petit  axe  de 
l'ellipse  d'inertie  n'est  pas  sensiblement  modifiée.  Mais  autour 
du  grand  axe  la  composante  M  sin',p  produit  une  flexion  secondaire, 
entraînant  un  déplacement  du  point  G  dans  un  plan  faisant  avec 

Oxy  l'angle  o.  Ce  déplacement  est  donc  — —  >  si^'  est  le  déplace- 

ment  projeté  sur  Oxy  ou  le  déplacement  parallèle  à  Oy.  On  doit 

avoir 

M    .  i      d^y 

ht        '        cos©   ctx^ 

■  ■ 

ou  approximativement 

^^^  d.v^  "■  Ei' 

Les  équations  (i)  et  (2)  résolvent  théoriquement  le  problème 
toutes  les  fois  que  l'on  peut  obtenir,  outre  la  valeur  de  M,  supposée 
connue,  une  expression  explicite  de  M^  en  fonction  des  charges 
appliquées  et  des  déplacements.  En  intégrant  ces  équations  difie- 
rentielles,  on  a  obtenu  dans  certains  cas  des  séries  plus  ou  moins 
compliquées  sur  lesquelles  on  peut  reconnaître  les  valeurs  critiques 
des  charges  qui  ont  été  envisagées  comme  données  du  problème. 
On  arrive  à  des  solutions  approximatives  en  comparant  l'énergie 
potentielle,  correspondant  à  une  déformation  plus  ou  moins 
exacte,  au  travail  produit  au  cours  de  cette  déformation  par  les 
charges  appliquées. 

Supposons  qu'on  se  donne  ®,  non  pas  tout  à  fait  arbitrairement, 
mais  en  tenant  compte  des  conditions  à  remplir  (principalement 
aux  limites)  en  vertu  de  l'équation  (i).  L'équation  (2)   fournira 


i 
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-T^f  qui  suffit  pour  évaluer  Pénetgie  correspondant  à  la  flexion 

latérale. 

L'énergie  due  à  la  torsion  est 

L'énergie  due  à  la  flexion  est 

Enfin,  le  travail  produit  par  une  charge  verticale  telle  que  P, 
d'abscisse  X,  est  égal  au  produit  de  P  parle  déplacement  vertical 
que  subit  son  point  d'application  lorsque  les  différents  éléments 
de  la  poutre  sont-  déformés  par  flexion  et  par  torsion.  Or 
la  difi^érence  de  niveau  qui  s'établit  entre  deux  points  Xo  et  X 
peut  s'évaluer  assez  simplement  toutes  les  fois  que  l'un  des 
points,  Xo  par  exemple,  est  tel  que  la  tangente  correspondant  à 
la  fibre  moyenne  demeure  horizontale. 

Considérons,  en  effet,  un  élément  <ij:  de  la  poutrecomprise  entre 
les  abscisses  X©  et  X.  A  cet  élément  correspond  une  flexion  élémen- 
taire 

--^  dx  =  -77?  dx 

dans  un  plan  qui  fait  un  angle  o  avec  l'horizontale.  Le  déplacement 
qui  en  résulte,  pour  le  point  X  suivant  la  ligne  de  pente  de  ce  plan, 
est 

■  -■  rf*  y  ]V]  9 

aax  =  -TT  {^  —  x)dx  =  -n-r  (X  —  x)  dx 
ax*  h  i 

et  sa  composante  verticale  a^a  est 

.  M»' 

afli  sin ç  =  aax 9  =    ., '.   {\  —  x)  dx. 

Le  déplacement  vertical  total  est 

.X 


/      -ttViX — x)dx. 


Si  donc  on  cherche  la  valeur  critique  de  la  force  verticale  P, 
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appliquée  en  X,  celle-ci  sera  donnée  par  Téquation 
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étant  entendu  que  la  première  intégrale  représente  la  différence 
de  niveau  des  points  X  et  Xo,  ce  dernier  étant  supposé  fixe  avec 
une  tangente  horizontale. 

Quand  la  poutre  est  de  section  constaîite,  les  quantités  J  et  i 
sortent  des  signes  d'intégration.  Dans  ce  qui  suit,  nous  suppo- 
serons la  section  constante,  mais  on  reconnaîtra  facilement  que, 
comme  pour  les  pièces  chargées  de  bout,  la  méthode  permettrait 
d'aborder  numériquement  le  cas  de  poutres  à  section  variable. 

PiiKMiKii  CAS.  —  Console  de  section  constante  chargée  à  son 
extrémité,  —  Dans  ce  cas,  le  point  d'encastrement  conserve  sa 
tangente  horizontale  et  l'on  prendra  Xo  =  o  et  X  ::=:  /  dans  l'éva- 
luation de  la  différence  de  niveau  des  points  A  et  O. 

Fig.  ia8. 


»  i  '^'"'':^'f^'r''''"i'^^^fjr' 


Les  intégrales  du  second  membre  de  l'équation  (3)  doivent 
d'ailleurs  s'étendre  à  toute  la  poutre,  entre  les  limites  O  et  /. 

D'autre  part,  on  a  M  =  P(/ — x)  en  valeur  absolue,  de  sorte 
que  l'équation  (3)  se  réduit  à 


I»» 


ou 

p»  r<p»(/_a:)«rfj'  =  E»Ji  n^\^dx. 

Il  suffira  donc  d'introduire  dans  celte  équation  des  valeurs  de  o 
satisfaisant  approximativement  aux  conditions  du  problème.  Les 
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plus  importantes  de  ces  conditions  sont  évidemment 


ç  =  o        pour  X  =  o 


et 


dx 


=  o 


pour  ar  =^  /, 


car,  à  l'extrémité  libre,  on  doit  avoir  Mj.  =^ 
On  y  satisfait  en  prenant 


O. 


dx 


el 


M 


-   -  l      ~  — 
2    "  2 


En  faisant  les  intégrations  dans  ces  conditions,  on  trouve 


ou 


l'î  =    y    — 


F>=^X4..H 


La  valeui"  exacte  du  coefficient  numérique  serait  4îO>-  L'approxi- 
mation est  donc  satisfaisante.  On  pourrait  l'augmenter  encore  en 


dt^  ^  ^    d^st 

dx  ' 
trouverait  alors  4)02,  valeur  très  voisine  de  la  valeur  exacte. 


prenant   d'autres   valeurs    de  -^;  par   exemple  -5^  =(/ — x)-.  On 


Deuxième  cas.  —  Poutre  appuyée  à  ses  deux  extrémités^  de 
façon  à  ne  pouvoir  y  tourner  autour  de  son  axe  longitudinal^  el 
chargée  d^ un  poids  en  son  milieu.  —  Dans  ce  cas,  les  deux  moi- 
tiés de  la  poutre  devant  demeurer  symétriques  Tune  de  Tautre,  c'est 

Fig.  138  bis. 


w/yyyy//>'y>yy/v>r^^^^^^  x 


2P 


le  milieu  A,   point  d'application  de  la  charge,    qui  conserve  sa 
tangente  horizontale. 
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Appelons  2  Z  la  longueur  de  la  poutre  et  2/P  la  charge  en  son 
milieu.  On  aura  dans  Tinlégrale  du  premier  membre  de  Téqua- 
lion\(3)  à  faire  X©  =  Z  et  X  =  o,  et  Ton  pourra  n'envisager  qu'une 
des  deux  charges  P,  à  condition  de  n'appliquer  les  intégrales  du 
second  membre  qu'à  la  première  moitié  de  la  poiitre. 

On  a  d'ailleurs  M  =  Px  en  valeur  absolue,  de  sorte  que  l'équa- 
tion (3)  s'écrit 

7T-.     /      <t*a7*  dx  =   —rr-.     I       «&*t2  rfx  H /       (  -r^  )    dx 


OU 


p*  f  ^^x^dx  =  EUi  C  (^^^dx. 


Les  conditions  imposées  à  ^  sont  les  mêmes   que  dans  le  cas 

^  di 

précédent,  savoir  cp  =  o  pour  x^=o\  -p-  =0  pour  x  =  L  On  pren- 
dra donc  encore  comme  première  approximation  : 

o  ^=  Ix • 

^  i 

En  faisant  les  intégrations,  on  trouve 

La  valeur  exacte  du  coefficient  numérique  serait  2,1 1. 

Si  l'on  veut  avoir  la  valeur  critique  de  la  charge  totale  2  P  et  la 
rapporter  à  la  longueur  totale  2/,  il  faut  multiplier  le  coefficient 
trouvé   par   2'.   On   trouve   donc   finalement,  comme   coefficient 

de  E-j^,  le  nombre  16,88,  qui  est  à  comparer  au  coefficient  4, 01 

applicable  à  la  console.  11  est  un  peu  plus  de  quatre  fois  plus  grand. 
On  aurait  trouvé  un  rapport  de  4  exactement,  au  lieu  du  rap- 
port 452,  en  se  bornant  à  traiter  chaque  moitié  de  la  poutre  appuyée 
comme  une  console,  sans  tenir  compte  de  l'obstacle  opposé  a  la 
rotation  de  son  extrémité. 

Troisième  cas.    —    Poutre   encastrée  à  ses   deux  extrémités 
et  chargée  d'un  poids  en  son  milieu,  —  Dans  ce  cas,  le  point  A, 
aussi  bien  que  le  point  O,  conserve  sa  tangente  horizontale.  On 
P10EA.UD  24 
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peut  donc  faire  le    calcul  comme  daûs  le  dernier  cas,  en  tenant 
compte  seulement  de  ce  que  l'expression  de  M  est 


p(— î)  =  ^— ^ 


) 


dans  la  première  moitié  de  la  poutre.  L'équation  (3)  s'écrit  alors 
P*     r'  P*      r'  EJ    r' /d9\^ 


ou 


En  faisant  encore  %  =  Ix et  intégrant,  on  trouve 


ou 


P«=  ^^  xi3,333 


p  =  — ï- —  X    3,Gd  environ. 


Une  valeur  plus  exacte  du  coefilcient  serait  de  3,33  environ,  ce 
qui  conduirait  pour  la  charge  critique  totale,  rapportée  à  la  lon- 
gueur totale,  à  la  valeur 

,        ,.  =  ,6,66^1. 

Si  Ton  compare  là  poutre  encastrée  à  la  poutre  simplement 
appuyée,  on  voit  que  l'encastrement  augmente  la  stabilité  de  i  fois 
et  demie  environ,  le  rapport  des  coefficients  exacts  étant  i,53.  Le 
rapport  des  coefficients  approchés  est  i,65  et  il  en  est  très  voisin.  ' 

SKCONDE   METHODE  GÉNÉRALE 
PERMETTANT   d'OBTENIR   DES   VALEURS   A PPROGUé ES   DBS   CHARGES   CRITIQUES. 

Supposons  que  les  charges  appliquées  forment  un  système  défini 
et  soient  proportionnelles  à  l'une  d'elles  P.  Pour  de  faibles  valeurs 
de  P,  le  système  est  stable  ;  il  revient  à  sa  position  d'équilibre  si 
on  Ten  écarte  infiniment  peu,  d'une  manière  d'ailleurs  arbitraire. 
Pour  de  grandes  valeurs  de  P  le  système  peut  être  instable,  une 
déformation  commencée  pouvant  s'accentuer  indéfiniment. 

Si  l'on  se  borne  à  des  déformations  d'une  certaine  espèce,  espèce 
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correspondant  à  une  même  famille  de  courbes,  la  valeur  critique 
relative  à  cette  espèce  serait  la  valeur  de  P  pour  laquelle  la  situa- 
tion déformée  initiale  pourrait,  tout  en  se  modifiant,  conduii^e 
à  une  nouvelle  'situation  d'équilibre. 

La  valeur  critique  absoiue  serait  la  plus  petite  de  toutes  les 
valeurs  critiques  relathes. 

Une  valeur  critique  relative  peut  être  un  renseignement  précieux 
et  très  voisin  de  la  valeur  critique  absolue,  pourvu  que  Ton  sache 
d'avance  que  la  déformation  de  l'espèce  supposée  présente  une 
allure  générale  conforhie  à  celle  de  la  déformation  réelle  lors  du 
flambem^ent.  Oïl  peut  Tobtenir  approximativement  comme  il  suit  : 

On  supposera  la  pièce  déformée  suivant  une  courbe,  d'une  cer- 
taine famille,  définie  à  un  coefficient  de  proportionnalité  près. 
Dans  cet  état  déformé,  on  pourra  évaluer  les  moments  fléchissants, 
ou  les  momentis  de  torsion,  qui  seraient  dus  aux  charges  appli- 
quées, xît  même  ceux  qui  pourraient  provenir  des  réactions  dues 
aux  liaisons  établies  en  certains  points.  Partant  de  là,  on  pourra 
déterminer  la  forme  que  la  poutre  devrait  prendre  si  elle  se  trou- 
vait en  état  d'équilibre,  et  Ton  pourra  comparer  cette  forme  à  celle 
qui  constituait  l'hypothèse  initiale. 

Si  ces  deux  formes  étaient  identiques  à  un  coefficient  de  propor- 
tionnalité près,  elles  correspondraient  à  un  état  d'équilibre  pos- 
sible et  la  charge  critique  serait  celle  qui  assurerait  leur  identité 
absolue.  Il  suffirait  pour  l 'obtenir  d'écrire  que  les  déformations 
moyennes,  ou  maxima,  sont  les  mêmes. 

Si  cçs  deux  formes  ne  sont  pas  de  même  famille,  mais  de  familles 
voisines,  on  aura  cependant  une  valeur  approchée  de  la  charge 
critique  en  écrivant  encore  que  les  déformations  moyennes,  pu 
maxima,  sont  les  mêmes. 

On  peut,  en  outre,  observer  que  les  courbes  de  la  seconde  famille 
sont  celles  qui  tendent,  en  fait,  à  se  substituer  aux  courbes  de  la 
famille  initialement  envisagée,  par  l'effet  des  réactions  intérieures, 
jointes'aux  réactions  extérieures  dues  aux  liaisons,,  s'il  y  a  lieu.  Ce 
sont  donc  des  courbes  de  déformation  plus  vraisemblables,  plus 
rapprochées  de  la  déformation  réelle  de  flambement.  En  les  envi- 
sageant à  leur  tour,  elles  conduiront  donc  à  une  nouvelle  valeur 
critique  relative  plus  approchée  que  la  première  de  la  valeur  cri- 
tique absolue,  et  ainsi  d^  suite. 


F 
i 
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• 

La  rapidité  de  rapproximalion  peut  devenir  très  grande  et  le 
procédé  est,  dans  son  ensemble,  à  comparer  à  celui  qui  permet 
d*intégrer,  par  approximations  successives,  une  équation  difléren- 
tielle  de  la  forme 

On  sait  que  si,  dans  le  second  membre,  on  substitue  à^'  une  fonc- 
tion ^(a:),  qui  en  forme  une  première  approximation,  on  obtient 
une  seconde  approximation  meilleure  en  prenant  la  fonction  y  (:c) 
telle  que 

yCL\=  F(X,S.Z' 3*-')/ 

les  conditions  initiales  demeurant  les  mêmes. 

Quelques  exemples  simples  feront  saisir  Tesprit  et  la  portée  de 
la  méthode. 

Reprenons  d*abord  le  cas  d'une  pièce  chargée  debout  et  simple- 
ment appuyée.  Supposons-la  déformée  accidentellement  suivant 
une  courbe  parabolique  de  la  forme 

z  =  x{l  —  X), 

Le  moment  fléchissant  produit  par  la  force  F  agissant  à  ses  extré- 
mités sera,  au  point  d'abscisse  a:, 

M  =  Fz. 

Sous  Faction  de  ce  moment,  la  ligne,  élastique  devrait  avoir  pour 
équation  difTérentîelle 

d^Y'Fz 

cfx^  VA  ' 

En  intégrant,  on  trouve 

a* 

y  = ('i/r» — x*)-+-  A  -i-  Ba-, 

12 

OU,   en   tenant  compte    des    conditions  ^' =  o    pour    Ji*  =  o    et 

pour  J:  zn  /, 

y  —  —  \l'^x  -  -  '>.  Ix^  -h  x^  1.  ' 

La  déformation  maxima  de  la  courbe  z  au  milieu  est  —;  celle  de 

,  i  .  a«        5^  ^  • 

la  courbe  v  est  —  X  — rr  • 

*^  12  ib  ^ 
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En  les  égalant  on  trouve,  pour  définir  la  valeur  critique,  Téqua- 


tion 


Si  Ton  égalait  les  déformations  moyennes,  on  trouverait 

a'/*  =  10, o. 

« 

Ces  deux  valeurs  sont  ^éjà  bien  voisines  de  la  valeur  exacte  qui 
correspondrait,  comme  on  sait,  à  Téquation 

a«/«==  71*  =  9,809. 
Recommençons  en  partant  de  l'hypothèse 

Nous  trouverons  en  intégrant  Téquation  différentielle,  et  tenant 
compte  des  mêmes  conditions  aux  extrémités, 

•  3o  ^  ^ 

En  égalant  encore  les  ordonnées  maxima,  qui  sont  respecti- 
vement 

— -         ei         a^/«x —, 

i6  3o  A  64 

nous  trouverons,' pour  définir  la  valeur  critique,  l'équation 

avec  une  approximation  très  grande. 

Prenons  maintenant  le  cas  d'une  console  de  section  constante, 
chargée  à  son  extrémité  d'un  poids  P. 

Supposons  qu'on  la  déforme  transversalement,  suivant  une 
courbe  z  =y'(a:).  Le  moment  de  torsion  Mj.  dû  au  poids  P,  placé 
à  l'extrémité  /  de  la  console,  serait  au  point  G,  d'abscisse  x^  donné 
par  la  formule 


M,=  V 


3/  —  Z  —  ( 


*/ 


f/z    1 


L'angle  de  torsion  o  sera,  comme  nous  l'avons  vu,  donné  par 


1  ♦ 
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réquation  différentielle 

'  avec  la  condition  y  =:=  o  pour  a?  =  o. 

Enfin,  le  moment  fléchissant  M  au  même  point  G  est 

M=P(/  — ar). 

Or  la  déformation  transversale  y  qui  correspondrait  à  o  et  à  M, 
ainsi  obtenus,  devrait  satisfaire  à  l'équation  différentielle  rencon- 
trée plus  haut,  savoir  : 

d*y  _  M© 

7x^  ~~   El' 
\ 
avec  j  =  o  et  -j-  =^  o  pour  x  =  o. 

En  égalant  les  valeurs  de  Zi  et  de  y/,  correspondant  à  l'extré- 
mité de  la  console,  on  aura- une  équation  fournissant  une  valeur 
approchée  pour  la  charge  critique  P. 

Dans  le  choix  de  la  fonction  3,  on  se  guidera  sur  ce  que  l'on  doit 

^   dz 
avoir  >5  =  o  et  ^  ==  o  pour  x  =  o. 

Partant  de  z  =  x^  comme  première  hypothèse,  et  conduisant 
les  calculs  comme  il  vient  d'être  indiqué,  on  trouve  successi- 
vement 


EJ<ï>  =  P^/ï:r  — /a:«-4-Ç) 


P«     I  5  /' jr«  —  1 5  /«ar*-h  6  /  j:»  —  a:6 


On  trouve 


E*  J  i  90 


P*         5  /• 

zi—l'^        et         ri  =  „   .  .  X  * — > 

K*Jt        90 


d'où  l'on  trouve  la  valeur  critique  approchée 

,.       E  s/Ti 


/« 


X  4/^4 


On  peut  recommencer  en  partant  pour  z  d'une  expression  pro- 
portionnelle à  "celle  qui  vient  d'être  trouvée  pour  ^  et  Ton  trouve. 


y  = 
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sans  autre  difficulté  que  des  calculs  un  peu  longs, 

"^  ""    i8  6    "^    4  6     "*"    i8  "~  126' 

P»      iior.rî—  io5/«.r*— i89/»r«-+-  3i 5/*arfi— 9'A5/»a?7 ^- 90/*^*  —  ïo/j'»h-  /a?» 


0 
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En  égalant  encore  Zi  et^/,  on  trouve,  comme  seconde  approxi- 
mation de  la  valepr  critique, 

P  =  — ^  X  4,0^, 

valeur  extrêmement  voisine  de  la  valeur  théorique  exacte. 

Ces  deux  exemples  montrent  la  rapidité  s^vec  laquelle  les 
approximations  successives  tendent  vers  la  valeur  exacte.  On  peut 
donc  avoir  confiance  dans  la  méthode  pour  des  cas  moins  simples 
et  pour  lesquels  on  ne  dispose  pas  de  valeurs  théoriques  exactes. 
H  convient  d'ajouter  qu'on  peut  recourir  avantageusement  à  des 
constructions  graphiques  pour  remplacer  des  intégrations  ou  des 
calculs  compliqués  et  pour  parvenir  aux  courbes  de  déformation 
successives.  M.  Keelhoff,  professeur  à  l'Université  de  Gand,  a  pu 
traiter  ainsi  le  problème  assez  complexe  du  flambement  d'une 
membrure,  à  settion  variable,  d'urté  poutre  à  treillis. 


CHAPITRE  XV. 

POUTRES  ET  SYSTÈMES  TRIANGULÉS  MUNIS  D'ARTICULATIONS. 


I.  —  Considérations  générales  sua  les  systèmes  triangvlbs. 

Déânition  d'une  poutre  triangulée  et  articulée.  —  On  appelle 
pottfre  triangulée  et  articulée  une  poutre  composée  d'un  certain 


nombre  de  pièces  ou  barres,  réunies  à  leurs  extrémités  au  moyen 
•d'assemblages  leur  permettant  de  tourner  autour  de  leurs  points 
d'attache,  que  l'on  appelle  alors  articulations. 

Nous  supposerons  toujours  que  les  axes  longitudinaux  de  toutes 
ces  pièces  sont  situés  dans  un  même  plan  et  que  ce  plan  contient 
les  lignes  d'action  de  toutes  les  forces  appliquées  "à  la  poutre. 
Nous  admettrons  môme  que  ces  forces  appliquées  ont  exclusive- 
ment les  articulations  comme  points  d'application,  ou  se  trouvent 
reportées  en  ces  points  au  moyen  de  pièces  spéciales  ou  longe- 
rons. Dans  le  cas  contraire,  si  une  des  pièces  AB  supportait  des 
forces  en  des  points  quelconques  de  sa  longueu^,  et  jouait  ainsi  le 
rôle  de  longeron,  on  pourrait  encore  remplacer  ces  forces  par  un 
système  équivalent  composé  de  deux  forces  parallèles  à  leur  résul- 
tante et  appliquées  aux  deux  articulations  A  et  B.  On  ne  modifierait 
pas  ainsi  les  conditions  générales  d'équilibre  de  la  poutre,  mais 
seulement  les  conditions  particulières  d'équilibre  de  la  pièce  AB  ; 
dont  il  faudrait,  bien  entendu,  faire  après  coup  l'étude  en  la  consî- 
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(lérant  comme  longeron,   c*esl-à-dire  comme  une   poutre   droite 
reposant  sur  deux  appuis  simples. 

Ainsi,  à  un  point  de  vue  purement  géométrique,  une  poutre 
articulée  .se  réduit  à  un  ensemble  de  lignes  réunissant  deux  à  deux 
un  certain  nombre  de  points  d'un  plan.  Les  points  s'appellent  les 
sommets  ou  les  nœuds;  les  lignes  qui  les  joignent  deux  à  deux 
s'appellent  les  côtés. 

Au  point  de  vue  mécanique,  les  seules  forces  à  considérer  sont 
de  deux  catégories  : 

1°  Les  forces  appliquées  aux  différents  nœuds  suivant  des  direc- 
tions connues;  on  suppose  môme,  que  les  réactions  des  appuis, 
lesquels  sont  des  sommets  particuliers,  sont  au  préalable  déter- 
minées et  font  partie  des  forces  appliquées.  Celles-ci  constituent 
donc  dans  leur  ensemble  un  système  de  forces  en  équilibre. 

2**  Les  eff*orts  qui  s'exercent  dans  les  différentes  barres  et  qui, 
en  raison  des  articulations,  ont  pour  lignes  d'action  ces  barres  ellcvS- 
mêmes.  Chaqtie  barre  est  soumise  en  ses  deux  points  d'articulation 
à  deux  forces  égales  et  de  sens  contraire,  qui  constituent  les  actions 
développées  sur  elle  par  le  reste  de  la  poutre.  Si  ces  forces  sont 
dirigées  des  points  d'articulation  vers  la  barre,  celle-ci  est  com- 
primée; dfins  le  cas  contraire,  elle  est  tendue.  Les  réactions  de  la 
barre  sur  les  articulations  sont  des  forces  égales  et  de  signe  contraire 
aux  précédentes. 

Figures  déformables,  indéformables,  strictement  indéformables. 
—  Les  figures  géométriques  représentant  le  schéma  d'une  poutre 
articulée  peuvent  se  diviser  en  deux  grandes  classes  : 

i"  Les  figures  déformables.  Ce  sont  celles  dont  un  ou  plusieurs 
angles  peuvent  varier  sans  que  les  longueurs  des  côtés  varient. 

2"  Les  figures  indéformables.  Ce  sont  celles  dont  les  angles 
sont  complètement  déterminés  lorsque  les  longueurs  des  cotés  sont 
données. 

Les  figures  indéformables  comprennent  elles-mêmes  deux  caté- 
gories qu'il  importe  de  distinguer  : 

a.  Les  figures  strictement  indéformables,  qui  cessent  de  l'être 
dès  que  l'on  supprime  un  quelconque  de  leurs  côtés. 
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6.   Les  figures  à  lignes  surabondantes,  dont  certains  côtés  peu- 
^      vent  être  supprimés  sans  qu'elles  cessent  pour  cela  d'être  indéfor- 
mables. Les  côtés  dont  la  suppression  est  possible  sont  dits  sura- 
bondants; mais  cette  expression  est  toute  relative. 

Un  triangle  est  une  figure  strictement  indéformable.  Un  quadri- 
latère sans  diagonale  est  une  figure  déformable.  Si  on  lui  ajoute 
une  diagonale,  ce  quadrilatère  devient  strictement  indéformable. 
Si  on  lui  ajoute  ses  deux  diagonales,  on  obtient  une  figure  à 
lignes  surabondantes.  La  ligne  surabondante  est  d'ailleurs  soit 
Tune,  soit  l'autre  des  deux  diagonales,  soit  même  Tun.des  côtés 
primitifs.  . 

Quand  une  figure  pe^t  être  considérée  comme  le  résultat  de  la 
juxtaposition  de  deux  ou  plusieurs  figures  distinctes,  il  suffit  que 
Tune  de  ces  dernières  soit  déformable  pour. que  la  figure  complète 
le  soit. 

Lorsque  deux  ou  plusieurs  figures  distinctes  sont  toutes  indé- 
formables et  que  Ton  peut  les  juxtaposer,  la  figure  qui  en  résulte 
est  elle-même  indéformable.  11  suffit  que  l'une  des  figures  soit  à 
lignes  surabondantes  pour  que  la  figure  complète  le  soit  aussi. 

Une  même  figure  peut  être  déformable  dans  une  de  ses  parties, 
et  à  lignes  surabondantes  dans  une  autre. 

Nombre  des  côtés  des  figures.  —  Soi  n  e  nombre  des  sommets 
d'une  figure,  m  le  nombre  de  ses  côtés  ;  ni  est  au  plus  égal  à 

Si  l'on  choisit  deux  des  sommets  pour  y  rattacher  tous  les  autres, 
qui  sont  au  nombre  de  n  —  2,  on  aura  une  figure  strictement  indé- 
formable en  joignant  d'abord  les  deux  sommets  choisis  entre  eux 
et  ensuite  à. chacun  des  n  —  2  autres.  Le  nombre  des  côtés  de  celte 


ligure  est  donc 


I  -h  2(/i  —  -2)  =  in  —  3. 


On  voit  ainsi  qu'une  figure   strictement  indéformable  doit  com- 
porter 2/i  —  3  côtés. 

Si  Ton  avait  m  <  .m  —  3,  la  figure  serait  certainement  défor- 
mable. 
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Si  Ton  avait  n  >-  a/i  —  3,  et  si  l'on  savait  d'autre  part  que  la 
figure  est  indéfocmable,  on  serait  assuré  qu'il  s'agit  d'une  figure  à 
lignes  surabondantes  et  le  nombre  de  ces  dernières  serait  préci- 
sément m —  2A14-3. 

Mais  il  peut  y  avoir  des  figures  déformables  dans  une  de  leurs 
parties,  et  contenant  néanmoins  2n  —  3  côtés  ou  même  davantage, 
si  quelque  autre  partie  est  à  lignes  surabondantes. 

Les  figures  déformables  sont  naturellement  proscrites  des  cons- 
tructions, et  parmi  les  figures  indéformables  celles  qui  ont  des 
lignes  surabondantes  ne  présenlentjamais  d'avantages  qui  puissent 
les  faire  spécialement  recommander  a  priori.  Leur  calcul  est  com- 
pliqué, et  Maurice  Lévy  a  démontré  qu'pri  pouvait  toujours  leur 
substituer  un  système  strictement  indéformable  au  moins  aussi 
économique.  Quand  on  est  obligé  de  recourir  à  un  système  à 
lignes  surabondantes,  on  peut  généralement  le  considérer  comme 
résultant  de  la  superposition  de  deux  ou  plusie^irs  schémas  stricte- 
ment indéformables,  renfermant  un  certain  nombre  de  barres 
communes.  C'est  ce  que  Ton  appelle  alors  des  systèmes  composés. 

Les  figures  indéformables  sont  donc  de  beaucoup  les  plus  inté- 
ressantes au  point  de  vue  des  constructions.  On  ne  s'occupe  même 
guère  que  des  catégories  qui  se  prêtent  aisément  au  calcul  numé- 
rique ou  graphique.  On  peut  à  cet  égard  distinguer  particulière- 
ment les  deux  suivantes  : 

i®  Figures  à  nœuds  canoniques.  —  !Nous  appellerons  nœud 
simple  un  nœud  auquel  n'aboutissent  que  deux  barres,  et  générale- 
ment nœlid  multiple  d'ordre  p  un  nœud  auquel  aboutissent/)  -h  i 
barres. 

Une  figure  à  nœuds  canoniques  est  dfie  figure  qui  possède 
au  moin^  un  nœud  simple  et  qui  reste  telle  lorsque  ron  sup- 
prime les  deux  barres  aboutissant  à  ce  nœud. 

2"  Figures  à  sections  canoniques.  —  Prenons  dans  le  plan 
d'une  figure  une  droite  ne  la  re^i^contrant  pas,  la  laissant  par  exemple 
tout^  entière  à  sa  droite.  Puis  faisons-la  mouvoir  de  telle  façon 
qu'elle  balaie  simplement  la  région  du  plan  occupée  par  la  figure, 
ce  qui  veut  dire  que  chaque  point  de  cette  région  ne  sera  ren- 
contré qu'une  fois  par  la  droite  mobile.    Celle-ci  sera,  de  plus, 


38o 


CHVPITRB  XV. 


déplacée  de  telle  façon  qu'elle  ne  rencontre  jamais  deux  sommets 
à  la  fois.  Dans  ces  conditions,  elle  franchir^  d'abord  un  sommet, 
puis  deux,  puis  les  n  sommets.  Les  position^  successives  qu'elle 
prend  lorsqu'elle  rencontre  la  figure  peuvent  se  répartir  en 
,/?  —  I  groupes  distincts,  suivant  le  nombre  des  sommets  qu'elle  a 
dépassé. 

En  prenant  une  droite  dans  chacun  de  ces  n  —  i  groupes,  on  a 
ce  qu'on  peut  appeler  un  sysièm^  de  sections  normales. 

Ces  sections  seront  dites  simples  lorsqu'elles  ne  rencontreront 
que  deux  barres  ou  bien  trois  barres  non  concourantes. 

Ceci  posé,  //  existe  des  figures  strictement  indéformables 
pour  lesquelles  une  au  moins  des  sections  normales  est  simple 
et  qui  sont  telles^  d\iilleuris^  que  si  l'on  supprime  les  barres 
coupées  par  la  section  dont  il  s'agit^  chacune  des  deux  parties 
restantes  de  la  Jigure  primitive  jouit  encore  de  la  même  pro- 
priété. Nous  diro/ifs  qu'une  pareille  jiiiure  possède  un  système 
de  sections  canoniques, 

I^es  figures  â  nœuds  canoniques  possèdent  toujours  un  système 
de  sections  canoniques,  puisque  l'on  peut  toujours,  au  voisinage 
du  nœud  simple,  faire  passer  une  section  ne  rencontrant  que  deux 
barres;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

3*  Poutres  réticulaires  ou  à  simple  triangulation,  —  On 
appelle  canevas  réliculaire,  ou  simplement  triangulé,  un  canevas 
qui  résulte  de  la  juxtaposition  successive  d'un  certain  nombre  de 
triangles  d'après  la  règle  qui  va  suivre.  s 

Imaginons  que,  partant  d'un  premier  point  initial^  nous  décri- 
vions un  premier  triangle,  dont  les  côtés  successifs  soient  désignés 
par  les  numéros  i,  2  .et  3;  puis  que,  une  fois  revenus  au  point 
initial,  nous  décrivions  une  ligne  brisée  extérieure  au  triangle  et 
f(»rmée  de  deux  cotés,  numérotés  4  ^l  5,  de  manière  à  former  un 
second  triangle  dont  le  côté  3  soit  le  premier  côté.  Traçons  de 
même  une  nouvelle  ligne  brisée  à  deux  côtés  6  et  7  formant  un 
nouveau  triangle  dont  le  premier  côté  soit  le  dernier  du  triangle 
précédent,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  côté  du  dernier  triangle 
aboutira  à  un  sommet  que  Ton  appellera  yDOt/z/yZ/i/'//. 

Kntre  le  point  initial  et  le  point  linal,  on  peut  parcourir  d'un 
seul  trait  tout  fensemble  du  canevas,    qui  est   ainsi   une    ligne 
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brisée  'Cun  seul  tenant.  Par  suite,  Y  ordre  des  différentes  lignes 
ou  barres  est  parfaitement  défini;  c'est  Tordre  dans  lequel  on  les 
décrit  successivement,  et  il  est  précisé  par  on  simple  numérotage. 
(Le  sens  d'une  barre  pouirrait  être  également  parfaitement  défini; 
ce  serait  celui  dans  lequel  la  barre  est  parcourue  en  allant  du  point 
initial  au  point  final.) 

On  constate  aisément  les  propriétés  suivantes  : 

I**  Le  nombre  total  des  triangles  étant  /i,  celuj  des  barres  du 
canevas  est  impair,  et  égal  à  2  //  -h  1 ,  puisque  le  premier  triangle 


Fig.  i3o. 


G,v 


a  trois  côtés  et  que  chacun  des  n  —  i  suivants  en  introduit  deux 
[3-4-2(/i  —  i)  =  a/i-f-i). 

2"  Les  nœuds  sont  au  nombre  de  /i  4-  2,  savoir  trois  fournis 
par  le  premier  triangle  et  un  par  chacun  des  n  —  i  triangles  sui- 
vants (3-f-/*  —  I=/2-h2). 

3**  A  l'exception   du  premier  et  du  dernier  côtés,  numérotés  i 
et  2/1  +  1,    toutes  les  barres  portant  des  numéros  impairs   font 
partie  de  deux  triangles  successifs  et  sont  intérieures  au  canevas 
réticulaire.  On  les  appellera  diau^onales. 

Les  barres  extrêmes  1  et  2/i-f-i  seraient  des  diagonales  dans 
un  canevas  réticulaire  prolonge  soit  à  droite,  soit  à  gauche  du 
canevas  limité  que  l'on  considère. 

Toutes  les  barres  portant  des  numéros  pairs  ne  font  partie  que 
d'un  seul  triangle  et  sont  situées  sur  le  pourtour  du  canevas.  On 
les  appellera  membrures^  et  Ton  pourra  parfois  avoir  avantage  à 
distinguer  les  membrures  supérieures,  dont  le  numéro  sera  géné- 
ralement un  multiple  de  4^  des  membrures  inférieures  dont  le 
numéro  sera  généralement  un  nombre  de  la  forme  m.  4  4-  2. 

4"  Le   groupe    des    barres   de   numéros    impairs   (diagonales) 
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(hîfiail  un  système  de  n-\-  i  sections  normales  simples.  Si  la  diago- 
nale considérée  porte  le  numéro  2/?-+-i,  la  section  normale 
correîspondante  coupe,  en  même  temps  que  cette  diagonale,  les 
membrures , 2 />  et  2/> -h  2,  c*est-à-dire  les  barres  qui  Tencadrent 
dans  Tordre  du  numérotage.  On  peut  étendre  cette  règle  même 
aux  barres  extrêmes  1  et  2  /ï  +  i  en  supposant  un  canevas  prolongé 
dans  lequel-  existeraient  des  barres  numérotées  zéro  el  2/1  +  2, 
et  de  direction  complètement  arbitraire  d'ailleurs. 

Quant  aux  membrures,  barres  de  numéros  impairs,  elles  sont 
ôoupées  chacune  par  deux  sections  normales  distinctes,  celles  qui 
correspondent  aux  deux  diagonales  qui  les  enc^adrent.  Ainsi  la 
barre  n®  6  est  coupée  par  la  section  normale  4^  5,  6,  qui  corres- 
pond à  la  diagonale  5,  et  par  la  section  normale  6,  7,  8,  qui  corres- 
pond à  la  diagonale  7.  On  peut  toujours  rattacher  une  membrure 
à  la  section  normale  dont  le  numéro  précède  le  sien.  , 

Cela  posé,  on  appelle  sommet  opposé  à  une  barre  quelconque 
le  point  de  concours  des  deux  barres  qui  sont  coupées  en  même 
tenips  qu'elle  par  la  section  normale  à  laquelle  on  la  suppose  ratta- 
chée. Cette  définition  équivaut  -à  la  règle  suivante  :  le  sommai 
opposé  à  lirie  barre  est  le  point  fie  concours  des  deux  barras 
qui  r encadrent  dank  l^ ordre  du  numérotage. 

S'il  s'agit  d'une  diagonale  courante,  ce  résuUat  est  évident.  Par 
exemple,  la  diagonale  n**  3. a  pour  sommet  opposé  le  point  G :i, 
point  de  concours  des  barres  n^  2  et  n"  4i  qui  Tencadrent  et  qui 
sont  coupées  en  même  temps  qu'elle  par  la  section  normale  qui  lui 
rorj'cspond. 

S'il  s'agit  d'une  des  barres  extrêmes,  la  barre  n**  i  par  exeftiple, 
le  sommet  opposé  Gi  sera  le  point  de  concours  de  la  barre  n**  2  el 
de  la  barre  n°  o  du  canevas  prolongé  arbitrairement  "à  gauche. 
Ce  sera  donc  un  point  arbitraire  de  la  barre  n"  2.  On  pouri*a 
supposer  que  c'esl  un  point  infiniment  voisin  du  point  de  concours 
des  barres  1  et  2,  désigné  par  (jq. 

S'il  s'agit  d'une  membrure  de  numéro  pair  2/>,  on  peut  la  ratta- 
cher soit  à  la  section  normale  2/>--i,  soit  à  la  section  noi^ 
maie  ayo+i.  Dans  le  premier  cas,  son  sommet  opposé  serait  le 
point  do  concours  des  barres  2/?  —  2  et  'xp  —  i ,  et  dans  le  second 
ras  il  serait  le  point  de  concours  des  barres  2/)+i  et2jt>-l-2. 
Ces  deux  points  sont  évidemment  confondus  en  un  seul,  qu'on 
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peut  considérer  comme  le  point  de  concçurs  des  deux  diagonales 
2^ —  i  et  2p  -\-  ï. 

Il  est  à  noter  que  le  sommet  opposé  à  une  membrure  est  un 
nœud  réel  de  la  poutre,  puisqu'il  résulte  de  Fintersection  de  Tun 
ou  Tautre  des  groupes  de  baçres  consécutives  2p  —  2  et  2/)  —  1 , 
ou  bien  2/?  4-  i  et  2/)  +  2.  Il  en  est  de  même,  avec  la  convention 
faite  pour  G| ,  du  sommet  opposé  à  une  diagonale  extrême.  En  sorte 
que  ce  résultat  est  général  pour  toutes  les  barres  du  pourtour  du 
canevas.  Au  contraire,  les  sommets  opposés  aux  diagonales  cou- 
rantes ne  sont  pas  des  nœuds  de  la  poutre,  car  ils  sont  les  points 
de  rencontre  de  deux  barres  de  pourtour  non  consécutives.  Ils 
sont  généralement  situés  en  dehors  de  l'espace  occupe  par  le 
canevas.  Ces  sommets,  au  nombre  de  n  —  i,  pourront  toutefois 
être  considérés  comme  des  nœuds  fictifs,  qui,  adjoints  aux  nœuds 
réels,  au  nombre  de  //-h  2,  formeront  un  groupe  de  points,  dont 
le  nombre  total  est  2/1  -h  i  égal  au  nombre  des  barres. 

Remarque.  — ,0n  peut  toujours  rattacher  au  canevas  réti- 
culaire  tout  canevas  résultant  de  la  juxtaposition  de  triangles.  Il 
suffit  pour  cela  de  supposer  intercalés  un  certain  nqmbre  de 
triangles  supplémentaires  infiniment  plats  le  long  des  diagonales 
qu'il  faudrait  parcourir  deux  fois  pour  avoir  un  tracé  d'un  seul 
tenant.  On  dédouble  ainsi  ces  diagonales,  et  Ton  résout  les  nœuds 
multiples  dont  Tordre  serait  supérieur  à  trois. 

Ains"!,  le  canevas  ci-contre^  (a)  pourra  être  remplacé  par  le  ca- 
nevas réticulaire  (6).  La  barre  AB  joueta  le  même  rôle  que  si  elle 
résultait  de  la  soudure  des  deux  barres  AB   et  A'B  du  second 


* 
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canevas.  La  direction  arbitraire,  que  Ton  peut  attribuer  à  la  mem- 
brure infiniment  petite  AA',  numérotée  8,  aura  pour  eflet  de 
modifier  la  répartition  des  efforts  entre  les  deux  barres  dédou- 
blées 7  et  9,  mais  n'influera  en  aucune  façon  sur  leur  résultante, 
qui  seule  importe  dans  la  réalité. 
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Cette  remarque  a  un  intérêt  d'ordre  théorique    évident.   Elle 
permet  d'éviter  l'étude  des  dispositions  particulières  des  triangles 

Fig.  i32. 


et  de  généraliser  les  résultats  très  nets  que  Ton  obtient  pour  les 
canevas  réticulaires,  en  les  étendant  à  un  groupe  plus  étendu 
qu'on  peut  désigner  par  le  mol  pseudo-ré  tic  ala  ire. 

s 

II.  —  ReCHBRCHB  DBS  EFFORTS  DANS  LES  BARRE<<. 

4 

Indication  des  deux  méthodes  en  présence.  —  Lorsqu'une  poutre 
articulée  est  strictement  indéformable,  possédant  n  sommets  et 
2.n  —  3  côtés,  on  peut,  sauf  certains  cas  d'.exception,  déterminer 
par  la  statique  les  tensions  de  toutes  sds  barres  lorsque  les  réac- 
tions des  appuis  ont  été  au  préalable  déterminées  et  sont 
supposées  connues  tout  comme  les  forces  appliquées.  Pour  cela, 
on  dispT)se  de  deux  méthodes  basées,  l'une  sur  la  considération  de 
l'équilibre  des  nœuds,  l'autre  sur  la  considération  de  l'équilibre 
des  tronçons  découpés  paç  un  système  de  sections  normales. 

Il  sufdt  de  montrer  que  l'on  obtient  le  nombre  des  équations 
nécessaires  à  la  détermination  des  a  /i  —  3  tensions  dans  les  barres. 

Chaque  nœud  regardé  comme  un  point  libre  doit  être  en  équi- 
libre sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  directement  appliquées 
et  des  tensions  des  barres  qui  y  aboutissent.  Si  cette  condition  est 
remplie  par  tous  les  nœuds,  le  système  entier  sera  forcément  en 
équilibre.  Or,  comme  toutes  les  forces  aboutissant  à  un  nœud  sont 
concourantes,  il  suffit  d'écrire  que  la  somme  de  leurs  projections 
sur  deux  axes  est  nulle.  Cela  fait  donc  2/1  équations  de  condition 
en  tout.  Si  l'on  éliminait  entre  élites  les  in  '—'à  tensions  inconnues, 
on  obtiendrait  évidemment  les  trois  équations  de  condition  qui 
sont  nécessaires  pour  que  les  forces  appliquées,  y  compris  les 
réactions  d'appui,   se   fassent  équilibre  sur  la  poutre.   Ces  trois 
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équations,  que  Ton  peul  écrire  a  priori^  suffisent  d'ailleurs  dans 
certains  cas  à  déterminer  les  réactions  des  appuis. 

De  même  pour  que  le  système  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  chacun  des  tronçons  successivement  découpés  par  un 
système  de  sections  normales  soit  en  équilibre  sous  l'action  dés 
forces  directement  appliquées  au  tronçon  et  des  tensions  des 
barres  coupées  par  la  section  correspondante  à  ce  tronçon.  On 
obtient  ainsi  en  apparence  3n  —  3  équations,  à  raison  de  trois  par 
section  normale;  mais  ces  équations  ne  sont  pas  toutes  distinctes. 
On  reconnaît  facilement,  en  effet,  que  deux  sections  normales 
successives  ne  sont  séparées  que  par  un  seul  nœud  et  que,  par  suite, 
toutes  les  barres  qui  ne  sont  pas  coupées  à  la  fois  par  elles  con- 
courent à  ce  sommet.  Si  donc  on  faisait  les  différences  deux  à 
deux  des  équations  d'équilibre  relatives  à  deux  sections  normales 
successives,  ce  qui  reviendrait  à  établir  les  conditions  d'équilibre 
ilu  tronçon  de  poutre  compris  entre  elles,  on  retomberait  for- 
cément sur  les  conditions  d'équilibre  du  sommet  qui  les  sépare. 
Or  ces  conditions  doivent  se  réduire  à  deux,  puisqu'il  s'agit  de 
forces  concourantes.  Où  ne  peut  d(mc  obtenir  plus  de  2/1 — 2 
équations  distinctes.  Si  l'on  éliminait  entre  elles  les  2/1  —  3  tensions 
inconnues,  on  aurait  évidemment  la  condition  qui  doit  exister 
entre  les  forces  appliquées  aux  n  —  i  premiers  sommets.  Cette 
condition,  c'est  que  leur  résultante  doit  passer  par  le  /i'*"*  sommet. 
.  Le  problème  est  donc  bien  déterminé,  sauf  dans  certains  cas 
exceptionnels  où  les  équations  obtenues  seraient  incompatibles 
ou  indéterminées  en  raison  des  valeurs  particulières  de  leurs 
coefficients.  Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  ces  cas  d'excepti(m. 

Tout  l'intérêt  de  la  classification  faite  précédemment  dans  les 
systèmes  strictement  indéformables  consiste  à  mettre  en  évidence 
les  cas  dans  lesquels  la  résolution  analytique  ou  graphique  des 
^^uations  peut  s'opérer  d'une  manière  simple  en  pratique. 

Les  systèmes  à  nœuds  canoniques,  qui  p<)ssèdent  èi\  même  temps 
des  sections  canoniques,  se  prêtent  également  bien  aux  deux 
méthodes;  mais  la  seconde  convient  seule  aux  systèmes  à  sections 
canoniques  en  général. 

Méthode  basée  sur  l'équilibre  des  nœuds  dans  les  systèmes  à 
nœuds  canoniques.  —  11  importe,  [)our  éviter  des  erreurs  de  signe 
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faciles  à  commeilre,  de  bien  se  rappeler  la  disiinction -entre  les 
efforts  exercés  sur  une  barre  par  les  nœuds  auxquels  elle  se 
rattache,  et  les  efforts- égaux  et  de  si^e  contraire  qui  sont  exercés 
par  la  barre  sur  les  nœuds^  et  par  suite  sur  le  reste  de  la  construc- 
tion. Il  sera  utile  à  ce  point  de  vue  d'arrêter  d  avance  un  programme 
d'opérations  méthodique,  tel  que  par  exemple  le  suivant. .  - 

On  part  d'un  nœud  simple  O,  auquel  sont  attachées  deux  barres 

Fig.  i33. 
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OA  et  OB,  de  directions  connues,  et  auquel  sont  appliquées  des 
forces  dont  la  résultante  est  connue  en  grandeur  et  en  direction. 
On  décompose  cette  résultante  en  deux  forces  dirigées  suivant  OA 
et  OB,  et  Ton  obtient  ainsi  les  actions  exercées  par  le  nœud  stu: 
les  barres.  Ces  forces  sont  égales  à  celles  que  ces  barres  exercent  ^ 
leur  tour  sur  le  reste  de  ^a  construction.  On  les  supposera  donc 
ensuite  transportées  respectivement  en  A  et  B  pour  les  adjoindre 
aux  forces  extérieures  données  agissant  en  ces  nœuds.  Si  Fun  de 
ces  nœuds  est  transiormé  en  nœud  simple  par  la  suppression  de 
la  barre  qui  v  aboutit,  et  dont  l'action  est  connue,  il  jouera  dans 
la  suite  des  opérations  le  même  rôle  que  le  nœud  simple 
primitif  ().  En  tous  cas,  par  déiinition  même,  il  y  aura  un 
n(cud  sim[)le  dans  le  canevas  réduit  par  la  suppression  des  deux 
barres  OA  et  OB. 

Le  sens  positif  à  considérer  dans  une  barre  telle  que  OA  pourra 
être  sjstématiquenieut  celui  qui  va  de  O  vers  A,  c'est-à-dire  qui 
va  du  nœud  simple  dont  on  s'occupe  vers  la  seconde  extrémité  de 
la  barre.  Alors,  si  le  nœud  simple  exerce  sur  cette  barre  un  effort 
positif,  celte  bari'e  sera  comprimée.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
serait  tendue. 
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a.  Solution  analytique.  —  Soient  a  et  ^  les  angles  que  font, 
avec  la  direction  de  l'axe  Ox^  les  directions  positives  des  deux 
barres  OA  et  OB  respectivement,  et  soient  Ta  et  T^  les  efforts 
exercés  par  le  nœud  sur  ces  barres.  Inversement,  les  efforts  exercés 
par  les  barres  sur  le  nceud  seront  respectivement  — T^  et  — Ta. 

D'autre  part,  soit  R  la  résultante  des  forces  connues  appliquées 
au  nœud  simple  O  et  y  Fangle  que  fait  sa  direction  avec  Ox. 

Les  deux  équations  d'équilibre  du  nœud  s'écriront 

T/<  cos  a -h  Ta  ces  p  =  R  cos  Y, 
T,^  siiia -H  Ta  sinp  =  R  siny. 

On  en  déduit  iiçmédiateineuL 

la —  *^-: — 7-5 \9  lA=t\-: — 5— • 

sin(p  —  a)  sio<a  — p) 

Ces  relations  peuvent  encore  se  mettre  sous  la  forme 

T^  Tj, R 

siii(P  —  y;  ~  sin(Y  —  a>  ~  siii(^  —  a) 

et  on  les  obtiendrait  directement  sous  cette  forme  en  considérant 
le  triangle  de  décomposition  de  la  force  R  suivant  les  deux  direc- 
tions a  et  p.  » 

Une  opération  de  même  nature  se  retrouvera  pour  chacun  des 
nœuds  simples  successivement  rencontrés  dans  les  figures  réduites 
successives. 

Finalement,  on  aboutira  à  une  figure  réduite  à  un  triangle.  Les 
trois  groupes  de  deux  équations,  que  Ton  peut  écrire  pour  l'équi- 
libre de  ses  trois  sommets,  fourniront  les  tensions  des  trois  der- 
nières barres,  .ainsi  que  les  conditions  d'équilibre  des  forces 
appliquées,  ce  qui  donnera  la  possibilité  de  vérifier  les  calculs 
successifs. 

A.  Solution  graphique.  Procédé  de  Crémona.  —  Au  lieu  de 
calculer  les  efforts  T^  et  Ta,  on  peut  les  déterminer  graphiquement , 
soit  sur  la  figure  elle-même,  soit  au  moyeu  d'un  polygone  des 
forces  construit  à  part.  Ce  polygone  des  forces  comprendra  en 
premier  lieu  les  forces  connues  appliq^iées  au  n<eud  O  considéré, 
savoir  :  les  forces  directement  appliquées  à  ce  nœud  et  les  tensions 
préalablement  déterminées  de  certaines  des  barres  qui  y  aboutissent . 
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Cela  fournira  la  résultante  R.  H  suffît  ensuite,  pour  trouNtT  les 
aeui  efforts  exercés  sur  les  barres  OA  et  OB,  de  décon^poser  R 

rig.  i34. 
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suivant  la  direction  dp  ces  barres,  en  menant  par  les  deux  extré- 
mités de  R  des  parallèles  à  ces  directions.  Le  triangle  AtoB,  par 
exemple,  fournira  T^,  =  A to  et  T^  =  coB,  les  sens  de  T^  f^t  T^  étant 
marqués  par  les  flèches. 

Celte  construction  peut  se  faire  d'une  seconde  façon  équivalente 
en  considérant  le  triangle  ABw'. 

On  peut  profiter  de  cette  faculté  pour  juxtaposer,  sur  une  seule 
et  même  épure,  tous  les  polygones  des  forcés  relatifs  aux  différents 
sommets  rencontrés.  C'est  cet  avantage  particulier  que  Ton 
recherche  dans  le  procédé  dit  des  figures  réciproques^  dont 
l'idée  est  due  à  Maxwell  et  qui  a  été  perfectionné  par  Crémona. 

Fi^.  i35. 
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Nous  nous  bornerons  à  en  faire  l'application  au  cas  d'une  fijjure 
réticulaire.  La  règle  à  suivre  peut  alors  s'indiquer  très  simplement 
de  la  manière  suivante. 
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Soil  le  canevas  réticiilaire  ABCDEA.  Désignons  parles  lettres 
corrcspondanles  abc  de  les  forces  en  équilibre  appliquées  aux 
différents  sommets  suivant  les  lignes  d'action  connues  (A)  (B)  ... 

Fig.  i36. 
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Traçons  un  polygone  a^voea  des  forces  appliquées  dans  Tordre 
où  on  les  rencontre  en  faisant  le  tour  du  canevas,  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre  par  exemple.  Chaque  côté  est  désigné  sur 
la  figure  par  le  nom  de  la  force  a 6c ....  Ce  polygone  est  fermé, 
puisque  les  forces  appliquées  (y  compris  les  réactions  d'appui 
supposées  connues)  forment  un  système  en  équilibre. 

Par  Forigine  de  chaque  force,  menons  une  parallèle  à  la  barre 
qui  vient  avant  elle  sur  le  pourtour.  Ainsi,  par  l'origine  a  de  a,  nous 
mènerons  une  parallèle  à  la  barre  (2);  par  l'origine  ^  de  6,  nous 
mènerons  une  parallèle  à  la  barre  (1),  et  ainsi  de  suite.  (Ces  diffé- 
rentes parallèles  sont  indiquées  en  pointillé  sur  la  figure.) 

Cela  fait  par  le  point  de  rencontre  m  des  parallèles  1  et  2  aux 
barres  (i)  et  (2)  qui  aboutissent  au  nœud  simple  A,  on  mènera 
une  parallèle  /^î/i,* ou  3,  ù  la  première  diagonale  (3),  jusqu'à  sa 
rencontre  en  n  avec  la  parallèle  4-  Par  le  point  /i,  on  mènera  de 
même  une  parallèle  np  à  la  diagonale  suivante  (5)  jusqu^à  sa 
rencontre  en  p  avec  la  parallèle  (6),  et  ainsi  de  suite  pour  un  canevas 
plus  compliqué.  On  formera  ainsi  une  ligne  eiT  zigzag  mnp  .., 
(ou  3-5-7),  ^^^^  ^^s  différents  côtés  mn  —  np  —  ...  sont  parallèles 
aux  diagonales  successives  et  dont  les  sommets  sont  sur  les 
parallèles  aux  barres  de  pourtour  qui  encadrent  la  diagonale 
considérée,  dans  l'ordre  du  numérotage. 
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On  reconnaîtra  sans  peine  que  ce  tracé  fournil  tous  les  polj- 
goncs  des  forces  relatifs  à  l'équilibre  des  différents  nœuds. 

Le  triangle  a^wi,  par  exemple,  donne  les  forces  am  et  m  p  qui 
ri'-sullent  de  la  décomposition  de  la  force  a  suivant  Jes  deux 
barres  (a)  et  (i). 

De  même,  le  quadrilatère  m  ^y"  fournit  d'abord  la  résultante  my 
(non  tracée)  des  forces  connues  i  et  b  qui  s'exercent  sur  le  nœud  B. 
Celte  résultante  se  trouve  elle-même  décomposée  suivant  les 
barres  (3)  et  (4))  en  nm  d'une  part  et  ny  d'autre  part. 

De  même  encore,  le  pentagone  ctmnpt  fournit  la  résultante  tn 
des  forces  connues  e,  a  et  3  qui  s'exercent  sur  le  nœud  E.  Cette 
résultante  est  décomposée  suivant  les  barres  (5)  et  (6)  en  np 
clpt.  Et  ainsi  de  suite. 

En  fin  d'épuré,  la  figure  doit  fournir  certaines  vérifications 
résultant  des  conditions  d'équilibre  du  dernier  triangle.  Dans  la 
figure  ci-dessus,  la  ligne  np  doit  passer  par  le  |ioinl  de  concours 
des  lignes  6  et  7. 

Usera  utile,  finalement,  de  distinguer  par  des  traits  de  différentes 
grosseurs  ou  couleurs  les  barres  lendues  des  barres  comprimées. 
Cette  distinction  se  fera  facilement,  d'après  le  sens  des  efforts 
déterminés.  Ainsi,  la  force  exercée  par  le  na>ud  A  sur  la  barre  (a) 
riant  am,  cette  barre  est  tendue.  De  même  la  bnrre  1  est  com- 
primée, etc. 

Reinarijue  I-  —  Nous  avons  supposé  pour  la  généralité  qu'il  y 
avait  une  force  appliquée  à  chaque  nœud.  S'il  en  était  autrement, 
certains  côtés  du  polygone  des  forces  a^y  —  auraient  une  longueur 
nulle,  de  sorte  que  deux  ou  plusieurs  sommets  de  ce  polygone 
seraient  confondus.  De  ces  sommets  multiples  partiraient  plusieurs 
des  parallèles  aux  barres  de  pourtour,  et  rien  ne  serait  changé  pour 
cela  à  la  construction  indiquée. 

Jiemargiie  II.  —  Dans  le  cas  [larticulier,  mais  cependant  assez 
habituel,  où  toutes  tes  charges  sont  appliquées  soit  aux  nœuds 
supérieurs  de  la  poutre,  soit  aux  nœuds  inférieurs,  le  polygone 
des  forces  se  trouve  identique  à  celui  dont  on  fait  usage  pour 
déterminer  les  réactions  des  np[)uls  et  tracer  hi  courbe  des 
pnîssions. 
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Remarque  II L  —  Si  le  canevas  était  non  pas  réticulaii^,  mais 
seulement  p$eudo-recticulaire,  et  si,  par  exemple,  les  nœuds  B  et  C 
étaient  confondus  en  réalité,  ainsi  que  les  diagonales  3  et  5,  la 
règle  précédente  demeurerait  applicable  à  condition  de  faire  le 
dédoublement  iictif  ()ue  nous  avons  précédemment  indiqué. 

La  ligne  4  de  l'épure  de  Crémona  serait  arbitraire  et  les  lignes  3 
et  5  de  cette  même  épure  seraient  confondues.  La  tension  dans  la 
diagonale  réelle  3-5  serait  la  différence  entre  les  longueurs  mn 
et  np  comprises  sur  l'épure,  entre  les  lignes  2  et  4  d^une  part,  et 
entre  les  lignes  4  et  6  d'autre  part,  c'est-à-dire  tout  simplement  la 
longueur  mp  comprise  entre  2  et  6.  ' 

Le  tracé  effectif  de  la  barre  fictive  4  6t  de  la  ligne  qui  lui  corres- 
pond  dans  l'épure  de  Cnémona  n'est  doue  pas  en  réalité  nécessaire. 
Mais  il  est  intéressant  d'effectuer  le  numérotage  des  barres  en 
tenant  compte  de  ces  éléments  fictifs.  Cela  évite  toute  incertitude 
sur  la  manière  de  continuer  l'épure  et  écarte  des  chances  d'erreur, 
sans  compter  l'avantage  toujours  appréciable  d'une  grande  géné- 
ralisation des  règles  et  des  résultats. 

Méthode  basée  sur  Péquilibre  des  tironçons  de  poutre  dans  les 
systèmes  à  sections  normales  canoniques.  —  Le  programme  des 
opérations  est  le  suivant.  Par  hypothèse,  on  a  au  moins  une  section 

Fig    137. 


*> 


normale  XX  qui  coupe  au  plus  trois  barres  (numérotées  1-2-3  sur 
la  figure).  Celte  section  sépare  la  poutre  en  deux  tronçons,  l'un  à 
gauche,  l'autre  à  droite. 
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On  envisagera  spécialement  Tun  d'eux,  celui  de  gauche  par 
exemple,  et  Ton  cherchera  la  résultante  R  des  forces  qui  -lui  sont 
appliquées,  y  compris  les  réactions  d'appui  s'il  y  a  lieu.  Cette 
résultante,  qu'on  peut  appeler  la  force  extérieure  relative  à  la 
section  XX,  doit  faire  équilibre  ^ux  réactions  que  le  tronçon  de 
droite  exerce  sur  le  tronçon  de  gauche,  ou  encore  former  un 
système  équivalent  aux  actions  ^,,  ^2, /.i,  qu'exerce  le  tronçon  de 
gauche  sur  le  tronçon  de  droite  suivant  la  direction  des  trois  barres 
coupées.  Si  l'on  considère  systématiquement  la  question  à  ce  dernier 
point  de  vue,  il  s'agira  donc  de  décomposer  la  force  extérieure  R 
suivant  trois  lignes  d'action  non,  concourantes  1-2-3.  C'est  un 
problème  facile  à  résoudre,  soit  graphiquement,  soit  analytiquement. 
Comme  cas  particulier,  on  peut  avoir  seulement  deux  barres  coupées 
par  la  section  considérée.  Alors  le  problème  ne  diffère  pas  *de  celui 
qui  a  déjà  été  étudié  précédemment.  La  force  R  est  alors  la  résul- 
tante des  forces  qui  s'exercent  sur  le  nœftd  à  la  rencontre  des  deux 
barres  coupées. 

Les  tensions  /|,  Z^,  ^3  étant  déterminées,  si  l'on  envisage  le 
tronçon  de  droite,  il  sera  en  équilibre  sous  l'action  de  ces  tensions 
(substituées  à  la  force  R)  et  des  autres  forces  qui  lui  sont  direc- 
tement appliquées.  Ce  tronçon,  après  suppression  des  barres- 1-2-3, 
possédera  une  nouvelle  section  simple,  et  on  la  traitera  de  la  même 
façon  que  la  première.  .  • 

De  même,  si  l'on  envisage  le  tronçon  de  gauche,  il  sera  en 
équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  directement  appli- 
quées et  des  réactions  —  (^i  )î  —  (^a)?  —  ('3)5  dirigées  suivant  les 
trois  barres  1-2-3.  Après  suppression  de  ces  bîirres,  il  possédera 
par  hypothèse  une  nouvelle  section  simple,  et  on  lui  appliquera 
encore  le  même  procédé.  Et  ainsi  de  suite. 

Pour  toute  section  simple  telle  que  XX,  il  sera  utile  de  se  fixer 
systématiquement  un  sens  positif  sur  chacune  des  barres  coupées 
par  ell€.  On  pourra,  par  exemple,  supposer-que  ce  sens  positif  est 
tel  que  l'on  passe  du  tronçon  de  gauche  au  tronçon  de  droite  en 
traversant  la  section.  De  cette  façon,  aune  tension  positive  corres- 
pond une  compression  dans  la  barre;  à  une  tension- négative 
correspond  une  traction. 

Cette  méthode  est  susceptible  d'une  application  graphique 
(|ue  l'on  appelle  généralement  la  méthode  de  Culmann^  et  dont 
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nous  ne  voyons  rien  de  bien  utile  à  dire,  sinon  qu'on  peut 
s'efTorcer  de  réunir  sur  une  même  épure  toutes  les  constructions 
nécessaires  pour  les  différentes  sections  rencontrées. 

Au  point  de  vue  analytique,  il  y  a  lieu  de  signaler  tout  particu- 
lièrement un  procédé  spécial,  appelé  théorème  de  liitter^  qui  ^ 
permet  de  déterminer  isolément  les  trois  tensions  inconnues  £,, 

Appelons,  d'une  manière  générale,  sommet  opposé  à  une  barre 
coupée  par  la  section  siitfple  XX  le  point  de  concours  des  deux 
autres  barres  qui  sont  coupées  en  même  temps  qu'elle  par  celte 
section.  La  barre  r,  par  exemple,  aura  pour  sommet  opposé  le  point 
de  concours  G|  des  deux  barres  n*^  2  etn**  3. 

Si  Ton  considère  toutes  les  forces  appliquées  au  tronçon  de 
gauche,  forces  dont  la  résultante  est  R,  et  si  Ton  désigne  par  M, 
leur  moment  par  rapport  à  G|,  Tune  des  équations  d'équilibre* 
consistera  à  écrire  que  M|  est  égal  au  mom^int  de  la  tension  t^. 
En  effet,  les  tensions  t^  et  ^3  passent  par  G|  et  ont  des  moments 
.nuls  par  rapport  à  ce  point.  Désignons  par  h^  la  distance  de  G»  â 
la  barre  1  qui  lui  est  associée,  et  convenons  de  considérer  /i, 
comme  positif  si  G  est  à  la  droite  d'un  observateur  qui  parcourrait 
la  barre  i  dans  le  sens  positifs  défini  ci-dessus. 

L'équation  dont  il  s'agit  sera 

/,/i,  =  M,         d'où         ^1=  -rr-' 

On  obtiendrait  des  équations  analogues  pour  les  deux  autres 
barres.  Par  exemple,  pour  la  barre  2,  le  sommet  opposé  serait  G2, 
point  de  concours  de  1  et  3.  Si  Ton  désigne  par  Ma  le  moment  de  R, 
ou  de  Tensemble  des  forces  appliquées  au  tronçon  de  gauche,  on 
aura 

''-•Â7 

en  ob^icrvant  que,  dans  le  cas  de  la  figure,  Aj  doit  être  considéré 
romme  négatif,  puisque  G2  est  à  gauche  de  la  barre  2  parcourue 
dans  son  sens  positif. 

On  peut  donc  énoncer  ce  résultat  général.  La  tension  t  dans 
une  barre  quelcoiicj-ue  est  fournie  par  l'expression 

M      ' 
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étant  données  les  conventions  suivantes.  Le  sommet  opposé  à  la 
barre  est  le  point  de  concours  des  deux  barres  qui,  soit  dans  la 
poutre  prise  dans  son  entier,  soit  daiis  Tune  des  poutres  réduiieîj 
<|ue  Ton  peut  être  conduit  à  envisager,  sont  coupées, en  même  temps 
qu'elle  par  une  section  .normale  simple  (coupant  au  plus  trois 
barres).  Le.  moment  M,  que  Von  peut  appeler  mom^ent  de  flexion 
relatif  à  la  barre^  est  le  moment  de  toutes  les  forces,  appliquées 
au  tronçon  situé  à  gauche  de  la  section  simple,  moment  pris  par 
rapport  au  sommet  G  opposé  à  la  Jbarre.  Enfin  h  est  la  distance  de 
la  barre  au  sommet  qui  lui  est  opposé;  cette  distance  étant  prise 
positivement  ou  négativement,  suivant  que  le  sommet  opposé  est^ 
droite  ou  à  gauche  de  la  barre  parcourue  dans  son  sens  positif, 
é'est-à-dire  de  gauche  à  droite  à  travers  la  section. 

Il  existe  des  schémas  de  poutres  pour  lesquels  on  peut  disposer 
d'une  série  de  sections  normales  simples  suffisante  pour  la  déter- 
mination de  toutes  Içs  tensions  dans  les  barres,  sans  qu'il  y  ait 
lieu  d'envisager  une  suite  de  poutres  réduites.  Le  théorème  de 
Ritter  dçvient  alors  particulièrement  avantageux. 

Cette  circonstance  se  présente  notamment  avec  les  schémas 
réticulaires,  puisque  lious  avons  vu  qu'il  y  a  dans  ce  cas  un  sys- 
tème de  Al  -h  I  sections  normales  simples,  correspondant  chacune 
à  une  diagonale,  ou  barre  de  numéro  impair.  Nous  avons  vu  aussi 
qu'on  pouvait  faire  correspondre  à  chaque  barre  un  sommet 
opposé,  qui  est  toujours  le  point  de  concours  des  deux  barres  qui 
l'encadrent  dans  l'ordre  du  numérotage.  Enfin,  il  est  facile  de 
trouver  une  règle  simple  pour  la  composition  du  moment  de 
flexion  M  relatif  à  chaque  barre.  Cette  règle  est  la  suivante  : 

Le  moment  de  flexion  M  est  le  moment  de  toutes  les  forces 
appliquées  en  des  nœuds  {ou  sommets)  dont  le  numéro  d^ ordre 
est  inférieur  à  celui  de  la  barre  considérée,  ^' 

En  se  reportant  à  un  schéma  de  poutre  réticulaire,  et  en  consi- 
dérant la  section  normale  simple  qui  correspond  à  la  diagonale 
a/>  -h  1 ,  on  reconnaît  facilement  que  cette  section  laisse  à  sa 
gauche  tous  les  nœuds  réels  dont  le  numéro  est  inférieur  à  2^  -+-  i , 
le  dernier  nœud  dépasse''  étant  Gj;,. 

La  règle  s'applique  donc  directement  à  la  diagonale  9.p  -f-  1 . 
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EUle  S'applique  aussi  sans  difficulté  à  la  barre  membrure  â/7+2, 
car  il  n'y  a  pas  de  nœud  réel  portant  le  n*  2/> -f- 1 . 

Enfin  elle  s'applique  à  la  barre  de  nunién>  2/?,  qui  peut  être 
i^ttachée  à  la  section  normale  précédente,  correspondant  à  la  dia- 
gonale ip  —  \,  11  est  d'ailleurs  indifférent  de  compter  ou  non  dans 
les  forces  appliquées  au  tronçon  de  gauche  celle  qui  serait  appli- 
quée au  sommet  O^pj  car  elle  aurait  un  moment  nul  par  rapport  à 
ce  sommet,  opposé  à  la  barre  %p. 

Remarque  /.  —  Le  théorème  de  Ritter  présente  un  cas  d'excep- 
tion quand  le  sommet  opposé  à  la  barre  est  rejeté  à  Tiilfini.  Cela 
arrive  souvent  pour  une  diagonale  quand  les  membrures  qui 
Tencadrent  sont  parallèles  entre  elles.  Dans  ce  cas,  M  et  h  sont 

tous  les  deux  infinis  et  la  formule  ^  =i=  -r  ne  s'applique  plus.  On 

trouve  alors  la  valeur  de  /,  ou  la  limite  du  rapport  ~ ,  en  écrivant 

que  sur  un  axe  perpendiculaire  à  la  direction  commune  des  mem- 
brures la  somme  des  composantes  des  tensions  est  égale  à  la  compo- 
sante T  de  la  force  extérieure  R.  Les  composantes  des  tensions  des 
membrures  sont  nulles;  celle  relative  à  la  diagonale  est  /sina,  si 
l'on  désigne  par  a  l'angle  de  la  diagonale  et  des  membrures.  On 

a  donc  dans  ce  cas 

T 


t  = 


sina 


Remarque  II,  —  Plus  généralement,  si  le  sommet  opposé  à 
une  diagonale,  telle  que  2,  est  très  éloigné,  et  si  l'on  éprouve 
quelque  difficulté  à  trouver  les  q«4intités  Ma  et  h^  qui  lui  corres- 
pondent dans  la  formule  de  Ritter,  on  peut  déterminer  la  tension  t^ 
<lès  que  l'on  connaît  les  tensions  tf  et  ^j,  en  écrivant  que  les  pro- 
jections de  R  et  de  ti  £2^9  sont  égales  sur  la  direction  ar.r,  d'ailleurs 
arbitraire. 

Remarque  III,  —  Le  théorème  de  Ritter  ramène  très  simplement 
l'étude  de  la  tension  dans  une  barre  déterminée  d'un  système  à 
sections  canoniques  à  l'étude  du  moment  de  flexion  M  qui  est  pro- 
portionnel à  cette  tension. 

II  en  sera  de  même  de  l'étude  de  la  fatigue  dans  la  barre  qui  est 

le  quotient  ^-  de  la  tension  par  Taire  S  de  la  section  normale  de  la 
barre. 


X 
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Définition  des  lignes  dUnfluence  dans  les  poutres  articulées.  — 
Nous  avo^s  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  charges  étaient 
directement  appliquées  aux  nœuds  de  la  poutre,  ou  bien  reportées 
en  ces  nœuds  par  des  poutres  secondaires,  ou  longerons,  sur  les- 
quelles les  charges  peuvent  occuper  diverses  ppsitioiis. 

Supposons  qu'un  longeron  horizontal  règne  d'un  bout  à  l'autre 
de  la  poutre  et  qu'une  charge  mobile  P  =r=  1,  de  direction  verticale, 
se  déplace  sur  lui.  L'effet  produit  par  cette  charge  mobile  dans  une 
barre  déterminée  de  la  poutre  pourra  être  différent  suivant  les 
dispositions  prises  pour  rattacher  le  longeron  aux  nœuds  de  cette 
poutre.  Généralement,  le  longeron  sera  rattaché  à  un  certain 
nombre  de  nœuds,  dont  les  numéros  formeront  une  suite  de 
nombres  définis,  quand  on  parcourra  le  longeron  de  gauche  à 
droite.  Ces  nœuds  successifs  seront  ce  qu'on  peut  appeler  les 
nœuds  de  chargé.  Leur  suite  pourra  comprendre  toiis  les  nœuds, 
ou  au  contraire  n'en  comprendre  qu'une  partie. 

Supposons  maintenant  que  la  position  de  la  charge  mobile  P 
soit  définie  par  Tabscisse  a  de  sa  ligne  d'action,  abscisse  comptée 
à  partir  de  Texlrémité  gauche  de  la  poutre,  ou  du  longeron,  par 
exemple.  La  ligne  d'influence  correspondant  à  un  effet  déterminé 
dans  une  barre  déterminée  sera  la  courbe  dont  Tordonnée  repré- 
senterait l'effet  en  question  en  fonction  de  l'abscisse  a. 

Toute  l{gne  d^ influence  sera  constituée  par  une  ligne  poly- 
>nale  i 
charse. 


gonale  dont  les  sommets  seront  sur  les  verticales  des  nœuds  de 


Supposons,  en  effet,  deux  nœuds  de  charge  consécutifs  G  et  G'. 
Si  la  charge  P  se  trouve  sur  le  longeron  au  droit  d'un  de  ces  nœuds, 
elle  agira  sur  la  poutre  comme  si  elle  était  directement  appliquée 
à  ces  nœuds,  et  elle  produira  des  effets  y  et  y  respectivement.  Si 
elle  se  trouve  comprise  entre  G  et  (i',  elle  se  décomposera  en  deux 
forces  p  et  p  agissant  suivant  les  verticales  des  nœuds,  el  Teffel 
produit  par  elle  sera  représenté  par  l'expression 

P  p'    t 

Or  les  deux  forces  p  et  p\  dont  la  somme  est  égale  à  P,  varient 
linéairement  avec  Tabscisse  a,  tanl  que  cette  abscisse  est  comprisse 


POUTRES  ET  SYSTÈMES  TRUNGUl.BS  MUNIS  D*ARTICUL4TI0NS.  897 

m 

entre  G  et  G'.  11  en  est  donc  de  même  de  l'expression  précédente. 

En  conséquence,  pour  construire  une  ligne  d'influence  quel- 
conque, il  suffit  dans  tous  les  cas  d'en  déterminer  les  points  qui 
correspondent  aux  verticales  des  nœuds  de  charge,  puis  à  relier 
ces  points  par  des  lignes  droites. 

Un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  ces  lignes  droites  peuvent 
d'ailleurs  se  confondre,  dentelle  sorte  que  la  ligne  d'influence 
cherchée  peut  se  réduire  à  un  très  petit  nombre  de  côtés.  Le  prin- 
cipal intérêt  de  toute  étude  particulière  consiste  à  rechercher  a 
priori  la  forme  des  lignes  d'influence,  le  nombre  de  leurs  côtés  et 
la  position  de  leurs  sommets,  ou  points  de  brisure. 

Étude  d'une  poutre  réticolaire  posée  sur  appuis  simples.  — 
Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  schéma  réticulaire  ci-contre  et 
supposons  que  les  appuis  soient  deux  nœuds  quelconques,  G  à 
gauche,  et  G'  à  droite,  de  façon  que  la  poutre  soit  en  réalité  une 
poutre  console. 

Pour  préciser,  supposons  que  l'appui  de  gauche  soit  le  nœud  G4, 
et  que  l'appui  de  droite  soit  G^j.  La  poutre  pourra  être  divisée  en 
trois  parties  distinctes  :  une  console  de  gauche,  une  console  de 

Kig.  i38. 


droite  et  une  partie  centrale.  Dans  Texemple  choisi,  la  console  de 
gauche  comprendra  les  barres  1,  2,  3,  j,  précédant  l'appui  G»; 
la  console  de  droite  comprendra  les  barres  12,  i3  suivant 
l'appui  G12;  et  la  partie  centrale  sera  composée  de  toutes  les  autres, 
qui  forment  un  schéma  réduit,  de  même  nature  que  le  schéma 
total. 

Il  y  a  donc  deux  études  distinctes  à  faire,  celle  relative  à  une 
barre  de  la  partie  centrale  et  celle  relative  à  une  console. 

Considérons  d'abord  la  partie  centrale  et  proposons-nous  de 
trouver  la  ligne  d'influence  du  moment  de  flexion  M^  relatif  à  une 
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barre  d^ndice  p.  Soit  G^  le  sommet  opposé  à  la  barre  et  soit  Xp 
Tabscissc  de  la  verticale  de  ce  sommet. 

Soit  d'une  manière  générale  a  l'abscisse  de  la  verticale  suivant 
laquelle  agit  la  charge  mobile  P  =  1 .  Cette  abscisse  est  supposée 
rapportée  à  l'appui  de  gauche  G;  elle  peut  être  positive  ou  négative, 
et  il  suffit  d'attribuer  à  a  les  diverses  valeurs  qui  correspondent 
aux  abscisses  des  difTérents  nœuds  de  charge. 

Quel  que  soit  a,  on  reconnaîtra  d'abord  que  la  réaction  de 
Tappui  simple  de  gauche  G  sera*  donnée' dans  tous  les  cas  ()ar  la 
formule 

en  désignant  par  /  la  distance  horizontale  des  deux  appuis  G  et  G'. 

Cela  posé,  considérons  la  charge  P  lorsqu'elle  coïncide  avec  un 
nœud  de  charge  G»«,  d'abscisse  -a:«=  a. 

Si  Ton  a  m>»p,  le  moment  de  flexion  M^  aura  simplement 
pour  valeur 

Mp=  Rarp=  P  — j—^j.' 

Si  l'on  a  m  </>,  le  moment  Mp  sera  composé  du  moment  de  la 
réaction  R  et  du  moment  de  la  force  P.  Son  expression  sera 

M„=  Rxp-  P(r„-  a)  =  P  ^iL^^. 

Si  le  sommet  G;,  est  un  nœud  de  charge,  et  si  l'on  fait  a  ==  Xp^ 
ces  deux  formules  donnent  la  même  valeur 


M,,  =  P 


Xp(f  —  Xp) 


On  en  déduit  facilement  les  résultats  suivants  : 

i"  Si  Gp  est  un  nœud  de  charge,  tous  les  sommets  de  la  ligne 
d'influence  qui  correspondent  à  des  n(Euds  de  charge  d'indice 
inférieur  ii p  se  trouvent  alignés  sur  la  droite 

M  —  p  ^(*      ^p) 
l 
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qui  coupe  la  verticale  a  =  o,  au  poiat  M  =  o  et  la  verticale  aL  =  Xp 
au  point  d'ordonnée  M  =  P ^'     T^'^^ ' 

De  même  tous  les  sommets  de  la  ligne  d^nfluence  qui  corres- 
pondent à  des  nœuds  de  charge  d'indice  supérieur  à  p  se  trouvent 
iilignés  sur  une  seconde  droite       , 

qui  coupe  la  verticale  a  =  /  au  point  M  =  o  et  la  verticale  ctr=:Xp 
au  même  point  que  la  précédente. 

La  ligne  d-influence  complète  se  composera  donc  de  deux 
droites  seulement,  et  ces  deux  droites  seront  complètement  définies 
par  leur  ordonnée  commune  sur  la  verticale  aL  =  Xp  du  nœud  G^. 

2®  Si  Gp  n'est  pas  un  nœud  de  charge,  les  résultats  précédents 
subsistent  pour  tous  les  nœuds  de  charge  d'indice  inférieur  à  p 
d'une  part,  et  pour  tous  les  nœuds  de  charge  d'indice  supérieur 
à  p  d'afitre  part.  Si  donc  l'on  désigne  par  G^  et  Gr  les  nœuds  de 
charge  qui  encadrent  G;,,  les  deux  droites  précédemment  définies, 
se  coupant  sur  la  verticale  de  G^,  constitueront  des  portions  de  la 
ligne  d'intluence  cherchée.  On  sait,  d'autre  part, 'qu'entre  les 
verticales  G^  et  G,-  la  ligne  d'influence  est  une  troisième  portion 
de  droite,  joignant  les  points  où  les  deux  droites  précédentes 
coupent  les  verticales  de  Cr^  et  Gr  respectivement. 

Il  peut  arriver,  dans  ce  caa,  si  la  verticale  de  Gp  est  en  dehors 
de  l'épure,  ou  simplement  éloignée,  qu'il  y  ait  quelque  difficulté 
à  définir  les  deux  premières  droites  par  leur  ordonnée  commune 
sur  cette  verticale.  Alors  il  sera  possible  et  commode  de  définir 
l'ensemble  des  trois  droites  constituant  la  ligne  d'influence  par 
les  ordonnées,  qui  leur  sont  communes  deux  à  deux  sur  les  ver- 
ticales de  (jy  et  Gr  respectivement. 

En  d'autres  termes,  pour  définir  complètement  la  ligne 
d'influence  de  M^,  il  suffira  de  supposer  que  la  charge  coïncide 
avec  Gp,  si  G^  est  un  nœud  de  charge,  et,  dans  le  cas  contraire, 
de  déterminer  les  deux  nœuds  de  charge  G^  et  Gr  qui  l'encadrent 
et  de  supposer  que  la  charge  mobile  coïncide  successivement 
avec  Gq  et  Gr- 
il est  bien  évident,  d'ailleurs,  que  la  ligne  d'influence  de  la 
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tension  tp  dans  la  barre  est  proportionnelle  à  celle  de  M^,.  Par 
suite,  si  l'on  dispose  d'un  moyen  simple  quelconque  pour  déter- 
miner les  valeurs  de  tp^  lorsque  la  chargé  coïncide  soit  avec  G;m 
soit  avec  G^  et  Gr,  ces  déterminations  suffiront  dans  tous  les  cas 
pouf  déterminer  les  sommets  de  la  ligne  d'influence  cherchée, 
soit  celle  de  M^,  soit  celle  de  Ip^  et  pour  tracer  complètement 
cette  ligne  d'influence. 

La  forme  affectée  par  la  ligne  d'influence  peut  être  assez  variée, 
car  elle  dépend  des  positions  respectives  de  toutes  les  verti- 
cales GG','G^,  G^  et  Gr«  Mais  les  règles  précédentes  permettent 
de  la  déterminer  toujours  sans  difficulté. 

Considérons  maintenant  une  console,  celle  de  gauche  par 
exemple.  On  peut  l'étudier  indépendamment  du  reste  de  la. poutre, 
et  en  appliquant  des  principes  analogues.  Ici,  la  réaction  R  de 
Tappui  n'intervient  jamais  dans  la  composition  du  moment  do 
flexion  M;,. 

La  charge  mobile  P  coïncidant  avec  un  nœud  de  charge  G/»,  on 
distinguera  deux  cas. 

Si  7w5p,  le  moment  de  flexion  M^,  est  nul. 

Si /n  ^/^j  on  aura 

Par  suite,  tous  les  sommets  de  la  ligne  d'influence  qui  corres- 
pondent à  des  nœuds  de  charge  d'indice  égal  ou  supérieur  à  p 
sont  situés  sur  la  ligne  de  référence,  à  laquelle  o,n  rapporte  les 
ordonnées.  Tous  les  sommets  qui  correspondent  à  des  nœuds  do 
,  <;harge  d'indice  inférieur  à  p  sont  sur  une  même  ligne  droite,  qui 
coupe  d'ailleurs  la  ligne  de  référence  sur  la  verticale  de  G^,  et 
dont  le  coefficient  angulaire  est  connu  et  égal  à  i . 

Si  Gy,  est  un  noMid  de  charge,  cette  droite  suffit  à  définir  la 
ligne  d'influence.  Dans  le  cas  contraire,  on  cherchera  encore  les 
nœuds  de  charge  G,,  et  (irqui  encadrent  (i,j,  et  l'on  saura  d'avance 
que  l'ordonnée  de  la  ligne  d'influence  est  nulle  sur  la  verticale  Gr. 
Il  suffira  donc  de  déterminer  le  point  correspondant  à  la  verti- 
cale Gy  et  de  le  joindre  au  point  d'ordonnée  nulle  sur  la  verti- 
cale Gr  pour  avoir  le  côté  de  la  ligne  d'influence  dans  l'intervalle 
de  ces  deux  verticales. 

Remarque  /.   —   Les    résultats   qui    viennent    d'être   oblenus 
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s^appliquent  aux  poutres  pseudo-réticulaires,  dont  on  peift  tou- 
jours ramener  le  canevas  à  un  canevas  réticulaire  par  un  numéro- 
tage convenable. 

En  ce  qui  concerne;,  les  ba/res  de  pourtour,  ou  membrures,  qui 
ont  toujours  pour  sommets  opposés  des  nœuds  réels,  11  n'y  a 
aucune  difficulté.  Les  points  de  brisure  de  la  ligne  d'influence  ne 
peuvent  se  rencontrer  que  sur  la  verticale  de  G;,,  si  Gp  est  un 
nœud  dp  charge,  ou  sur  les  verticales  de  G^  et  Gr  qui  sont  les 
nœuds  de  charge  encadrant  (j^. 

Mais  en  ce  qui  concerne  une  diagonale  dédoublée,  il  lui  corres- 
pond en  réalité  deux  sommets  opposés  ijp  et  G^,',  et  les  nœuds  de 
charge  qui  les  encadrent  peuvent  ne  pas  être  les  mêmes.  Théori- 
quement, il  faut  chercher  les  lignes  d'influence  de  M^  et  M^',  ou 
de  tp  et  de  tp'  isolément,  puis  les  combiner  par  voie  d'addition 
algébrique.  Cela  pourra  conduire  ù  des  formes  plus  compliquées. 
Mais  les  points  de  brisure  se  rencontreront  toujours  sur  les  verti- 
cales des  nœuds  de  charge  encadrant  soit  Gp  soit  G^',  et  il  suffira 
toujours  de  les  déterminer  directement,  par  un  procédé  d'ailleurs 
quelconque,  pour  être  en  mesure  de  tracer  la  ligne  d'influence 
complète. 

Rémarque  II.  — 'Bien  que  le  tracé  des  lignes  d'influence  suffise 
en  principe  pour  résoudre  toutes  les  questions  relatives  au  cas  de 
charges  verticales  multiples,  il  est  utile  de  dire  quelques  mots  au 
sujet  de  la  recherche  directe  des  moments  de  flexion  dans  une 
poutre  réticulaire  reposant  sur  des  appuis  simples  coïncidant  avec 
ses  nœuds  extrêmes. 

^Supposons  d'abord  un  système  de  charges  appliquées  aux 
nœuds  de  la  poutre,  et  supposons  tracé  un  polygone  funiculaire 
d^  ces  charges,  rapporté  à  sa  ligne  de  fermeture,  coçimc  s'il 
s'agissait  d'une  poutre  prismatique. 

Considérons  la  barre  d'indice  p  et  son  sommet  G^,.  Soit  G^  le 
dernier  des  nœuds  chargés  qui  précède  G,,.  D'après  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  le  moment  M^  sera  la  somme  des  moments  de 
la  réaction  de  l'appui  de  gauche  et  de  toutes  les  charges  appliquées 
aux  nœuds  d'indice  inférieur  à  p.  11  sera  représenté  par  le  segment 
compté  sur  la  verticale  de  G^  entre  la  ligue  de  fermeture  et  le 
côté  du  polygone  funiculaire  qui  suit  la  charge  appliquée  <^n  (i^. 
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La  seule  difiércncc  essentielle  avec  le  résultat  trouvé   pour  les 
poutres  prismatiques  consiste  en  ce  que  la  verticale  de  G;,  ne  ren- 
contre pas  toujours  ici  le  côté  dont  11  s'agit  du  polvgone  funicu-  , 
laire,  mais  seulement  son  prolongement.  Gela  arrive  notamment  si 
la  barre  d'indice  p  est  une  diagonale. 

Quand  les  charges  appliquées  agissent,  non  pas  directement  sur 
les  nœuds,  mais  sur  un  longeron  qui  les  y  reporte,  on  peut  au 
préalable  en  faire  la  décomposition  suivant  les  veilicfiles  des 
nœuds  et  rentrer  dans  le  cas  précédent.  Mais  on  peut  plus  simple- 
ment tracer  le  polygone  funiculaire  des  charges,  sans  s'inquiéter 
de  leur  position  par  rapport  aux  nœuds.  Ensuite,  on  remplace  le 
polygone  funiculaire  par  les  cordes  qui  joignent  deux  à  deux  les 
points  situés  sur  les  verticales  des  nœuds  -de  charge  successifs. 
Ces  cordes  sont,  en  efFel,  les  lignes  de  fermeture  des  polygones 
funiculaires  partiels  que  l'on  aurait  eu  à  envisager  si  l'on  avait 
voulu  décomposer  les  forces  données  suivant  les  verticales  des 
nœuds  de  charge  successifs. 

Étude  d*un  arc  à  triple  articulation.  —  IVous  supposerons  ici 
que  l'arc  repose  sur  ses  nœuds  extrêmes  pourvus  d'articulations, 
et  que  les  appuis  soient  de  rtiveau  pour  simplifier. 

On  commencera  par  étudier  l'arc,  conime  si  son  articulation 
centrale  était  supprimée  et  comme  s'il  reposai!  sur  des  appuis 
simples.  Sous  l'action  d'une  charge  mobile  P  =  i ,  on  pourra 
supposer  déterminé  le  moment  de  flexion  p.  correspondant  à  uq 
sommet  quelconque  de  la  poutre,  et  notamment  le  moment  de 
flexion  jjl'  au  nœud  qui  forme  l'articulation*  centrale.    ' 

La  ixîaction  complémentaire  d'apj)ui  est  une  force  Q  dirigée 
suivant  la  corde,  ligne  qui  joint  les  articulations  extrêmes.  Si  Ton 
désigne  par  y  l'ordonnée  d'un  sommet  ra|)portée  à  cette  corde,  le 
moment  total  de  flexion  en  ce  si)mmet  sera 

Pour  l'aVlicuhuion  centrale,  on  doit  avoir  J\F  =  o.  Par  suite,  Q  est 
déterminée  jmr  réqualion  déjà  rencontrée 

f 

/-Qy=o,     d'où     Q  =  -h- 

La  ligne  d'influence  de  Q  st^a  donc  une  réduction  de  celle  de  [x'. 

t 
/ 
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Elle  se  composera  de  deax  droites  seulement,  si  l'articulatioTi  cen- 
irale  est  mi  nœud  de  charge,  ce  que  nous  supposerons. 

Dans  ces  conditions,  le  mom^ent  de  llexlon  en  un  sommet  quel- 
conque G^,  correspondant  à  la  barre  d'indice  y>,  sera 

Sa  ligne  d'influence,  combinaison  linéaire  de  celles  de  [jl^  el 
de  jx'  sera  donc  composée  d'un  petit  nombre  de  lignes  droites,  et 
ses  somçiets,  ou  points  de  brisure,  se  rencontreront  toujours  d'un 
coté  sur  la  verticale  de  Tarticulation  centrale,  |)oint  de  brisure 
pour  ^/jl',  et  d'un  autre  côté  sur  les  verticales  des  nœuds  de 
charge  (j^  et  (i^  qui  encadrent  le  sommet  G;,,  si  (-elui-ci  n'est  pas 
lui-même  un  nœud  de  charge,  ou  simplement  sur  (i^,  s'il  est  lui- 
même  un  nœud  de  charge. 

1^  règle  qui  s'en  déduit  pour  la  détermination  de  la  ligne  d'in- 
fluence de  Mp,  ou  de  tp^  est  la  suivante. 

On  placera  la  charge  mobile  à  l'aplomb  de  l'articulation  i\(t\\T 
traie  et  Ton  déterminera  les  tensions  dans  les  barres.  On  adra  ainsi 
d'un  seul  coup  les  points  de  toutes  les  lignes  d'/nfluence  qui  sont 
situés  sur  la  verticale  de  l'articulation  centrale.  Puis,  pour  une 
liiirre  déterminée,  d'indice  />,  on  supposera  la  charge  mobile  à 
l'aplomb  de  (i^,,  si  ce  point  est  un  nœud  de  charge,  ou  à  l'aplomb 
des  nœuds  de  charge  qui  l'encadrent  dans  le  cas  contraire.  On 
aura  ainsi  les  points  situés  sur  ces  verticales  et  l'on  n'aura  plus  i\\\h 
joindre  par  des  droites  les  diflérents  jyoihts  déterminés. 

Nous  allons  d<mner  un  exemple  détaillé  de  ces  déterminations. 

Fermes  du  type  Gisclaxd.  —  Lne  ferme  (  lise  lard  est  un  arc  à 
triple  articulation  renversé,  l'articulation  centrale  O  étant  au-d<*s- 
sous  des  appuis  ou  articulations  extrêmes  A  et  A'. 

Chaque  demi-ferme,  telle  que  AO,  est  composée  de  ti-iangles 
accolés,  dont  deux  côtés  passent  par  le  point  A.  On  n'a  donc  j)as 
un  schéma  réticulaire,  mais  seulement  un  schéma  pseudo-rélicu- 
.  laire.  On  résoudra  le  nœud  multi()le  A  en  supposant  intercalés  des 
triangles  infiniment  plats  dont  les  bases  seront  par  exemph»  <lirigées 
suivant  une  même  droite  arbitraire  AS,  qu'on  pourra  niêm<*  sup» 
'    poser  verticale  pour  faciliter  certains  calculs.  I^i  figure  indi([ue  le 


/ 
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numérotage  à  allribuer  aux  barres  et  aux  nœuds  dans  le  système 
réliculaire   équivalent.  Chaque  diagonale  se  trouvera  dédoublée 

Fig.  139. 


(exception  faite  de  la  première)  et  portera  deux  numéros  impairs  • 
successifs.  Les  côtés  intercalaires  infiniment  petits,  dirigés  sui- 
vant AS,  porteront  les  numéros  o,  4?  8,  12  (  en  tenant  compte  de 
la  barre  zéro  d'un  schéma  prolongé  vers  la  gauche),  F^es  nœuds 
inférieurs  de  la  poutre  sont  leurs  sommets  opposés,  et  portent  les 
mêmes  ituméros.  Ils  constiluenl,  de  plus,  la  suite  des  nœuds  de 
charge,, car  c'est  en  ces  nœuds  que  s'attache  le  tablier  porlanl  les 
charges.  La  ligne  brisée  formée  parées  nœuds  tourne  généralemenl 
sa  concavité  vers  le  haut;  à  titre  exceptionnel,  c'est  une  ligne 
droite.  Ses  différenls  cotés  sont  les  numéros  pairs  2,  (),  10  et  ont 
pour  sommets  opposés  le  point  A. 

On  distinguera  donc  ces  côtés,  de  numéros  pairs  (/n^-j-a) 
qu'on  appellera  liens^  des  côtés  de  numéros  impairs  qu'on  appel- 
lera haubans.  Le  hauban  central  AO  jouera  un  rôle  spécial.  Toutes 
ces  barres  sonl  constituées  par  des  câbles  flexibles  et  ne  peuvent 
en  principe  résister  à  des  compressions. 

Ceci  posé,  il  est  très  simple  de  reconnaître  la  fornie  des  lignes 
d'influence  des  tensions  el  de  trouver  les  ordonnées  des  ))oints  de 
brisure  qui  les  définissent.  . 

Tout  d'abord,  il  est  aisé  de  reconnaître  que,  lorsque  la  charge 
mobile  P  =  i  esl  appliquée  à  Tun  des  nœuds  de  charge,  elle  ne 
[>rovoque  aucune  tension  dans  tontes  les  barres  simples  situées  à 
sa  gauclie,  c'esl-à-dire  portant  des  numéros  inférieurs  à  celui  du 
uœud  chargé.  Ex('eption  doit  cependant  être  faite  pour  le  hauban 
central  AO,  que  nous  examinerons  à  part. 
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Supposons,  en  effet,  la  charge  P  appliquée  en  Gg  par  exemple. 
Cetre  charge  se  décomposera  simplement  suivant  la  diagonale  j-c) 
et  le  lien  n**  lo.  Il  n'y  aura  ai|cune  tension  dans  le  lien  précédent 
numéroté  6.  C'est  presque  évident  et  au  surplus  cela  résulterait 
du  théorème  de  Ritter,  car  pour*  la  barre  «6  le  sommet  opposé 
est  A  et  il  n'y  a  aucun  nœud  chargé,  de  numéro  inférieur  à  6,  à 
Texception  du  nœud  A  lui-même.  On  a  donc  M6=o=/6ll 
ne  peut  par  suite  y  avoir  de  tension  dans  les  barres  qui  précèdent 
la  barre  n®  6. 

Considérons  maintenant  cette  barre  n"  6.  Les  nœuds  de  charge 
qui  Tencadrent  sont  Gj  et  Gg.  On  sait  qu'au  delà  de  Gg  la  ligne 


d'inHuence  se  confond  avec  la  ligne  de  référence  O.  Elle  aura  donc 
en  Gg  un  point  de  brisure  connu,  et  d'ordonnée  nulle.  11  suffît  de 
déterminer  soii  second  point  de  brisure,  situé  sur  la  verticale  (G4). 
La  ligne  d'influence  a  la  forme  ci-contre  AMiGgA'  et  ne  présente 
qu'une  zone.  L'ordonnée  Mi  G»  s'obtiendra  d'ailleurs  en  supposant 
la  force  P  =  i  appliquée  au  nœiid  G»,  et  en  le  décomposant  suivant 
la  barre  6  et  la  diagonale  3-5.  Cela  ne  peut  donner  qu'une  traction 
et  par  suite  il  ne  peut  y  avoir  que  des  tractions  dans  la  barre  consi- 
dérée. .  f 

Examinons  maintenant  un  hauban  tel  que  3-5,  qui  est  toujours 
une  barre  dédoublée.  Les  nœuds  de  charge  qui  encadrent  la  barre 
simple  n"  3  sont  Gq  et  Gj.  Ceux  qui  encadrent  la  barre  simple  n**  5 
sont  Gj  et  Gg.  On  sait  que  le  point  de  brisure  situé  sur  (GK)a  une 
ordonnée  nulle  et  qu'au  delà  de  Gg  la  ligne  d'influence  se  confond 
avec  la  ligne  de  référence.  11  reste  donc  à  déterminer  les  points  de 
brisure  N»  et  N^  situés  respectivement  sur  (G j)  et  (Go)  respecti- 
vement. La  détermination  de  l'ordonnée  (J4N4  est  toute  faite,  car 
elle  résulte  de  la  décomposition  de  la  charge  P,  appliquée  en  G^», 
suivant  le  hauban  considéré  et  suivant  la  barre  n**  6.  Elle  corrcs- 
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pond  nécessairement  à  une  traction.  Pour  avoir  l'ordonnée  GoN©, 
on  supposera  la  charge  P  appliquée  au  ricrud  Go  et  on  la  décom- 

!>osera  d'abord  suivant  les  barres  i  et  2.  Ei\suite  on  décomposera 
a  traction  ainsi  trouvée  pour  la  barre  n^  2,  suivant  les  deux 
barres  (]  et  .5-5.  • 

Ici,  il  fiiut  faire  une  remarque  essentielle.  Si  la  ligne  brisée 
formée  par  les  nœuds  de  charge  est  concave  vers  le  haut,  comme 
nous  Tavons  supposé,  la  direction  de  la  barre  2  prolongée  passera 
au-dessous  de  la  barre  6  et  l'on  sera  conduit  à  un  effort  de  compres- 
sion dans  le  hauban  3-5.  Cet  effort  sera  d'autant  plus  faible  que 
Tangle  aigu  des  deux  côtés  successifs  2  et  6  sera  j)lus  petit,  et  il 
deviendra  nul  si  cet  angle  est  nul,  c'est-à-dire  si  les  nœuds  de 
charge  (i^Ci^Gg  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  la  ligne  d'influence  aura  donc  la 
forme  ci-desso'us  ANoN^GgA'  et  présentera  deux  zones,  une  posi- 
tive et  une  négative,  cette  dernière  disparaissant  si  les  meuds  de 
charge  sont  en  ligne  droite. 

Enfin,  examinons  le  hauban  spécial,  AO.  11  joue  le  rôle  d'un 
hauban  ordinaire  t^nt  que  la  charge  mobile  affecte  la  demi-ferme 
de  gauche.  Quand  la  charge  dépasse  l'articulation  O,  il  joue  le  rôle 


d'une  retenue  pour  la  demi-ferme  de  droite.  Sa  tension  ne  peut, 
dans  ce  s<^ond  cas,  que  varier  linéairement  avec  l'abscisse  de  la 
charge;  autrement  <lit,  sa  ligne  d'influence  est  une  ligne  droite 
entre  ()  et  A'.  La  ligne  d'influence  complète  sera  de  la  forme  ci- 
contre  AL8L|2A^  Elle  a  encore  une  zone  positive  et  une  zone 
négalivt»  dans  le  cas  général,  cette  dernière  zone  pouvant  encore 
disparaîln^  quand  le  lien  n°  10  est  dans  le  prolongement  de  la 
l)arn'  OA'.  * 

En  conséquenciî,   on  pourrait  théoriquement  éviter  toute  com- 
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pression  dans  les  haubans  en  établissant  tous  les  nœuds  de  charge 
en  ligne  di'oite  et  dans  le  prolongement  de  OA'.  Mais  celte  solution 


radicale  aurait  rinconvéniçnt  d'augmenter  d^me  manière  excessive 
la  hauteur  de  la  construction  et  elle  n'est  d'ailleurs  aucunement 
nécessaire.  En  effet,  l'ouvrage  portera  toujours,  antérieurement 
aux  surcharges  variables  qui  lui  seront  imposées,  une  certaine 
charge  permanente,  plus  ou  moins  assimilable  à  une  charge  uni-  . 
formément  répartie.  Cette  charge  permanente  produira  des  ten- 
sions dans  toutes  les  barres,  à  moins  de  circonstances  très  excep- 
tionnelles, car  la  surface  des  zones  positives  des  lignes  d'influence 
remporte  sur  celle  des  zones  négatives.  Dans  ces  conditions,  il  ne 
pourra  y  avoir  compression  dans  un  hauban  que  si  les  surcharges 
peuvent  y  produire  une  compression  maxima  supérieure  à  la  ten- 
sion initiale  qu'il  prend  sous  Faction  de  la  charge  permanente. 
Or,  il  est  toujours  possible  d'éviter  cette  éventualité  par  un  tracé 
convenable  de  la  ligne  brisée  passant  par  les  nœuds  de  charge. 
M.  Résal  a  donné  l'équation  d*une  courbe  limite  sur  laquelle  il 

•  convient  en  principe,  de  placer  les  différents  nœuds  pour  qu'on 
soit  assuré  de  donner  partout  la  prépondérance  à  l'effet  de  la 
charge  permanente.  Celte  courbe  dépend  du  rapport  de  la  charge 
permanente  />,  supposée  uniformément  réparlie,  à  la.  surcharge 
variable  7,  supposée  aussi  uniformément  répartie.  Pour  trouver 
son  équation,  on  suppose  que  les  nceuds  de  charge  sont  infiniment 
rapprochés,  et  Ton  écrit  que  pour  la  diagonale  qui  aboutit  à  Tun 

^  d'eux,  les  aires  posilives  et  négatives  de  la  ligne  d'influence  sont 

dans  le  rapport  ^ — —- 

Plus  simplement,  on  déterminera  par  quelques  tâtonnements 
les  directions  à  attribuer  aux  barres  10-6-2  successivement  ren- 
contrées à  partir  du  nœud  central.     . 
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Pour  la  barre  n*  lo  par  exemple,  il  faut  faire  en  'sorte  qu'il  nV 
ait  pas  de  renversement  d'efforts  dans  le  hauban  central  AO.  Or, 
la  ligne  d'influence  de  ce  hauban  possède  un  point  de  brisurp  Lia 
qui  ne  dépend  pas, de  la  direction  de  la  barre  n**  lo.  Celle-ci  influe 
seulement  sur  l'ordonnée  f^G»  du  point  de  brisure  situé  sur  la 
verticale  Gg.  Quand  on  connaît  la  charge  permanente  et  les  sur- 
charges variables^  envisager,  il  est  facile  de  déterminer  la  valeur 
maxima  Y  qui  peut  être  admise  pour  cette  ordonnée  LgGg.  Une 
fois  celle-ci  connue,  on  essaiera  pour  le  nœud  Gg  diverses  posi- 
tions prises  sur  la- verticale  (Gg)  et  Ton  s'arrêtera  à  celle  qui 
donne  pour  l'ordonnée  LgCig  une  valeur  égale,  ou  légèrement 
inférieure  à  \. 

La  position  du  nœud  Gg  étant  fixée,  on  procédera  d'une  façon 
analogue  pour  fixer  celle  du  nœud  précédent  (J4.  Il  s*agit  cette 
fois  de  faire  en  sorte  qu'il  ny  ait  pas  de  renversement  d'efforts 
dans  le  hauban  ^-9.  Or,  la  ligne  d'influence  de  ce  hauban  a  encore 
un  sommet  [celui  correspondant  à  la  verticale  (Gg)],  qui  ne 
dépend  que  de  la  position  de  Gg,  déjà  fixée,  et  non  de  celle  de  G^. 
On  déterminera  G»  sur  la  verticale  correspondante  (G»),  de 
manière  que  le  second  sommet  de  la. ligne  d'influence  ait  une 
ordonnée  négative  acceptable,  et  ainsi  de  suite. 

On  arrive  ordinairement  très  vite  à  placer  deux  des  nœuds  suc- 
cessifs sur  une  même  horizontale,  tout  en  satisfais.int  à  la  condition 
qu'il  n'y  ait  pas  de  renversement  d'efforts  dans  la  diagonale  cor- 
respondante. A  partir  de  ce  moment,  le  plus  simple  est  de  placer 
tous  les  nœuds  restants  sur  celle  même  horizontale. 

On  peut  avoir,  dans  certains  cas,  intérêt  à  placer  systématique- 
ment tous  les  nœuds  sur  une  même  droite,  horizontide,  ou  presque 
horizontale,  ou  même  sur  une  ligne  légèrement  convexe  épousant 
la  forme  du  tablier  suspendu  à  la  ferme.  Ce  tablier  pourrait  alors 
remplacer  les  liens.  On  n'aurait  de  renversements  d'efforts  à 
craindre  que  dans  le  hauban  central.  11  pourrait  être  opportun  pour  • 
l'éviter  de  recourir  à  un  procédé  pratique,  tout  différent  de  celui 
qui  vient  d'être  exposé.  Il  consisterait  à  alourdir  artificiellement 
la  partie  centrale  du  tablier,  au  moyen  d'un  lest  approprié,  de 
ftianière  à  augmenter  la  tension  initiale  des  haubans  centraux. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède  nous  avons  supposé,  pour 


/ 
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simplifier  l'exposé,  que  Ton  avait  recours  à  des  constructions  gra- 
phiques pour  trouver  les  tensions  des  barres.  Mais  on  peut  tout 
aussi  bien  recourir  au  calcul.  Clierclions  par-exemple  à  calculer 
les  ordonnées  MtG»  et  N^Ij^  des  lignes  d'influence  du  lien  n"  6  et 
du  hauban  3-5,  lorsque  la  charge  P  coïncide  avec  le  nœud  G^. 
Prenons  pour  direction  positive  dans  la  barre  ()  celle  qui  va  de 
(ij  à  (jg  et  appelons  a  Tangle  positif  qu'elle  fait  avec  Thorizontale. 
Prenons  de  même  comme  direction  positive  dans  le  hauban,  celle 
qui  va  de  A  à  (i,  et  appelons  —  [3  l'angle  (négatif)  qu'elle  fait 
avec  riiorizontale.   l-.a  direction  de  la  charge  P  faisant  un  angle 

y  =  —  -  avec  l'horizontale,  on  aura  en  appliquant   les  formules 

générales,  et  en  désignant  par  Tqj  et  Tp  les  tensions  respecti\es  des 
barres  6  et  3-5, 

Ce  sont  deux  tractions. 

Calculons  de  même  l'ordonnée  Go^fo  ==  T'p  de  la  ligne  d'influence 
du  hauban  3-5.  Il  falit  passer  par  Tintermédiaire  de  la  tension  T^. 
qui  se  produit  dans  la  barre  n®  2  sous  l'action  d'une  charge  P  appli- 
quée en  Gq.  On  a,  d'après  la  première  des  formules  précédentes. 


sin(a'-+-P') 


en  désignant  par  ol  et  P'  les  angles  que  f(ml  avec  l'horizontale  la 
barre  n"  9.  et  le  hauban  n**  i .  Cette  tension  T^»  est  dirigée  de  G^ 
vers  G©;  elle  est  négative  par  rapport  au  sens  positif  choisi  sur  la 
barre  n"  a.  Il  faut  la  décomposer  à  son  tour  suivant  les  direc- 
tions 6  et  3-5.  En  appliquant  les  formules  générales  on  trouve 

^f p       cos^'        sin(g  —  g') 

f^""  sin(a'-+-p')   sin(a^-P)' 

On  voit  que  si  ot  =  a',  on  a  T«  =  o,  et  que  si  a  >  a',  on  a  Tp  <  o, 
et  par  suite  une  compression  dans  le  hauban. 

On  peut,  en  utilisant  ces  formules,  trouver  assez  simplement 
Téquation  de  la  courbe  limite  de  M.  Résal.  Supposons  les  nœuds 
de  charge  infiniment  voisins  et  situés  sur  une  courbe  qui  ait  pour 
équation  ^K  ==/(^)-  Soit  rfjc  Tinlervalle  constant  qui  sépare  deux 
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nœuds  de  charge  successifs.  L'aire  posilive  de  la  ligne  d'influence 
du  hauban  qui  aboutit  au  point  G  (xy)  a  pour  valeur  TpX  rfx. 

L'aire  négative  a  pour  valeur  -  T'^  X  X.  Il  faut  écrire  que  leur  rap- 
port est  égal  à^ — 2.  en  valeur  absolue. 
Or,  ce  rapport  a  pour  valeur  principale^ 

idx  tosasin(a-h  S)       lidx       ^    ,       \  ,' 

— r— 7 7-  ■    -   „', — i-^  =  — 7-co8'a(tanga  •+-  tans  4). 

D'un  autre  côté,  on  a 

o       y  dy 

tangp=^,  tanga=^ 

et,  par  suite, 

»/  ^  dot         d^y  , 

Le  rapport  en  question  peut  donc  s'écrire 

'^     ,     \  dx       X  ) 

dx^ 
et  l'équation  différentielle  cherchée  est 

ou  encore 

p-^  q    .d>y  dy 

a/>         dx^  dx      '^ 

C'est  une  équation  linéaire  facile  à  intégrer. 

m.  «-  Recherche  des  déformations. 

Déformation  d'une  barre.  —  Nous  supposons  que  la  section  de 
chaque  barre  soit  la  même  d'un  bout  à  l'autre.  Alors  si  t  est  la 
traction  s'excrçant  dans  une  barre  de  longueur  /  et  de  section  S, 
l'allongement  de  cette  barre  sera  donné  par.  la  formule 

tl 

Si  t  représente  une  compression,  X  représente  naturellement  un 
raccourcissement. 
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Déformation  d'ensemble.  —  Lorsque  l'on  connaît  les  elForts  sup- 
portés par  toutes  les  barres  d'un  système  articulé,  ainsi  que  les 
sections  de  ces  barres,  on, peut  donc  déterminer  tous  leurs  allon- 
«çemenls  et  Ton  peut  construire  la  figure  déformée,  puisque  l'on 
connaît  les  nouvelles  longueurs  de  toutes  les  barres. 

Mais  la  construction  de  la  figure  déformée  n'est  pas  pratique, 
à  cause  de  la  petitesse  relative  des  déformations  par  rapport 
aux  longueurs  des  barres.  On  |)eut  y  suppléer  par  plusieurs 
méthodes. 

• 

l*    MftXHODE    BASÉE    SUR    LE    REPLACEMENT    RELATIF    d'uK    SOMMET 

PAU  RAPPORT  A  OEUx  AUTRES.  —  Supposons,  cc  qui  est  un  cas 
absolument  général,  que  les  sommets  A  et  B  étant  fixés,  un  troi- 
sième sommet  C  puisse  s'en  déduire  par  la  connaissance  des  Ion- 


gueurs  des  barres  AC  =  b  et  BC  =:  «,  puis  qu'un  quatrième  sommet 
pui-sse  se  déduire  de  deux  des  trois  premiers,  et  ainsi  de  suite. 
Soient  A',  B',  C'ies  positions  des  trois  sommets  après  déformation. 


Fig.  -». 


Les  points  A'  et  B'  sont  supposés  connus,  ainsi  que  les  allonge- 
ments a  et  ^  des  cotés  a  et  b. 


•   I 
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Par  A'  traçons  une  parallèle' à  AC,  et  prenons  A'a  =  b  e\ 
ali  =  ?. 

Par  ^'  traçons  de  même  une  parallèle  à  Bc,  et  prenons  B'  b  =  a 
et  6Q  =  a. 

Pour  trouver  le  point  C,  il  suffit  de  décrire  de  A'  eomme  centre 
avec  A'  P  =  6  -|-  8  pour  rayon  un  arc  de  cercle  PC,  et  de  B' 
comme  centre  avec  B'  Q  =  a  -+-  a  un  second  arc  de  cercle  QC  et 
de  prendre  leur  intersection.  Les  arcs  de  cercle  PC  et  QC  peuvent, 
à  des  infiniment  petits  près  du  second  ordre,  être  remplacés  par 
les  perpendiculaires  PC  et  QC  élevées  sur  A'P  et  B'Q  respecti- 
vement, les  ang^les  de  A'C  et  de  B'C  avec*  AC  et  BC  respectivement 
étant  très  petits. 

La  figure  Ca  Pc'Q^C  qui  fournit  le  déplacement  ce  du  point  G 

peut  donc  {»lre  construite  indépendamment  de  la  connaissance  des 

points  A  et  B,  el  peut  par  suite  être  tracée  à  une  échelle  arbitraire 

aussi  grande  qu'on  le  voudra,  et  elle  se  réduit  à  ceci.  Sur  une  figure 

auxiliaire  (rapportée  si  Ton  veut  à  deux  axes  Ox^  Oj')'  ^"  marque 

les  points  a  et  6,  tels  que  les  vecteurs  Oa  et  06  représentent  les  * 

déplacement^  des  sommets  A  et  B  : 
s 

Oa  =  Ca  =:  AA',        Ob  =  cô==  BB'. 

Par  a  on  mène  urt  vecteur  aP  parallèle  au  côté  b  et  égal  à  p.  Par  b 
on  mène  un  vecteur  6 Q  parallèle  au  côté  a  et  égal  à  a.  On  trace  les 
perpendiculaires  Pc  et  Qcâces  derniers  vecteurs.  Le  vecteur  Oc 
représente  le  déplacement  GC  du  sommet  C. 

On  peut  grouper  sur  la  même  iigure  les  constructions  suivantes 
qui  détermineraient  le  déplacement  d'un  quatrième  sommet,  et 
ainsi  de  suite. 

Il  est  bien  évident  que  les  déplacements  ainsi  trouvés  ne  seront 
que  des  déplacements  relatifs  et  non  les  déplacements  réels,  si  les 
déplacements  attribués  aux  deux  premiers  sommets  ne  sont, pas 
eux-mêmes  des  déplacements  réels.  Ces  déplacements  relatifs 
définiront  seulement  la  nouvelle  forme  de  la  poutre  et  non  sa 
nouvelle  position. 

L'épure  dont  il  vient  d'être  parlé  peut  également  servir  pour  la 
détermination  des  déplacements  angulaires,  tel  que  Tangle  CA'P 
que  fait  la  nouvelle  direction  A'C  avec  AC.  11  suffira  de  mesurer 
PC  ou  Pc  à  Téchelle  de  l'épure  et  de  diviser  sa  valeur  par  celle  du 
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cuir  b.  Le  sens  du  déplacement  angulaire  est  toujours  indiqué  sans 
ambiguïté  par  le  sens  du  vecteur  Pc. 

On  peut  de  même  en  déduire  la  variation  subie  par  l'angle  de 
deux  barres  quelconques.  C'est  la  différence  des  déplacements 
angulaires  des  deux  barres,  pris  chacun  avec  son  signe. 

2®  Méthode  particulière  aux  poutres  réticulaires. —  a,  \  aria- 
lion  (Vun  angle  A  (Vun  triangle  quand  le  côlé  opposé  a  éprou\?(: 

Fig.  i-V'). 


i 


un  allongement  a,  les  deux  autres  côtés  demeurant  de  longueur 
invariable,  —  De  la  formule 


a 


*  t=  6*  -T-  c*  —  ibc  cos  A 


on  déduit  par  différentiation 

2aa  =-+-  'ibc  sin  A  d\. 

Mais  6c  sin  A  ==«/*,  en  désignant  par  A  la  hauteur  correspon- 
dante au  côté  a.  Par  suite,  on  a 


ou 


oi  =  h  d\ 


n 


b.  Déplacement  élémentaire  d^un  point  insariablement  lif*^ 
à  Vextrémilc  de  la  poutre  lorsqu'une  des  barres  subit  un 
allongement  a.  —  Si  une  des  barres  de  la  poutre  s'allonge,  il  en 
résulte  une  déformation  pour  le  triangle  ou  pour  les  deux  triangles 
dont  elle  fait  partie.  Mais  à  gauche  comme  à  droite  restent  deux 
tronçons  sans  déformation.  Celui  de  gauche  reste  immobile  par 
hypothèse,  celui  de  droite  subit  au  contraire  un  certain  déplace- 
ment, et  ce  déplacement  d'une  figure   in\ariable  de  forme  ne  peut 
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être  autre  chose  qu'une  rotation  i\utour  d'un  certain  centime  instan- 
tané. 

Ce  centre  instantané  est  toujours   le  sommet  opposé  à  la 
barre  qui  s'allonge. 

En  efiet,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  membrare  telle 
que  BD,  dont  le  sommet  opposé  est  le  point  C.  Ce  point,  considéré 

Kig.  i46. 


S 


comme  faisant  partie  du  ironcon  de  jçauche,  demeure  fixp  par 
hypollièse.  Considéré  comme  faisant  partie  du  tronçon  de  droite, 
il  constitue  le  centre  instantané  de  rotation,  en  raison  de  sa 
Il  xi  té.  y 

Supposons  maintenant  qu*il  s'agisse  de  la  diaj^onale  (^D,  dbnt 
le  sommet  opposé  est  S,  point  de  concours  des  côtés  BD  et  CE 
qui  l'encadrent.  I^e  point  B  étant  lini,  et  la  longueur  BD  invariable, 
le  déplacement  du  point  D  est  DI)|  perpendiculaire  à  BD.  De 
même,  le  point  Ci  étant  fixe  et  la  lon<:;;ueur  CE  invariable,  le  dépla- 
<*ement  du  poini  E  ne  peut  être  que  perpendiculaire  à  CE.  Par 
suite,  le  centre  instantané,  qui  est  le  point  de  rencontre  des  pci'pen- 
diculaires  élevées  au  milieu  de  I)D«  et  de  EE|,  ne  peut  être  autre 
que  le  point  S. 

En  ce  qui  concerne  la  grandeur  de  la  rotati(m,  elle  est  donnée 
par  la  variation  de  l'angle  correspondant  à  la  barre  déformée  dans 
le  triangle  constitué  par  cette 'barre  et  par  le  sommet  opposé. 
iW  résultat  est  évident  quand  il  s'agit  d'une  membrure  telle 
(jue  BD.  (^uand  il  >'ajiil  d'une  diagonale  telle  que  CD,  il  suffit 
pour  \r    \  cri  fier   de    constater   qu<.»  la  rotation   est   mesiirée    par 
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rangleDSDf  qui  estla  variation  de  l'angle  DSC,  puisque  le  point  C 
reste  iixe. 

La  valeur  de  la  variation  de  Tangle  dont  il  s'agit  a  donc  pour    . 

expression  dans  tous  les  cas  co  =  ±:  j-,  a  étant  l'allongement  de  la 

barre  et  h  sa  distance  au  sommet  oppose. 

EnGn,  en  ce  qui  concerne  son  signe,  on  voit  facilement  qu'il 

faut  toujours  prendre  a>=— t»    quand  on  compte  comme  nous 

Tavons  fait  les  roUitions  pbsitives  dans  le  sens  de  Oj?  vers  Oy  et 
quand  on  admet  pour  h  la  règle  qui  lui  attribue  le  signe  +  lorsque 
le  sommet  est  à  droite  de  la  barre.  En  effet,  si  la  barre  CE  s'allonge, 
on  a  h  <o,  et  ci>  positif.  Si  Ton  prend  une  barre  supérieure,  telle 
que  BD,  on  a  h  >►  o,  et  o>  négatif.  Enfin,  pour  une  diagonale  telle^ 
que  CD,  ijiyant  son  sommet  opposé  S  à  sa  gauche,  on  a  encore 
/i  <;  o  et  <î>  >>  o. 

Cela  posé,  si  l'on  appelle  p  et  q  les  coordonnées  d'un  point  P 
invariablement  lié  à  l'extrémité  droite  de  la  poutre,  et  si  Ton 
appelle  Ç  et  ti  celles  du  sommet  opposé  à  la  barre  qui  s'allonge,  les 
composantes  w,  i^  du  déplacement  du  point  P  seronL 

Si  l'allongemenl  a  résulte  de  la  tension  qui   s'exerce  dans  la 

il 
barre,  il  a  pour  expression  a  =    -  — ,  et,  en  vertu  du  théorème  de 

Ritter,  t  a  pour  expression  /  =  j.  11  en  résulte  pour  w  la  valeur 

suivante  : 

M/ 


(O  = 


ES/i« 


expression  dans  laquelle  il  \\y  a  |)lus  besoin  de  s'occuper  du  signe 
de  h  qui  intervient  au  carré. 

Si  l'allongement  a  résulte  d'une  augmentation  de  température 
produisant  rallongement  t  par  unité  de  longueur,  on  a 


'>.z=lz        et        oj  = ^ 

h 


.* 
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c.  Déplacement  total  du  point. P^ lorsqu'un  nombre  quel- 
conque de  barres  se  déforment.  —  En  supposant  que  tous  les 
allongements  ou  raccourcissements  puissent  être  assimilés  à  des 
infiniment  petits,  ainsi  que  les  déplacements  totaux  du  point  P, 
on  peut  totaliser  tous  les  résultats  obtenus  pour  les  différentes  barres 
et  Ton  parvient  sans  peine  aux  formules  suivantes  dans  le  cas  où 
les  déformations  sont  dues  aux  charo-es  : 

2    Ml 

V^    Ml    ,         > 

t'  =  1^0 -H  COo  (/?  —  iTo  ) -f- Jli  gg^  (;? -^  $  )i 

,      V^    M/   , 

■ 

Dans  le  cas  où  les  déformations  seraient  dues  à  une  augmentation 
de  température,  il  faudrait  ajouter  aux  seconds  membres  les 
sommes 

respectivement. 

Dans  ces  formules,  les  sommations  sont  supposées  faites  pour 
toute*  les  barres.  Si  l'on  voulait  troiiver  seulement  le  déplacement 
d^in  nœud  de  coordonnées  xy  de  la  poutre  réticulaire,  il  faudrait, 
bien  entendu,  supposer  la  poutre  limitée  à  ce  nœud  et  ne  faire  les 
sommations  que  pour  les  barres  de  la  poutre  réduite  dont  ce  nœud 
serait  l'extrémité  de  droite.  Les  coordonnées  p  qI  q  seraient  à  rem- 
placer par  celles  xy  de  ce  nœud. 

■ 

Remarque  I.  —  On  voit  sans  peine  l'analogie  de  ces  .formules 
avec  les  formules  de  déformation  des  poutres  prismatiques.  11  y  a 
presque  identité,  et  il  suffit  pour  opérer  la  transformai  ion  de  rem- 

,  ,  .  ^    Md^         ,  .   ,      M/ 

placer  les  quantités  -j^  par  les  quantités  ^r:irri' 

Remarque  IL  —  (iénéralement  on  peut,  dans  ces  formules, 
négliger  les  termes  qui  proviennent  des  changements  de  longueur 
des  diagonales.  Ces  termes  sont  relativement  petits  pour  une 
double  raison.  % 

D'une  part,  les  tensions  par  unité  de  surface  de  la  section  sont 
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généralement  plus  faibles  pour  les  diagonales  que  pour  les  mem- 
brures. 

D'autre  part,  la  quantité  h  relative  à  une  diagonale  est  géné- 
ralement grande  par  rapport  à  la  hauteur  de  la  poutre.  Dans  les 
poutres  droites,  à  membrures  parallèles,  elle  est  même  infinie.  Il  en 

résulte  que  pour  les  diagonales  les  rotations  élémentaires  co  =  —  -. 

sont  très  petites  et  que  les  déplacements  a,  rqui  en  résultent  sont 
simplement  de  Tordre  de  grandeur  de  a.  Ils  sont  négligeables  pai* 

rapport  aux  termes  — ^ — *-  et  a?^~  qui  proviennent  des  mem- 
brures un  peu  éloignées  de  l'extrémité  gauche  de  la  poutre. 

Cette  simplification  a  quelque  analogie  avec  celle  qui  consiste  à 
négliger  la  déformation  due  à  reflbrt  tranchant  dans  les  poutres 
prismatiques. 

Remarque  III.  —  Si  aucune  charge  n'agit  sur  la  poutre  et  si 
celle-ci  n'est  soumise  qu'à  une  élévation  de  température  et  est 
d'ailleurs  complètement  libre  de  se  dilater,  elle  se  transforme  en 
une  figure  homothétique  à  la  figure  primitive.  Par  suite,  on  a  les 
relations  suivantes  : 

Ces  relations  expriment  des  propriétés  géométriques  de  toute 
figure  réticulaire. 

Étude  de  la  déformation  verticale  d'une  poutre  réticulaire.  — 

Appliquons  les  deux  premières  formules  de  déformation  à  la  poutre 
extrême,  et  pour  simplifier  supposons  x^  =r  o  et  Xx  =  L,  L  étant 
la  longueur  de  la  poutre.  Supposons  d'ailleurs  i\  =  f,  =  o.  On 
trouvera  facilement 

Par  suite,  w^  sera  la  réaction  de  Tappui  de  gauche  sous  Tact  ion 
de   charges   fictives   égales   à   —  ^~r^  appliquées   aux   din'éreiil> 


> 
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sommets  (d'abscisses  $),  pour  la  poutre  reposant  sur  appuis 
simples. 

On  a,  de  plus, 

et  Ton  peut  considérer  s^  comme  le  moment  de  flexion  produit  au 
sommet  {xy)  sous  Taction  des  mêmes  charges  fictives  avec  la  même 
hypothèse  relativement  aux  appuis  de  la  poutre. 

Sans  qu'il  soit  utile  d'insister,  on  voit  comment  on  pourra  pro- 
céder à  Tétude  de  la  déformation  %\  On  n'aurait  qu'à  suivre  pas  à 
pas  la  théorie  déjà  faite  pour  les  poutres  prismatiques.  Si  l'on 
néglige  les  diagonales,  on  n'aura  de  charges  fictives  à  envisager  que 
pour  ceux  des  sommets  qui  sont  des  nœuds  de  la  poutre,  et  le 
tracé  du  polygone  funiculaire  représentatif  des  moments  de  flexion, 
dus  aux  charges  fictives  sera  des  plus  faciles. 

Travail  de  déformation  dans  les  poutres  réticulaires.  -  Il  est 
très  facile  de  former  l'expression  du  travail  de  déformation  pour 
une  poutre  réticulaire.  Si  l'on  appelle  t  la  tension  d'une  barre,  du 
reste  positive  ou  négative,  le  travail  est,  pour  une  poutre  quel- 
conque, 

JL    JL       3  ES       iES 

« 

Pour  une  poutre  réticulaire,  on  a  /  =~>  de  sorte  que 


Zrf  i  ES  /i* 


"^  IV.    —   UeCHBHGHE  des  réactions   DBS  APPUIS 

DANS   LES  SYSTÈMES  HYPER  STATIQUES. 

Nous  supposons  qu'il  s'agisse,  par  exemple,  d'un  arc  dont  les 
réactions  d'appui  ne  puissent  pas  être  déterminées  par  les  seules 
équations  de  la  statique.  La  méthode  générale  consistera  à  étudier 
le  même  arc  considéré  comme  reposant  sur  des  appuis  statiques 
convenablement  choisis,  puis  à  déterminer  les  réactions  d'appui 
complémentaires,  de  telle  sorte  que  les  déformations  des  extré- 
mités de  l'arc  satisfassent  aux  conditions  imposées  par  la  nature 
du  problème.  * 


POUTRES   ET  SYSTÈMES  TRIANGULKS  MUNIS   D'ARTICULATIONS.  4l9 

Prenons  par  exemple  le  cas  d'un  arc  articulé  aux  deux  extré- 
mités A  el  A|,  soumis  à  Taction  de  charges  données.  On  supposera 

Fig.  14;. 

C 


A  complètement  fixe,  et  les  deux  appuis  A  el  A|  susceptibles  de 
développer  seulement  des  réactions  verticales.  Il  s'ensuivra  dans 
toutes  les  barres  de  la  poutre  certaines  tensions  et  Ton  en  déduira 
la  forme  nouvelle  prise  par  la  poutre  et  le  déplacement  horizontal  u  % 
pris  par  l'extrémité  A|.  Il  s'agit  de  trouver  ensuite  la  force  hori- 
zontale Q,  appliquée  suivant  K^  A,  qui  serait  capable  de  ramener 
le  point  A  à  sa  position  primitive,  ou  de  produire  un  dépla- 
cement égal  à  -•  u%.  Pour  y  parvenir,  on  prendra  une  force 
cjuelconque  q^  exprimée  par  un  nombre  simple  d'unités  de  force, 
et  l'on  déterminera  les  tensions  qu'elle  produirait  dans  toutes  les 
barres  du  système  si  elle  était  seule^On  en  déduira  le  déplacement 
u[  du  point  A|.  La  force  cherchée  Q  doit  être  telle  que 

-Q-  =  X. 

\ 

I 

Prenons  en  second  lieu  le  cas  d'un  arc  encastré  suivant  les  deux 
barres  extrêmes  AB  et  AjB|.  Les  points  A  et  A|  sont  complè-»- 
terhent  fixes,  par  exemple,  et  les  points  B  et  B|  ne  peuvent  subir  de 
déplacements  que  dans  les  directions  AB  et  A|  B|  respectivement'. 
Comme  système  d'appuis  statiques,  on  peut  supposer  qu'on 
conserve  l'encastrement  AB  et  qu'on  supprime  celui  de  droite. 
Alors  on  pourra  étudier  la  poutre  comme  une  console  sous  l'action 
des  charges  données,  et  déterminer  les  déplacements  w,,  u%  et  v^ 
de  l'extrémité  de  droite.  Ensuite,  dans  là  même  hypothèse^  on 
cherchera  l'effet  produit  :  i®  par  une  force  verticale,  unité 
appliquée  en  A«  ;  2°  par  une  force  unité  agissant  suivant  AA,  ; 
3®  par  un  couple  de  forces  égal-  à  l'unité  et  ayant  pour  bras  de 
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levier  A|,  B|.  On  'déterminera  pour  chacun  de  ces  cas  les  dépla- 


cements 


w'i,    u\,    v\; 

^'i.   «n   ^'1; 
<,  ¥:,  ^T. 


(le  rextrémité  de  droite.  Les  réactions  cherchées,  qui  sont  la 
force  verticale  T,  la  force  horizontale  Q,  et  le  moment  d'encas- 
trement X,  seront  données  par  les  trois  équations  du  premier 
degré 

Tw'i -h  Q  Ôj' -h  X  Ul'J^H-  0*1  =  o, 
T  a;  -h  Q  U\  -+-  X  M7-h  Ml  =:  o, 

T  v\  -h  R  v\  H-  X  v'I-^  Pj  =  o. 

Méthodes  spéciales  aux  poutres  réticulaires.  — '  On  peut,  dans 
ce  cas,  utiliser  les  équations  de  déformation  à  la  i*echerche  des 
réactions  d'appuis,  en  suivant  identiquement  la  marche  indiquée 
[>our  les  poutres  prismatiques. 

Après  avoir  fiiit  Tétude  de  la  poutre  supposée  sur  appuis  simples 
et  trouvé  le  moment  de  flexion  |jl  en  chaque  sommet  (ou  même 
simplement  en  chaque  nœud),  on  écrira  que  M  =  jjl  -h  A  -h  Bx  —  C^, 
en  tenant  compte,  bien  entendu,  des  conditions  du  problème  et 
en  choisissant  les  axes  de  coordonnées  qui  permettent  de  les 
simplifier. 

En  portant  cette  valeur  de  M  dans  les  équations  de  déformation 
appliquées  à  l'arc  entier,  on  obtiendra  toujours  les  équations 
nécessaires  pour  déterminer  A,  B  et  C. 

Dans  le  cas  d'un  arc  articulé  aux  naissances,  on  prendra  comme 
axes  de  coordonnées  la  ligne  des  naissances  et  une  droite  perpen- 
diculaire. 

Dans  le  cas  d'un  arc  encastré,  on  commencera  par  déterminer 
le  centre  de  gravité  et  V ellipse  centrale  dUnertie  de  VarCj  en 
supposant  que  celui-ci  est  constitué  par  l'ensemble  de  ses  som- 
mets et  qu'à  chacun  d'eux  on   applique  une  force  (îctivfe  égale 

à  7f^-y-j«    On   prendra  ensuite   pour   axes    coordonnés    les    axes 

principaux  de  l'ellipse  d'inertie  de  l'arc,  ce  qui  assurera  la  sépa- 
ration des  inconnues. 

On  pourra  d'ailleurs,  lorque  [x  désignera  le  moment  de  flexion 
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produit  par  une  charge  mobile  unité,  trouver  la  ligne  d'influenc(î 
de  toute  Sommation  Sixco,  appliquée  à  l'ensemble  des  sommets  de 
l'arc,  en  considérant  les  forces  fictives  o  appliquées  à  ces  différents 
sommets  et  en  traçant  leur  polygone  funiculaire. 

Nous  sommes  obligés  de  nous  borner  ici  à  ces  indications 
sommaires. 

Pour  terminer,  nous  rappellerons  Téquivalence  de  cette  méthode 
basée  sur  la  théorie  de  la  déformation  avec  celle  qu'on  peut  tirer 
du  théorème  de  Castlglianp,  ou  théorème  du  travail  minimum. 

Si  l'on  pose  comme  plus  haut  M  =  jjl  +  A  +  Bx  — *Cy  dans  le  cas 
d'un  arc  encastré,  pris  comme  exemple,  l'expression  du  travail  de 
déformation  devient 


2  KS  A* 


w-2 


Les  composantes  des  réactions  complémentaires  des  appuis  ne 
doivent  produire  aucun  travail,  puisque  les  appuis  sont  supposés 
indéformables,  d'où  les  trois  équations  de  condition 


rfW 


=  o, 


d\\ 
dH 


=  o, 


dC 


o. 


Ces  équations  s'écrivent  plus  explicitement  : 

(  ui  -+-  A  -+-  Hx  —  Cr)l 


2d  ES/t* 

■^  (  ,u  -r-  A  -i-Ux  —  Cy)xf 

1 


ES  h* 

(iJL-f- A-4-  \^x  —  Cr)ri  _ 
ïis/r-  ~ 


=  o, 


o. 


En  développant  et  mettant  en  facteur  commun  les  quantités 
A,  B,  C,  qui  sont  des  constantes  au  regard  de  l'opération  de  som- 
mation, on  trouvera  identiquement  les  mêmes  équations  qu'en 
partant  des  équations  générales  de  déformation. 


CHAPITRE    XVI 

POUTRES  TRIAXGULÊES  A  ASSEMBLAGES  RIGIDES. 


Il  existe  un  grand  nombre  d'ouvrages  dont  Taspect  extérieur 
rappelle  celui  des  poutres  articulées.  Ils  sont  constitués  comme 
<»lles  par  ijn  réseau  de  barres  distinctes  les  unes  des  autres,  maïs  les 
(iifTé rentes  barres  sont  réunies,  non  plus  par  des  articulations,  mais 
par  des  assemblages  rigides  ne  leur  permettant  plus  de  tourner 
les  unes  par  rapport  aux  autres.  Les  angles  que  c^es  barres  font 
entre  elles  à  leurs  extrémités  demeurent  au  contraire  invariables. 
Il  en  résulte  que  les  réactions  qu'elles  exercent  ou  qu'elles 
subissent  à  leurs  extrémités  ne  sont  pas  forcément  dirigées  suivant 
leur  direction.  Elles  sont  capables  de  développer  des  efforts  trans- 
versaux et  des  couples  dont  l'importance  est  en  rapport  avec  leur 
raideur  transversale.  Leur  calcul  ne  peut  plus  être  fait  pratique- 
ment que  d'une  manière  [approchée. 


I.  —  Méthode  baskk  sur  la  thkorib  des  systèmes  articulés. 

On  calcule  les  tensions  dans  les  barres  absolument  comme  si 
chaque  nœud  présentait  une  articulation  au  lieu|  d'un  assemblage 
rigide.  On  en  déduit  les  allongements  des  barres,  puis  la  nouvelle 
forme  prise  par  la  poutre.  En  tenant  compte  alors  de  la  rigidité 
des  attaches,  qui  empêche  toute  modification  des  angles  respectifs 
des  barres  autour  d'un  nœud  déterminé,  on  en  déduit,  approxima- 
livement  tout  au  moins,  les  directions  prises  par  chaque  barre  à 
ses  deux  points  d'attache  et  les  angles  o>o  et  (0|  que  fait  la  libre 
moyenne  déformée  avec  la  droite  joignant  ses  extrémités.  La 
forme  prise  par  la  barre  s'en  déduit  approximativement,  et  elle 
affecte  soit  Tune  soit  l'autre  des  figures  ci-contre,  suivant  que  les 
angres  w  sont  de  même  signe  ou  de  signe  contraire.  Dès  lors,  on 
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peut  évaluer  les  réactions  transversales  des  abouts  et  les  efforts 
supplémentaires  qui  en  résultent. 

Fig.  i',8. 


La  justification  de  cette  façon  de  procéder  résulte  des  considé- 
rations suivantes  : 

* 
1*  Evaluation  du  maximum   des  angles  fo©   et  Wj.  —   Ces 

angles  sont  de  l'ordre  de  grandeur  des  variations  que  peut  subir 

Tangle  d'un  des  triangles  constituant  la  poutre.  Soit  ABC  un  de 

ces  triangles,  dont  ahc  sont  les  côtés.  De  la  formule 

a*=  6'-i-  c*—  tiôccosA, 

on  déduit  par  différentiation,  en  appelant  a^y  les  allongements 
respectifs  : 

aa  =  6  P  -t-  CY  —  (^Y  "^~  c^)  cos A  -4-  hc  sin  A  ^fA. 


Remplaçons  hc  sin  A  par  ah  et  remarquons  que 


b  —  c  cosA  =  a  cosC, 
c  —  b  cos  A  =  a  cos  B. 


La  formule  précédente  donnera 

dK 


_  «  —  p  cos  C  —  Y  cos  B 
Â 


4 'il  CHAPITRE  Xvi. 

Supposons   qu'en  valeur  absolue   on    ait    des    allongements    ou 

raccourcissements  proportionnels  égaux  dans  toutes  les  barres,  ce 

qui  signifie  que  toutes  les  barres  ont  approximativement  la  même 

fatigue,  et  posons 

a  3  V 

abc 
La  formule  précédente  deviendra 

d\  =  -7-(a  ±  6tosc,=b  ccosB). 
h. 

Si  les  trois  barres  étaient  allongées  ou  raccourcies  à  la  fois,  la 
parenthèse  deviendrait  a  —  b  cos  C  —  c  cos  B  =  o.  Si  Ton  suppose, 
au  contraire,  que  t  et  c  ont  des  variations  contraires  à  celle  de  a, 
la  parenthèse  deviendra 

a -4^  A  cos  C  H- c  cos  B  =s '2  a. 

Le  maximum  de  t/A  est  donc  2m  -r* 

Or  T  est  presque  toujours  inférieur  à  2  ;  il  n^atteint  celte  valeur 
que  quand  A  atteint  90". 

Quanta/??  ^^-  il  est  égal  à  p^«  Or,  ^  est  toujours  inférieur  à 

12  X  10®  et  E  est  égal  à  2  X  10*^  environ,  pour  Facier, 

Par  suite  m  est  inférieur  à  — r«  • 

10* 

Le  maximum  de  dh.  peut  donc  se  fixer  à 

6         9-4 

l   X    JL   X    7   =  r  =  0,00'24î 

10*  10^ 

soit  8'  environ. 

2''  Evaluation  de  la  variation  de  distance  des  deux  extrémités 
d^une  barre  courbée,  -  -■  Lorsqu^un  arc  de  courbe  est  entièrement 
d'un  même  coté  de  sa  corde  et  que  ses  tangentes  extrêmes  font 
avec  la  corde  des  angles  to  très  petits,  la  différence  de  longueur 
entre  l'arc  et  sa  corde  est  approximativement 

p tu  —  -2  p  SI  n  —  <ip—T' 

'  'X  ^  '24 

Le  rapport  de  cette  différence  à  la  longueur  de  Tare  est  <  —•  11 
en  serait  a  fortiori  de  même  si  l'arc  coupait  sa  corde. 
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Si  l'on  introduit  dans  cette  expression  la  valeur  trouvée  préci'- 
deniment  pour  le    maximum    de    w,    savoir: — r,  on  trouve — -. 

^  '  10*  10* 

nombre  extrêmement  petit.  i 

I^s  variations  de  distance  des  nœuds  provenant  de  la  courbure 
des  barres  ont  donc  une  valeur  tout  à  fait  négligeable.  Il  est,  par 

Fig.  iJo. 


suite,  tout  à  fait  légitime  de  ne  pas  s'occuper  de  ces  courbures 
pour  déterminer  les  positions  relatives  des  nœuds  de  la  poutre 
déformée.  Autrement  dit,  dans  ia  poutre  dèjormée^  les  diffé- 
rents nœuds  occupent  les  mêmes  positions  que  sHl  s'agissait 
d^-une  poutre  réellement  articulée» 


Détermination  approximative  des  angles  co  que  fait  une  barre  à 
ses  deux  extrémités  avec  la  droite  joignant  ces  points.  —  On 
peut  tracer  le  schéma  de  la  poutre  déformée,  c'est-à-dire  mettre  en 
place  les  différents  nœuds  et  en  déduire  les  directions  que  devraient 
occuper  les  barres  autour  d*un  nœud  déterminé,  si  ces  barres 
étaient  articulées.  t 

Le  problème  consiste  à  superposer  au  premier  faisceau  de 
droites  ainsi  constitué  autour  d'un  nœud  un  second  faisceau  de 
droites  représentant  les  barres  dans  la  poutre  non  déformée,  et 
dont  les  angles  mutuels  sont  supposés  conservés  en  raison  de  la 
rigidité  des  assemblages. 

En  général,  on  constaterait  que  l'angle  des  deux  membrures 
aboutissant  au  nœud  est  très  sensiblement  conservé  dans  la  défor- 
mation, et  subit  des  variations  moindres  que  les  angles  partiels 
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dont  il  est  la  somme.  Cela  tient  à  ce  que  les  membrures  sont 
généralement  beaucoup  plus  rigides  que  les  diagonales.  Quoi 
qu'il  en  soit,  on  fera  coïncider  du  mieux  possible  les  lignes  corres- 
pondant aux  membrures  primitives  avec  les  lignes  correspondant 
aux  membrures  déformées,  et  cette  condition  suffira  à  déterminer, 
la  position  relative  des  deux  faisceaux  de  droites  et  l'on  en  déduira 
approximativement  les  angles  cherchés. 

Bien  entendu,  nous  n*emplojons  ici  le  langage  graphique 
qu'en  raison  de  sa  simplicité.  Jl  faudra  s'aider  du  calcul  pour 
trouver  les  valeurs  des.  angles  après  déformation  et  pour  les 
comparer  aux  valeurs  primitives. 

Détermination  des  efforts  secondaires.  —  Connaissant  les  angles 
(i>o  et  (i>|  que  fait  une  barre  ÂB  àses  deux  extrémités  avec  la  droite 

m 

Fig.  i5i. 


qui  joint  ces  points,   on  peut  déterminer  les  couples  Mo  et  M| 
qui  agissent  aux  deux  bouts,  ainsi  que  la  réaction  transversale 

T= — ^-j — '  qu'elle  exerce  sur  les  attaches^ 
On  a  tout  le  long  de  la  poutre 

M=:Mo^-^-t-Mt5, 

II, 

et  l'on  a  les  deux  équations  connues 

^  li^O  =zj  gp-2-  dl,  /ci»,  =J    ^  rf{, 

où  El  est  supposé  constant. 

On  en  déduit 

/  / 

—  EIwo=  gMo4-  jMi, 

3  6 
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d'où 

Mo=  -^(o>o-^2CUl), 

Mi  = 7-(wi-+-a(i)o). 

On  prendra, naturellement  le  plus  grand  de  ces  deux  moments 
en  valeur  absolue  pour  déterminer  la  fatigue  supplémentaire  qui 
est  produite  dans  la  barre.  On  emploiera  à  cet  effet  la  formule 

Mv 
«=— , 

et  Ton  obtiendra  par  exemple,  si  Wg  >  a>o, 

ç 

Le  moment  d'inertie  disparaît  de  cette  expression.  La  fatigue 
supplémentaire  ne  dépend  donc  pas  de  ce  moment  d'inertie,  mais 

seulement  du  rapport  -j-  >  qui,  dans  le  cas  d'une  section  symétrique, 

est  le  rapport  de  la  largeur  à  la  longueur  de  la  barre.  Il  y  aura 
donc  en  général  intérêt  à  ne  pas  exagérer  la  largeur  des  diagonales 
d'une  poutre  triangulée  rigide. 

Si  l'on  s'en  rapporte  aux  calculs  faits  par  différents  auteurs,  la 
fatigue   supplémentaire  pour  certains  types  de  poutre   pourrait 

atteindre  3o  et  même  5o  pour  loo  de  la  fatigue  principale,  ^» 

correspondant  aux  efforts  de  traction  ou  de  compression  dans  les 
barres. 

En  ce  qui  concerne  la  réaction  transversale  T,  elle  est  donnée 
par  l'expression 


,«       M,- Mo  GEF        ^  ^  . 

1    =    j = ^(lDo-+-U),). 

Elle  est  nulle  si  Wo  =  —  Wi,    et  c'est  toujours   une  fraction 
négligeable  de  l'effort  principal  t, 

H.  —  Méthode  de  M.  Résal. 

RETOUR  A  LA   THÉORIE   DBS  POUTRES  PRI0UATIQUES. 

Pour  simplifier,  nous  supposerons  qu'il  s'agisse  d'une  poutre 
réticulaire  à  laquelle  le  théorème  de  Ritter  soit  applicable. 
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Supposons   de   plus   que   les   membrures   supérieures  et  infé- 
rieures  soient   des    lignes   polygonales  inscrites    dans  les   deux 

Fig.  i52. 


courbes  continues  G'  et  G"  avant  toutes  deux  pour  extrémités 
Go  et  (t|. 

Enfin,  supposons  que  Ton  trace  une  troisième  courbe  G,  qui  ne 
soit  pas  trop  éloignée  des  deux  courbes  G'  ei  G"  et  qui  soit  par 
exemple  une  sorte  de  courbe  moyenne^  comme  dans  le  cas  de  la 
figure. 

Soit  A'B'  un  élément  de  membrure  supérieure  et  C"  le  sommet 
qui  lui  est  opposé  sur  la  membrure  inférieure.  Nous  admettrons 
que  G"  ne  puisse  se  trouver  sur  la  courbe  G"  que  dans  T intervalle 
compris  entré  les  deux  sections  AA'  et  BB'  tracés  par  A'  et  B' 
normalement  à  la  courbe  moyenne  G.  C'  est  là  une  hypothèse  très 
générale  et  vérifiée  dans  tous  les  cas  usuels. 

Posons  /i  .=  AA;  h'  ---=  AA"  et  h  ^  AA'  +  A  A'  ^  A'A\  h  sera 
la  hauteur  de  la  poutre  au  point  A. 

En  vertu  du  théorème  de  Ritter  on  aura  pour  la  valeur  absolue 
de  la  tension  dans  AB'  l'expression 

,      M" 

'  =  T' 

M"  désignant  le  moment  de  la  force   extérieure  par  rapport  au 

M' 
sommet  C",  et  A"  la  distancé  de  C"  àA'B'.  Or  -77  est  une  fonction  des 

coordonnées  du  point  C"  qui  est  continue  dans  l'intervalle  A^B", 
et  dont  les  valeurs  limites  correspondant  à  A"  et  B"  seront  peu 
écartées  si  cet  intervalle  est  suffisamment  réduit.  Autrement 
dit^  la  tension  dans  la  barre  A'B'  est  sensiblement  indépen- 
dante de  la  position  de  C",  c 'est-à-dire  du  système  de  triangu- 
lation adopté,  pourvu  que  la  poutre  soit  à  mailles  suffisamment 
serrées. 

A   la  limite,    si   A'B'   était  suffisamment  petit   pour  que  l'on 
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puisse  le  confondre  avec  F  élément  correspondant  de  la  courbe  G', 
on  aurait  A'^Acosa',  en  désignant  par  a'  Tangle  des  deux  tan- 
gentes en  A'  et  A  respectivement  aux  deux  courbes  G'  et  G. 

Désignons  par  M  le  moment  de  la  force  extérieure  par  rapport 
à  A,  et  soient  N  et  T  ses  composantes  suivant' la  tangente  et  la 
normale  à  la  courbe  G  au  point  A.  On  aura 

Finalement,  la  valeur  approchée  de  d  sera  donnée  par  la  for- 
mule 

,       M        NA" 
r  cosa  =  -j-  4-  -n—  • 
Il  '      h 

Bien  entendu,  tout  ce  qui  a  été  dit  pour  la  membrure  supérieure 
peut  être  répété  pour  la  membrure  inférieure,  et  l'on  trouverait  en 

valeur  absolue 

„         ',      M       N/i' 

/  cosa  =  -, i — • 

Il         h 

En  ce  qui  concerne  les  tensions  dans  les  barres  de  la  trian- 
gulation, elles  dépendent  forcément  de  la  façon  dont  celte 
triangulalion  est  tracée,  c'est-à-dire  de  la  position  du  point  G". 

Lorsque  ce  point  est  défini,  on  peut  profiter  des  détermi- 
nations déjà  faites  et  écrire  que  Pfeffort  tranchant  T,  composante 
de  la  force  extérieure  suivant  AA',  est  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions sur  cette  droite  des  tensions  des  trois  barres  coupées  par  la 
section  AA'A".  ' 

Désignons  par  /'"  la  tension  dans  la  diagonale  et  par  a"  l'angle 
qu'elle  fait  avec  la  tangente  à  (G)  au  point  A,  on  aura 

T  =  /'  sina'TJ-  /'  sina'-f-  T  sin  a^ 

r 

et  cette  équation  déterminera  f , 

M.  Résal  a  appelé  effort  tranchant  réduit  la  quantité 

W  =  T  — /'sina -rsina% 

et  il  en  résulte  que  la   tension   dans  la   diagonale   s'obtient  [)ur 
l'expression 

W 
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En  remplaçant  i  et  t^  par  leurs  valeurs  dans  l'expression  de 
Tefiort  tranchant  réduit  W,  et  faisant  attention  aux  signes,  on 
obtient  facilement. 

W=  T—  ^(langa'-4-tanga')—  t^(A' tanga— A' tangot'). 

Le  dernier  terme  peut  toujours  être  négligé,  soit  que  N  soit  nul, 
soit  que  A^tanga'  —  A'tanga"  soit  petit  par  rapport  aux  autres 
termes. 

Par  suite  on  peut  toujours  employer  la  formule  simplifiée 

M 

VV  =  T*-  -r(langx'-i-laoga';, 

//A 

qui  peut  s'écrire,  en  observant  que  tanga'  +  tanga"  =  t-,  sous 
la  forme 

h  dx 

On  peut  poursuivre  l'identification  de  cette  théorie  avec  celle  des 
poutres  prismatiques.  Si  l'on  appelle  S'  et  S"  les  aires  des  sections 
droites  des  membrures,  et  si  Ton  particularise  la  courbe  G  de  telle 
manière  que,  en  chaque  point  l'on  ait 

AS'  cosa'j=  A' S'  cosa", 

[condition  qui  suppose  forcément  que  (G)  est  comprise  entre 
(G')  et  (G")],  on  pourra  calculer  une  section  réduite  et  un  montent 
d/ inertie  réduit^  définis  par  les  relations 

h  h 

S  =  S'cosa'H-  S'co8à'=  -^  S'cosfli'=  -riS'cosa'', 
I  =  A'*S'cosa'-t-/e'*S''cosa'=  AA'S'cosa'=  AA'S'cosa'. 

On  trouvera  alors  pour  les  efforts  par  unité  de  section  dans  les 
membrures 

,       /'  M  NA'  N       M/r 


n 

"■ 

S' 

~" 

AS'cosa' 

AS' 

cosa' 

1 

n 

= 

= 

S 

-H 

Mh" 

I 

t 

s  "^-T' 


formules  tout  à  fait  identiques  à  celles  des  poutres  prismatiques. 
Au  fond,   cette  identification  n'est  qu'une  question  accessoire 
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en  pratique.  L'essentiel  est  que  les  valeurs  des  tensions  t  et  des 
fatigues  n  se  déduisent  de  la  connaissance  des  valeurs  de  M  et 
de  N  aux  différents  points  d'une  certaine  courbe  ^moyenne  ou 
directrice,  connaissance  complétée  bien  entendu  par  certaines 
données  relevées  sur  la  section  de  la  poutre. 

Il  est  en  général*  avantageux  de  prendre  pour  G  une  courbe 
facile  à  tracer  a  priori.  Ce  sera,  par  exemple,  la  courbé  définie  par 
la  condition  que  les  sections  normales  A' A"  coupent  les  deux 
membrures  sous  des  angles  a  et  a"  égaux  entre  eux.  Plus  simple- 
ment encore,  ce  sera  la  droite  G^G,  quand  il  n'en  résultera  pas  do 
valeurs  trop  grandes  pour  a'  et  a".  C'est,  dîi  reste,  le  conseil  donné 
par  M.  Résal  lui-même. 

Il  faut  ajouter  que  cette  méthode,  pas  plus  que  la  métht)de  pré- 
cédente, ne  dispense  de  la  recherche  ultérieure  dçs  efforts  secon- 
daires. Toutes  les  deux  supposent  à  l'origine  l'assimilation  à  un 
système  articulé. 

■ 

Étude  de  la  déformation.  ~  On  peut  très  souvent,  ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  dit,  négliger  dans  l'étude  de  la  déformation 
l'effet  des  variations  de  longueur  des  diagonales,  principalement 
lorsque  leurs  sections  sont  déterminées  un  peu  largement.  Si  l'on 
admet  cette  simplification,  on  voit  que  deux  poutres  ayant  mémo 
courbe  moyenne  et  mêmes  courbes  de  pourtour  Se  déforment  de 
la  même  manière,  quelle  que  soit  leur  triangulation. 

Supposons  que  celle-ci  soit  à  mailles  assez  serrées  pour  que  la 
théorie  précédente  soit  applicable,  et  négligeons  l'effet  de  la  com- 
posante normale  N  dans  la  déformation,  effet  que  l'on  pourra 
apprécier  à  part.  La  rotation  w'  due  au  raccourcissement  de  la 
membrure  A'B'  sera 

M/'  M/         1 

(I)  = 


ES'K»        K/i*  S'cos«a' 


De  même,  la  rotation  o>"  due  à  l'allongement  A"B",  sera 


M/'  M/ 


et  la  rotation  co  due  aux  déformations  simultanées  des  deux  mem- 


'^32 
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brures,  c'est-à-dire  au  tronçon  de  poutre  A'B'A"B",  sera 


(0 


-  J^  I      '  I      1 

""  EA«  [s'cos»a'  "^  S'cos'a'J 


On  pourrait  définir  un  nouveau  moment  d'inertie  tel  que 

t  __  j^  r       f  I       1 

I  ""  A*  [S'cos'a'  "^  S'cos3a'J  ' 

et  Ton  trouverait  une  formule  identique  à  «elle  des  poutres  prisnia- 
tiques. 

Nota,  -  -  On  pourra  appliquer  la  théorie  précédente  toutes  les 
fois  que  la  hauteur  moyenne  de  la  poutre  ne  dépassera  pas  le 
dixième  de  la  portée.  Pour  les  poutres  hautes  et  à  larges  mailles, 
la  méthode  des  systèmes  articulés  demeure  préférable. 


m. 
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On  fait  souvent  usage  de  poutres  articulées,  ou  bien  de  poutres 
ù  assemblages  rigides  dont  la  triangulation  ne  rentre  pas  dans  la 
définition  des  poutres  réticulaires,  ni  même  des  poutres  à  nœuds  ou 
à  sections  canoniques.  Mais  il  arrive  fréquemment  que  le  schéma 
de  ces  poutres  peut  résulter  de  la  superposition  de  deux  ou  plu- 
sieurs schémas  réticulaires,  ne  différant  que  par  leur  triangu- 
lation. 

Par  exemple,  la  poutre  à  treillis  doubles  ci-dessous  (i)  peut  être 

Fig.  i53. 


(1) 


considérée  comme  résultant  de  la  superposition  des  deux  poutres 
réticulaires  (2)  et  (3). 

De  semblables  poutres  sont  appelées  par  M.  Résal  des  poutres 
composres.  Voici  comment  on  peut  les  calculer  : 

On  suppose  (|ue  chacune  des  poutres  (2)  et  (3),  d'abord  indé- 
pendantes, porte  exactement  la  moitié  des  charges  appliquées  à  la 
poutre  (1).  puis  on  suppose  opérée  la  soudure  de  leurs  barres 
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communes.  •  Ce  procédé  peut  se  justifier  par  les   considérations 
suivantes. 

Si  les  membrures  des  poutres  (2)  et  (3)  ont  des  sections  égales 
en  deux  points  correspondants,  elles  ont  un  même  taux  de  fatigue, 

Fig.  i51. 


car  nous  avons  vu,  à  propos  de  la  méthode  de  M.  Résal,  que  les 
tensions  dans  les  membrures  dépendent  peu  du  système  de  trian- 
gulation. Les  membrures  de  la  poutre  (  i  )  auront  donc  encore  le 
même  taux  de  fatigue,  et  les  allongements  proportionnels  des 
membrures  seront  les  mêmes  en  des  points  correspondants. 

Fig.  i55. 


D'autre  part,  les  positions  relatives  des  nœuds  dépendenjt  pTîu 
du  système  de  triangulation,  mais  seulement  des  allongements 
proportionnels  des  membrures.  Les  poutres  (2)  et  (3)  auraient 
donc  leurs  nœuds  en  coïncidence  après  déformation,  si  on  les 
avait  mis  primitivement  en  coïncidence.  L'équilibre  ne  sera  pas 
troublé  en  réalisant  leur  soudure,  et  cet  état  d'équilibre  conviendra 
évidemment  à  la  poutre  réelle  qui  résulte  de  la  soudure  préalable 
des  deux  autres. 

On  applique  cette  façon  de  procéder  même  à  des  poutres  à 
barres  surabondantes  ou  dont  les  schémas  ont  des  barres  de  trian- 
gulation communes.  Il  arrive  alors  parfois,  comme  dans  les  poutres 
à  croix  dé  Saint-André,  qu'il  faut  retrancher  et  non  ajouter  les 
tensions  trouvées  pour  ces  barres  communes,  lorsqu'on  les  consi- 
dère comme  faisant  partie  des  poutres  élémentaires. 

Au  fond,  cela  revient  à  calculer  toutes  les  poutres  triangulées, 
quelles  qu'elles  soient,  pourvu  que  leurs  mailles  soient  suffisam- 
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ment  serrées,  par  un  procçdé  uniforme,  qui  consiste  à  attribuer 
aux  membrures  les  tensions  qui  s'y  produiraient  si  la  triangulation 
était  établie  suivant  un  canevas  réticulaire  quelconque,  puis  à 
décomposer  la  triangulation  réelle  en  un  nombre  plus  ou  moins 
grand  m  de  réseaux  réticulaires  et  à  calculer  chaque  triangulation 

partielle  dans  l'hypothèse  de  charges  réduites  dans  le  rapport  —  • 

Chaque  barre  de  triangulation  doit  donc  résister  au  m^^"^*^  de 
Veffort  ranchai\l  ou  de  Veffort  tranchant  réduit  suivant  le 
cas. 

C'est  principalement  à  M.  Résal  qu'est  dû  ce  résultat  très  général 
qui  a  une  très  haute  portée  pratique. 


»>■•< 
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CABLES  DE  PONTS  SUSPENDUS  ISOLÉS  OU  ASSOCIÉS 
A  DES  POUTRES  DE  RIGIDITÉ. 


L  —  Cables  flexiblbs. 

Un  cable  diffère  essentiellement  d'une  poutre  prismatique.  Il  n'a 
par  lui-même  aucune  forme  déterminée  et  est  susceptible  de  subir 
des  déformations  considérables  sous  l'action  de  forces  transver- 
sales, même  petites.  Tout  au  plus  pourrait-on  dire,  en  vue  d'une 
assimilation,  qu'un  câble  est  une  ^poutre  prismatique  dont  le 
moment  d'inertie  devient  nul  partout. 

Les  hypothèses  sur  lesquelles  reposent  la  Résisttmce  des  Maté- 
riaux et  les  formules  de  la  déformation  des  pièces  courbes  ne  sont 
donc  en  aucune  façon  réalisées.  Il  en  résulte,  notamment,  qu'on  ne 
peut  plus  en  général  écrire  les  équations  d'équilibre  sans  avoir 
égard  à  la  forme  prise  par  le  câble  déformé,  et  que  par  suite  les 
équations  ne  sont  plus  linéaires  par  rapport  aux  forces,  ce  qui  rend 
le  principe  de  superposition  des  forces  inapplicable. 

Par  contre,  des  propriétés  spéciales  assignées  au  câble  décou- 
lent naturellement  des  lois  spéciales  pour  son  équilibre.  Pour  que 
le  cable  soit  en  équilibre,  il  faut  nécessairement  que  chacun  des 
éléments  de  sa« longueur  ne  soit  soumis  qu'à  des  efforts  parallèles 
à  sa  propre  direction.  Autrement  dit,  la  force  cxlérieure  doit 
passer  par  le  centre  de  gravité  de  chaque  section  normale.  Autre- 
ment dit  encore,  le  moment  fléchissant  <lans  chaque  section  doit 
être  nul. 

L'étude  de  la  fatigue  d'un  câble  est,  de  son  coté,  simplifiée.  Il  n'y 
a  plus  à  s'occuper  que  de  l'effort  normal  qui  s'exerce  dans  le  sens 
de  sa  longueur. 

Équations  générales  d'équilibre  sous  l'action  de  forces  dont  les 
lignes  d'action  sont  données.     -  Soit  le  câble  GoO|  pris  dans  ^a 

I 
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position  d'équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  appliquées, 
forces  que  nous  supposerons  toujours  verticales.  Soit  K^  la  réac- 
tion du  point  d'atlache  de  gauche.  Décomposons-la  suivant  la 
verticale  Gq^,  et  suivant  la  ligne  des  appuis  G^Gi  et  appelons  T© 

et  C  les  composantes. 

Fig.i56. 


La  composante  Tq  est  égale  à  1^  réaction  verticale  qui  se  déve- 
lopperait à  l'appui  Gq  dans  une  poutre  droite  de  même  portée  que 
le  câble  et  reposant  sur  appuis  simples.  C'est,  en  effet,  identique- 
ment la  même  équation  qui  servirait  a  la  déterminer.  Par  suite,  si 
l'on  prend  par  rapport  au  point  G  le  moment  de  toutes  les  forces 
qui  agissent  a  sa  gauche,  ce  moment  sera  égal  au  moment  [jl  qui  se 
produirait  au  point  de  la  poutre  droite  situé  sur  la  même 
verticale,  augmenté  du  moment  de  C.  Ce  dernier  a  pour  valeur 

absolue 

CxGH  =  C^cose, 

en  désignant  par  0  l'angle  que  fait  avec  l'horizontale  Ja  ligne  des 
appuis  et  par  j^  l'ordonnée  oblique  GK,  comptée  sur  la  verticale 
entre  la  courbe  décrite  par  le  câble  et  la  ligne  des  appuis. 
Le  moment  total  a  donc  pour  expression  au  point  G 

M  =  |jt  —  Cj^cos6, 

ou  encore,  en  posant  C  cos  A  =  Q,  c'est-à-dire  en  désignant  par  Q 
la  composante  horizontale  de  la  réaction  d'appui, 

Jusqu'ici,  nous  avons  traité  le  câble  dans  sa  position  d^équt- 
libre ^  comme  une  poutre  prismatique  rigide,  et  il  est  bien  évident 
qu'une  pareille  hypothèse  ne  trouble  pa§  l'équilibre.  Mais  la  condi- 
tion qui  résulte  de  la  flexibilité  du  câble  consiste  en  ce  que,  en 
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tout  point  tel  que  G,  on  doit  avoir  M  =  o,  dans  la  situation  d'équi- 
libre. Par  suite,  on  a  en  tout  point 

On  en  conclut  que  les  ordonnées  j^  du  câble,  comptées  sur  la 
verticale  à  partir  de  la  ligne  G^G^^  sont  proportionnelles  aux 
ordonnées  d'un  polygone  funiculaire  quelconque  des  charges 
appliquées,  rapporté  à  sa  ligne  de  fermeture.  Ces  dernières  ordon- 
nées sont  en  effet  elles-mêmes  proportionnelles  à  [jl. 

La  courbe  décrite  par  le  câble  est  donc  Tun  de  ces  polygones 
funiculaires. 

Ce  polygone  particulier  est  d'abord  assujetti  à  la  condition  de 
passer  par  les  deux  appuis  G©  et  G| ,  et  pour  achever  de  le  définir 
il  suffit  de  connaître  le  coefficient  de  proportionnalité  Q,  ou  une 
autre  condition  équivalente  permettant  de  déterminer  Q. 

Par  exemple,  si  Ton  supposait  que,  les  charges  verticales  conser- 
vant leurs  lignes  d'action,  la  longueur  du  câble  est  réglable  à 
volonté  de  telle  sorte  que,  sur  une  verticale  particulière  d'abs- 
cisse x\  le  câble  ait  une  ordonnée  y'  donnée  d'avance,  on  devrait 
avoir,  une  fois  le  réglage  terminé, 

,x'-Qy=o, 
d'où 


rjL' 


y 

Supposons  notamment  qu'on  envisage  la  charge  permanente, 
évaluée  à  p  kilogrammes  par  mètre  courant,  et  que  l'on  veuille 
obtenir  au  milieu  de  la  portée  une  flèch^  déterminée/.  On  aura 

x(l  —  x) 

^z=zp i, 

e^  pour  X  =  -  014  aura 

d'où 

^        8/ 

Ou  bien  encore,  si  l'on  se  donne  la  longueur  L  du  câble,  il  fau- 
dra choisir  parmi  tous  les  polygones  funiculaires,  passant  par  Gq 
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et  G| ,  celui  qui  a  pour  longueur  L.  C'est  là  un  problème  facile  en 
théorie,  mais  qui  exige  quelques  développements  pour  sa  résolu- 
tion pratique.  Nous  supposerons,  au  moins  provisoirement,  que  le 
câble  est  inextensible,  c'est-à-dire  que  sa  longueur  ne  varie  pas 
sous  l'action  des  charges. 


Calcul  de  la  longueur  d'un  polygone  funiculaire  des  charges  et 
détermination  de  Q.  -  Supposons  que  Thorizontale  G^G',,  de 
longueur  L',  soit  di\4sée  en  un  certain  nombre  d'intervalles 
ii ,  ij?  •  •  •  9  ^S  l":  '"  •  7  dans  lesquels  agissent  des  charges  uniformément 
réparties  j!7i,/> 2, . ..  ,p',p\.  , , 

Supposons  en  outre  que,  suivant  les  verticales  séparatives  des 
difFét^ents  intervalles  agissent  des  forces  isolées  Pj ,  P.j, . . . ,  P',  P", 


Fig.  167. 


P. 


p,  p*         p- 


' 

1 

B' 

8" 

3 

/ 

^ 

A, 

^A.. 

7 

> 

c, 

- 

C 

t- 

^. 


Rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  avec  exactitude  les  valeurs 
(JL|,  [JL2,  . . . ,  [jl',  p.", . . .  que  prend  la  fonction  [x  sur  ces  différentes 
verticales.  On  peut  aussi  trouver  très  facilement  l'équation  de  [jl 
dans  un  intervalle  déterminé  tel  que  A'A"-:^  /,  on  aurait 

,  PL*—  JJt'  X(l  —  X)  ,         ^  X(l  —  X) 

en  désignant  pour  abréger  par  l  la  quantité  ^    .^  »  et  les  abscisses  x 

étant  comptées  à  partir  de  A'. 

Supposons  maintenant  qu'on  envisage  l'un  des  polygones  funi- 
culaires passant  par  Gq  et  G^  et  représentant  jjl  à  une  certaine 

échelle,  tel  par  suite  que  son  ordonnée  soitj^=  n'Q  ^^^^^  sup- 


CABLES  DE   PONTS  SUSPENDUS  ISOLES  OU  ASSOCIÉS  A   DES  POUTRES.       4^9 

posé  d*ailleurs  quelconque.  On  aurait 

ul'         t  P  oeil  —  X) 

^     Q      Q        Q        2 

On  peut  rectifier  avec  une  très  grande  approximation  cet  arc  de 
parabole  en  employant  la  formule  (  *  ) 


?.-( 


8  /«/« 


3     X 


') 


Fig.  i58. 


dans  laquelle  A  est  la  longueur  de  la  corde  C'G"  et  f  la  flèche  de 
Tare,  comptée  sur  la  verticale^  au  milieu  de  la  corde. 
On  aura,  en  effet,  X  et /par  les  formules  suivantes  : 


x.=  /.-^iV!  =  /.(.-^^) 


/  = 


Pli 

8^> 


En  faisant  la  sommation  pour  tous  les  arcs  analogues,  on  aurait 
la  longueur  totale  du  polygone  funiculaire  particulier  considéré.* 

Si  donc  on  connaît  la  longueur  L  du  câble,  on  pourra,  par  tâton- 
nements, trouver  un  coefficient  de  proportionnalité  Q  qui  assure 
Tégalité  de  longueur  entre  le  câble  et  le  polygone  funiculaire  cor- 
respondant. On  pourra  essayer  successivement  plusieurs  valeurs 
de  Q,  et,  quand  on  en  aura  deux  qui  donnent.  Tune  un  résultat  trop 


(*)  Cette  formule,  indiquée  par  M.  Bésal,  se  déduit  de  la  formule  approchée 

applicable  à  toat  arc  de  courbe  aplati  assimilable  à  un  arc  de  parabole,  et  dans 
laquelle  <p  est  la  flèche  comptée  au  milieu  normalement  à  la  corde.  Il  est  facile 

de  voir  que  l'on  a  9  =fx>  approximativement. 
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grand,  raulre^un  résultat  trop*  petit,  on  aura  par  interpolation  la 
valeur  de  Q  cherchée. 

En  pratique,  ainsi  que  nous  le  montrerons  plus  loin,  on  peut 
toujours  avoir  à  Tavance  une  valeur  de  Q  plus  ou  moins  appro- 
chée, et  il  ne  s'agit  que  de  la  corriger.  Voici  comment  on  parvient 
d'une  manière  très  simple  à  effectuer  celte  correction. 

On  peut  admettre  que  la  longueur  d'un  polygone  funiculaire 
quelconque  est,  dans  certaines  limites,  donnée  par  une  expression 
de  la  forme 

A  désignant  la  corde,  K  étant*  un  coefficient  constant  et  ^  une 
ordonnée  particulière. 

C'est  la  forme  générale  des  formules  de  rectification  des  courbes 
aplaties. 

Supposons  que  dans  un  essai  fait  avec  la  valeur  Qi  on  ait  obtenu 
une  longueur  L|,  et  une  ordonnée  y«,  on  aurait 

tandis  que  l'ordonnée  y  serait  liée  à  la  vraie  longueur  L  par 
l'équation 

L  —  À  =  kyK 
•     De  là  on  tirerait 


Or  on  a 
Par  suite, 


y. 

L 

-X 

y\ 

-  L, 

■»    * 

—  A 

K  = 

Q^  = 

Qi^i- 

<J.  ~  y  ~  V  1'  -  >• 


Ce  mode  de  correction  est  praliquemenl  très  exact.  Nous  en 
donnerons  plqs  loin  une  justification  plus  complète. 

I 

Méthode  simplifiée  pour  les  câbles  à  flèche  modérée  et  à  appuis 
sensiblement  de  niveau.  -  -  La  méthode  précédente,  due  à  M.  Résal, 
peut  être  simplifiée  encore  quand  il  s'agit  de  cables  dont  la  corde 
(*st  sensiblement  horizontale,  et  qui  demeurent  suffisamment  voi- 
sins de  celle  corde  pour  qu'on  puisse  négliger  devant  Tunité  les 
quatrièmes  puissances  du  coefficient   angulaire   de   la   tangente, 
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autrement  dit  les  quaipièmes  puissances  de  —-•  Ce  cas  est  assez 
étendu,  puisque  une  parabole  dont  la  flèche  est  le  -^  de  la  portée, 
ne  fournit  qu'une  valeur  maxima  de  o,4  pour  (^)>  '^t  par  suite 

une  valeur  maxima  de  o,0256  pour  (--r)   ' 

Lorsqu'on  se  place  dans  celte  hypothèse,  la  formule  de  rectifi- 
cation d'un  arc  de  courbe  peut  s'écrire 


/  désignant  la  projection  de  l'arc  sur  l'horizontale. 

Appliquons  simplement  ce  résultat  à  l'arc  de  parabole  défini  par 
l'équation 

IL=  IJL  -^  tX  -h  p -, 

et  dont  la  pfojection  horizontale  est  /;  on  a 

dy  pi         ' 

-^  =^  t  -^  — px. 

dx  2        ^ 

Par  suite, 

=  y     \^-\-^  ^7.i^^Si^^pX^p^X^dx 

=  ('-^')''-(-'r)f*^- 

d'où 

I 

Si  l'on  avait  affaire  à  l'arc  de  parabole  résultant  de  la  réduction 
de  jx  dans  le  rapport  Q,  ou  de  j=  ^,  il  suffirait  de  remplacer  l 

et  p  par  -k^^t^j  <^t  la  formule  deviendrait- 
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£n  effectuant  La  sommation  pour  les  différents  arcs  dont  se  com- 
pose le  câble,  on  aurait 

-<-'>=^2['(-^)] 

OU 

Cette  formule  donne  directement  la  valeur  de  Q,  puisque  L  —  /, 
différence  entre  la  longueur  du  câble  et  sa  projection  horizontale, 
est  connue,  ainsi  que  toutes  les  quantités  figurant  sous  le  signe  de 
sommation  X. 

On  aura  ainsi  tout  au  moins  une  valeur  très  approchée  dç  la 
poussée  Q,  et  on  la  prendra  comme  point  de  départ  pour  l'applica- 
tion de  la  méthode  de  correction  de  M.  Résal,  si  l'on  juge  avoir 
besoin  d*une  valeur  plus  exacte,  ce  qui  sera  rare  en  fait. 

Les  calculs  indiqués  par  la  sommation  £  sont  très  simples  à 
exécuter  numériquement.  On  commence  par  calculer  les  moments 
fléchissants  que  l'ensemble  des  charges  et  surcharges  produiraient 
aux  points  Ai,  Aj, . . .,  comme  s'il  s'agissait  d'une  poutre  droite; 
on  en  fait  les  différences  deux  à  deux  et  on  les  divise  par  les  lon- 
gueurs des  intervalles  correspondants  pour  avoir  les  valeurs  des 
quantités  t.  En  pratique,  il  arrive  souvent  que  le  nombre  des 
intervalles  à  considérer  est  petit  et,  d'autre  part,  que  l'on  peut  pro- 
fiter de  l'une  ou  de  l'autre  des  simplifications  suivantes.  Ou  bien 
les  charges  p  des  différents  intervalles  sont  négligeables  devant  les 
charges  P,  ou  bien  celles-ci  n'existent  pas  ou  peuvent  être  rem- 
placées par  des  charges  uniformément  réparties  équivalentes. 

Dans  certains  cas,  tout  à  fait  simples,  on  peut  rendre  explicite 
la  somme  I,  et  nous  en  donnerons  deux  exemples. 

I®  Câble  à  appuis  de  niveau  ayant  une  charge  p  par  mètre 
courant  et  portant  un  poids  P  à  V abscisse  a.  —  Au  droit  de  la 
charge  P,  on  a  pour  le  moment  fléchissant  la  valeur 

(f+î).('-.). 

On  a  donc 


-(f  H- £),/-.,. 
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On  en  déduit  facilement 


2=^Vîli^>P,nH-,,, 


Supposons,  d'autre  part,  que  Ton  connaisse  la  flèche  / que  pren- 

Fig.  iSy. 


drait  le  câble  à  vide  ;  c'est  généralement  une  fraction  simple  de  la 
portée.  On  aura  approximativement 


8   /» 
3    / 


Examinons  le  cas  extrême  où  P  =  o.  Alors 

^    vx  "         ^  ""     12    •  3     /    ■"  64/»' 

d'où 

Q~87' 

formule  déjà  donnée  plus  haut. 

Examinons  aussi  le  cas  extrême  où  jd  ==  o.  Alors 


2-     , 

On  en  déduit 

v/3  P 


C'est  la  formule  approchée  que  l'on  obtiendrait  en  considérant 
directement  le  câble  comme  formé  de  deux  portions  de  ligne 
droite. 

2**  Câble  à  appuis  de  nweau^  ayant  une  charge  p  par  mètre 
courant  dans  r intervalle  central  A,  Aj  =  I2  et  sans  charge 
dans  les  intervalles  extrêmes  It  et  l^.  —  Sans  insister  sur  les 
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détails  du  calcul,  on  trouve  : 


M,- •§(/,-+- 2/,)f„ 

'i  = 

^(U-r<>.h\     . 

Mj-£^(/,+  -W,)'3, 

'i- 

^i'^-     M. 

M,- M,  =  ^ /,(/,-/,), 

^-- 

-£^(/.+  2/.). 

On  en. déduit 

.    ^=^"[i>(i^+^i')-^ 

hih^'i 

Fi  g.  i6o. 

0 

e. 

1                      ^^^^^^— 

J:^^ 

1 

;          i 

1 
.J 

Dans  le  cas  particulier  où  /|  =  /^  on  a 

Kt,  si  /,  =  o,      . 
comme  plus  haut. 

« 

Correôtions  &  faire  pour  tenir  compte  de  l'allongement  élastique 
du  cAble,  ou  d'une  variation  de  température.  -  Sous  T effet  de  la 
traction  qui  s^exerce  dans  le  câble,  sa  longueur  prinii^ve  L  est 
modifiée.  Elle  s'augmente  d'une  quantité  8L,  dont  on  peut  obtenir 
une  valeur  approchée  dès  que  Ton  a  déterminé  comme  ci-dessus 
une  valeur  approchée  de  la  poussée.  On  peut,  en  effet,  déterminer 
en  chaque  point  la  traction  supportée  par  le  cable  dont  on  connaît 
la  nouvelle  figure,  et  en  déduire  l'allongement  d'un  élément  de 
cable  rfd. 

La  traction  est  F  =  Q  -r-  »  et  l'allongement  est 

"RS""ESU^/ 
L'allongement  total  est  donc 
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Si  Ton  admet  la  simplification  qui  nous  a  donné  la  formule 


L  =  /-♦- 


on  voit  qu'au  même  degré  d'approximation  on  aura 

formule  qui  ne  dépend  pas  de  la  forme  de  la  courbe  décrite  par  le 
câble. 

Plus  simplement,  si  les  appuis  sont  sensiblement  (de  niveau,  et 
si  le  câble  ne  s'éloigne  pas  trop  de  sa  corde,  on  pourra  même  géné- 
ralement admettre  que  Ton  a  partout  F  ==  Q  et  que 

Bien  entendu,  si  l'allongement  provient  seulement  de  l'appli- 
cation d'une  surcharge,  c'est  seulement  le  supplément  de  poussée 
dû  à  la  surcharge  qu'il  faut  preridre  en  compte  dans  ces  formules. 

S'il  s'agit  d'une  élévation  de  température  fournissant  un  allon- 
gement proportionnel  t  pour  Tunité  de  longueur  du  câble,  l'allon- 
gement total  8L  aura  pour  valeur 

11  conviendra  de  tenir  compte  de  ces  variations  de  longueur  pour 
obtenir  la  vraie  valeur  Q'  de  la  poussée  en  modifiant  en  consé- 
quence la  valeur  de  L   -  /,  qui  deviendra 

On  aurait 

V 

d'où 


11  peut  arriver  aussi  que  la  variation  de  L  -  /  provienne  d'une 
variation  de  /,  en  cas  de  rapprochement  des  appuis  par  exemple. 
Le  même  principe  est  applicable.  Q*  est  toujours  inversement  pro- 
portionnel à  L  —  /.        • 
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Il  en  résulte  que  la  correction  Q'  r  -  Q  zrr  oQ  peu»  s'obtenir  dans 
tous  les  cas  par  la  formule  approchée 

2oQ  ^      o(L— 0 
Q    ■"         L— /    ' 

qui  n'est  autre  chose  que  la  traduction  différentielle  de  IVquation 

primitive  Q^  =  ■       ^     et  dont  Temploi  est  légitime  toutes  les  fois 

que  8Q  et  5(L  —  /)  sont  petits  par  rapport  à  Q  et  L       l  respecti- 
vement. 

Poussée  supplémentaire  due  &  des  surcharges  qui  déforment  peu 
le  cAble.  Supposons  qu'on  parte  pour  le  câble  d'un  état  déformé 
correspondant  à  un  ensemble  de  charges  el  de  surcharges.  Il  y  a 
parfois  intérêt,  lorsque  Ton  sait  d'avance  que  l'adjonction  de  nou- 
velles surcharges  ne  peut  déformer  le  cable  d'une  manière  très 
notable,  à  rechercher  simplement  la  variation  q  de  la  poussée, 
qui  au  total  deviendra  Q  -+-  7,  et  lîj  variation  i>  de  l'ordonnée  y  (hi 
câble,  laquelle  va  devenir  y  +  r.  On  peut  y  parvenir  très  simple- 
ment quand  on  admet  la  formule  de  rectification  approchée  indi- 
quée précédemment. 

Supposons,  en  effet,  le  câble  inextensible.  Dans  le  premier  étal 
on  a  . 

'--um^- 

Dans  le  second,  on  h 

Par  suite,  en  retranchant  membre  à  membre,  on  trouve 


/î[S7S]'-(g)'!-»- 


En  supposant  en  outre  que  (--f)    puisse  éire  néi^ligé  devant  ^> 
on  trouve  simplement 


/ 


dv  dy   , 

':j-  -r-  dx  =  o. 

dx  dx 


Si  Ton  intègre  par  parties,  et  si  Ton  ol)serve  que  f  et  y  sont 
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nulles  aux  deux  limites  de  rintégration,   on   peut   mettre   cette 
condition  sous  Tune  des  deux  formes  suivantes  : 


/• 


dx  =  o. 
d\Y 


dx  =  o. 

Appelons  [jl'  le  moment  fléchissant,  dans  la  poutre  droite,  corres- 
pondant aux  charges  et  surcharges  primitives  et  jjl  le  moment 
analogue  correspondant  aux  nouvelles  surcharges,  nous  aurons  les 
relations 


d'où 


ut  -4-  a 
y  H-i;  =  ^ L-, 

Appliquons  l'équation  de  condition  mise  sous  sa  dernière 
forme  /  v  -^dx  =  o,  nous  obtiendrons 

* 

équation  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  q. 

11  est  bien  entendu  que  si  y  a  des  définitions  différentes  .dans 
différents  intervalles,  il  faudra  décomposer  les  sommations  actuel- 
lement envisagées  et  qui  s'appliquent  au  câble  entier,  en  somma- 
tions partielles  dans  lesquelles  on.  attribuera  à  -j^  la  valeur  qui 
leur  correspond.  D'une  manière  générale,  si  p  est  la  charge  uni- 
formément répartie  afférente  à  un  intervalle,  on  a   -r^  =  —  ~ 

dans  cet  intervalle. 

A  titre  d'exemple,  supposons  que  le  càblç  soit  primitivement 
chargé   uniformément  à  raison  de  p^^  par  unité  de  longueur,  on 

aura  partout  --t^  =    -  ^  •  Par  suite,  la  formule  précédente  devien- 
dra 

g  I  y  dx  =   I  i±  dx. 

Il  suffira  de  faire  les  aires  des  deux  courbes  représentant  jjl  et  y 
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et  de  les  diviser  Tune  par  rautre.  La  courbe  de  y  est  d'ailleurs  une 
parabole,  et  a  pour  équatiou 


y^^j — jt — ' 


et  son  aire  est  ^  // 


Premier  exemple.  —  Cas  <Vun  poids  isolé  P  agissant  à  Fabs- 
cisse  OL.  —  On  a 


/ 


acte  =  P 


«(/  —  a)  /        P 


Par  suite, 

Pour  des  câbles  semblables,'  c'est-à-dire  tels  que  ^  soit  le  même, 

des  charges  &eniblablement  placées,  c'est-à-dire  telles  que  j  soit  le 

même,  produisent  des  poussées  égales. 

Sous  la  réserve  supposée  de  la  petitesse  relative  des  surcharges 
par  rapport  aux  charges  initiales,  les  effets  de  différentes  sur- 
charges se  superposent. 

Deuxième  exemple.  -  Cas  (Vune  surcharge  uniformément 
répartie  p^  entre  les  abscisses  a  —  p  e^  a-|-  p.  —  On  trouve 


"H^h'-'-?]- 


r 

'>'P'P  étant  la  surcharge  totale,  le  dernier  terme  de  la  pare n- 

thèse,  ^»  représente  Técart  qui  existe  entre  la  poussée  due  à  une 

charge  concentrée  à  l'abscisse  a  et  à  la  même  charge  répartie  dans 
la  zone  qui  va  de  a  —  ^  à  a  +  ^. 

Supposons,  par  exemple,  a:=  -  et  |î  ^^  -••  On  a 

,4  3         4        48        4         i^ 

On  réduirait  donc  la  poussée  de  —^  seulement  en  adoptant  un 

dispositif  capable  de  répartir  sur  la  moitié  de  la  portée  une  charge 
isolée  placée  au  milieu. 
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Si  l'on  supposait  a  =  y  =  ^  on  trouverait  une  réduction  un 

-\ 

peu  plus  forte,  mais  qui  n'atteindrait  encore  que  -  seulement. 

I 

Valeur  approchée  de  la  déformation  due  à  une  charge  isolée, 
f  au  droit  de  cette  charge.  —  On  n'a  qu'à  porter  dans  la  formule 

Q  -h  y. 
la  valeur  approcliée  trouvée  précédemment  pour^.  On  a  d'ailleurs 


,X=:i 

On  trouve 


_„a(/-a) 


if 


^  =  7f '(•'-- ")• 


=  e!1 

8/ 


8Pf       a(l  —  a) 
V  =  — f-  X  - 


Pt 


l* 


I   _ 

-3f 

(l- 

«) 

1 

/« 

I-H 

fi'' 

a(l. 

-«) 

pl      /« 


Pour  une  valeur  déterminée  de  -j»  v  est  proportionnel  tl/.  11  est 


,  P 


approximativement  proportionnel  à  —.7  quand  ce  rapport  est  sufH 
samment  petit. 


Problèmes  divers  concernant  les  c&bles  obliques.  —  Soit  L  la 
longueur  du  câble,  \  la  longueur  de  sa  corde,  l  celle  de  sa  projec- 


tion horizontale;  soit  p  son  poids  par  mètre  courant,  P=/>X  son 
poids  total;  soit  enfin  F  la  trfictioh  dans  le  sens  de  la  corde  et  Q 
la   composante   horizontale   de   cette    traction  (ou   poussée).  En 

PlOKAUD  29 
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appelant  0  Tangle  de  la  cOrde  avec  Thorizonlale,  on  a 

A,         r 

D'autre  part,  le  poids  pïir  mètre  courant  en  projection  horizon- 
tale est  -f-T-  et  Ton  a 
cosO 

Enfin,  on  a  approximativement 
Si  l'on  élimine  y  entre  les  deux  dernières  relations,  on  a 

Ces  formules  permettent  de  résoudre  tous  les  problèmes  pra- 
tiques (jui  peuvent  se  présenter.  En  voici  quelques  exemples  : 

I**  i) ('^placement  de  V extrémité  A  supposée  libre  lorsque  la 
tension  suii^ant  la  direction  AU  passe  de  F  à  F\  —  Dans  la 
ni>uvell<;  silci^tiofi,  on  a 

On  pourra  donc  calculer  X',  et  par  suite  le  déplacement.  À'    -  a, 
dès  que  Ton  connaîtra  L',  nouvelle  longueur  du  câble. 

Or,  en  supposant  que  la  flèche  y  soil  petite  par  rapport  à  X,  la 
tension  au\  différents  points-  du  câble  diffère  très  peu  de'  la  trac- 
tion exercée  suivant  la  corde.  L'allongement  élastique  du  câble 
sous  refPorl  supplémT»ntaire  V  —  F  est  donc  très  a])proximative- 

ment 

F'— F  F'— F 

L'— L  =  L — -— —  ou  X     -,^     , 

hî5  ES 

E  étant  le  coefficient  d'élasticité  el  S  la  j^ection  du  cable. 

On  peut  trouver  une  formule  approxiinative  donnant  directe- 

temenl  rallongemenfX'    -  X.  On  a,  en  eflet, 

p-'cos*orx       V 


/'— À  =  L'-L-^- 
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En  remplaçant  dans  le  second  membre  L'  —  L  par  sa  valeur,  et  en 
considérant  d'autre  part  que  dans  ce  second  membre  on  peut  rem- 
placer approximativement  L  çl  V  par  X^  en  commettant  des  erreurs 
relatives  insignifiantes,  on  obtient  pour  rallongement  propor- 
tionnel ^ 
,    ,                        V— X       F'- F       l'«cos!Or  1           I   1 

^">  -r-  =  -Es--*--ïr~LFî~FïJ* 

I^  premier  terme  représente  la  déformation  élagiÙ4|U6  ;  l'autj^je  lieat 
compte  du  cliangement  de  flèche  du  <'àble. 

Si  Ton  suppose  que,  partant  d'un  état  initiai  caractérisé  par  la 
lension  K,  on  augmente  la  lension  d\ine  quantité  F'  —  F  =  5F, 
assimilable  à  un  infintment  petit,  la  formule  deviendra 

(3) 

on  peut  récrire 

(4) 

en  posant 


5X 

oF        Pscos^e  3F 
"  lis    '         12        F*^' 

ft\        8  F 

E'=E—  ' 


ESP^cossB 


12  F* 

La  quantité  E'  est  ce  que  l'on  peut  appeler  le  coefficient  d'élasti- 
cité apparent  du  câble  dans  sa  situation  initiale  (*).  On  voit 
facilement  qu'il  ne  dépend  pas  de  la  section  S  du  câble,   mais 

seulement  de  sa  fatigue  unitaire  -^  =  X",  de  sa  densité  A  et  de  sa 

projection  horizontale  /. 

■  '  '   '      .  .    ■■    .        .1     ■     ,<      I  - 

(')  On  aurait  pu  rechercher  une  plus  grande  exactitude  en  employant  pour 
l'évaluation  de  L'  —  L  la  formule   • 

Alors  le  dénominateur  de  Ë'  serait  devenu 

I    P^cosif»         K   SP*co8ie 

IH 


12  F^  17.  F3 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  dans  tous  les  cas  de  la  pratique,  le  second  ternie  est 

F 

négligeable  vis-à-vis  du  troisième.  Leur  rapport  est  en  effet   r:^»    de    l'ordre    de 

grandeur  d'un  allongement  proportionnel. 
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On  a,  en  effet, 


^ 


On  en  déduit 


P  =  AxSxX, 
F=  KS. 

1-2  F»        ""    12K» 


Si  Ton  fait  E=2Xio'"elA  =  j.800*',  on  trouve  facilement  les 

E' 
chiffres  du  Tableau  suivant,  qui  donne  les  rapports  -rr  du  coeffi- 
cient d'élasticité  apparent  au  coefficient  d'élasticité  du  métal. 

Valeurs 

•d    —  d    - 

Valeurs  E  K 

dcAr.lO-*.  pour /  =  50".  pour  /  =  lOJ». 

o o  o 

5 0,333  0,1  II 

10 ,0,80  ô,5o 

>3 0,93  0,77 

^o 0,97  Oï*>9 

^5 0,99  0,94 

On  voit  que,  pour  des  câbles  de  moins  de  5o"'  en  projection 
horizontale,  le  coefficient  d'élasticité  apparent  E'  varie  peu  et 
n'est  pas  très  différent  de  E  des  qu'il  s'agit  de  tensions  com- 
prises entre  10*'  et  2;)''  par  millimètre  carré.  Pour  des  cables 
d'une  centaine  de  mètres  la  conclusion  ne  subsiste  que  pour  un 
domaine  beaucoup  plus  limité. 

Pour  un  câble  donné,   il  est  souvent  avantageux  de  calculer, 

E' 
comme  on  vient  de  le  faire,  quelques  valeurs  de  —  pour  diverses 

valeurs  de  A*.  On  peut  en  déduire  une  courbe  continue  représentant 

E' 

•^  en  fonction  de  /•. 
E 

Lorsque  la  tension  varie  dans  des  limites  étendues,  entre  une 
valeur  initiale  F  et  une  valeur  finale  F',  cette  courbe  permet  de 
suivre  par  cheminement  les  variations  du  coefficient  d'élasticité,  et 
par  suite  les  variations  des  allongements  successifs  ,0Â  de  la  cort^e, 
lorsque  la  tension  passe  de  F  à  F'  par  degrés  aussi  petits  qu'on  le 
veut.  On  aura  évidemment 

À'  —  X  =  £  oX. 
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a**  Déplacement  de  l^e±Crèmité  libre  yi  lorsque  à  une  varia- 
tion F  —  F  de  tension  se  superpose  une  variation  de  tempéra- 
ture, —  Si  l'on  appelle  t  rallongement,  positif  ou  négatif,  dû  par 
mètre   courant   à   la   variation   de    température,    il    faudra,    bien 

entendu,    en    tenir   compte  dans   le   calcul   de  U  *-  L,  qui    sera 

p', p 

approximativement  L'  —  L  ==  Xt  +  A  y  le  premier  terme  repré- 

sentant  rallongement  thermique,  et  le  second  rallongement  élas- 
•  tique. 

On  parviendrait  évidemment  à  la  formule 

i   y  ^'  ""  ^'  _  F  -  F       P^cos«e  r  I  I  ] 

et  Ton  en  déduirait,  pour  le  cas  d'une  différence  oF  =?  F'  —  F  assi- 
milable à  un  infiniment  petit,  la  formule  simplifiée 

(4)  -_=,^_, 

E'  étant,  comme  précédemment,  le  coefficient  d'élasticité  apparent. 

3"  Variation  de  la  tension  d'un  câble  dont  les  extrémités 
sont  fixes  lorsque  la  température  varie.  —  Appelons  t  rallon- 
gement thermique  par  mètre  courant,  la  solution  du  problème 
sera  donnée  par  les  équations  (2)',  ou  (4)'  dont  le  premier  mem- 
bre est  supposé  nul. 

L'équation  (2)'  est  du  troisième  degré  en  F'.  On  la  résoudra 
par  tâtonnements. 

Si  Ton  a  construit  la  courbe  représentïint,  pour  le  câble  donné, 

F' 
le  rapport  ^  en  fonction  de  sa  fatigue  /r,  on  pourra  utiliser  Téqua- 

tion  (4)'  par  voie  de  cheminement  de  la  manière  suivante.  On 
supposera  x  fractionné  en  éléments  suffisamment  petits,  égaux  ou 
inégaux,  Ti  To  . . . ,  tels  que  x  =  Ti  +  x^  -4-  .  •  • ,  et  Ton  aura 

Bki  =  —  E'j  oTi, 


P 
E',    correspondant   à   la   valeur    Initiale    A-  =  — jE'^   à  la  valeur 

/c-f-oÂi  et  ainsi  de  suite.   On  aura  évidemment  F'  — F  =  SSôA" 
approximativement. 
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4**  Variation  de  la  tension  d' un  câble  lorsque  son  extrémité 
A  se  déplace  dans  sa  direction.  —  T-kI  solution  est  donnée  par 
l'équation  (2)  dans  laquelle  V  —  X  est  supposé  connu  et  où  F', 
quantité  inconnue,  figure  au  troisième  degré. 

On  peut  «encore  procéder  par  cheminement  en  employant 
Téquation  (4)  et  la  courbe  des  coefficients  d'élasticité  apparente, 
si  Ton  a  fractionné  X'  —  A  en  éléments  d\  suffisamment  petits. 

5°  Variation  de  la  tension  d^un  câble  lorsque  son  vxtrèntiU' 
A  se  déplace  suivant  une  horizontale.  -  -  Notis  supposerons 
qu'il  s'agisse  de  déplacements  petits  par  rapport  à  /,  ou  à  A,  de 
telle  façon  que  la  \ariation  de  la  direction  AB  soit  petite.  Alors, 
le  déplacement  horizontal,  appelé  rf/,  est  lié. à  Taugmentation  rfX 
de  la  longu?îur  de  la  corde  par  l'équation 

l dl—\  (Cky 
que  l'on  obtient  en  difTérentiant  la  relation 

dans  laquelle  H  est  constant  par  hypothèse.  Connaissant  rfX,  le 
calcul  se  poursui\ra  comme  dans  le  cas  précédent. 

Il  est  évident  que  si  l'on  se  trouve  dans  des  conditions  telles 
que  Ton  puisse  reconnaître  a  priori  que  E'  est  sensiblement  égal 
à  E  (cables  de  longueur  modérée,  soumis  à  des  tensions  initiales 
suffisamment  grandes),  les  calculs  par  cheminement  pourront  être 
considérablement  abrégés.  En  prenant  pour  E' une  valeur  moyenne 
estimée  (à  la  limite,  en  prenant  E' =  E ),  le  calcul  se  ferait  d*un 
seul  coup  et  serait  identique  à  celui  qui  correspondrait  à  une 
barre  rigide,  ne  se  déformant  pas  d'une  manière  appréciable  sous 
son  propre  poids. 

II.  —  Cable  associé  a  iiNe  poutrk  de  rigidité. 

Un  p(mt  susj>endu  dont  le  taj)lier  est  simplement  accroché  à 
une  nappe  de  cables  est  très  déformable.  L'efFet  de  charges  isolées 
un  peu  importantes  est  parfois  gênant.  On  pare  à  cet  inconvénient 
de  diverses  façons. 
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Un  premier  palliatif  consiste  à  augmenter  lé  poids  mort.  Nous 
avons  vu  que,  dans  certaines  limites,  la  déformation  verticale  à 

l'aplomb  d'une  charge  isolée  est  proportionnelle  au  rtipport  ~  de 

celte  charge  à  la  charge  permanente.  Mais  c'est  là  un  palliatif  assez 
coûteux,  puisqu'il  oblige  à  renforcer  la  suspension. 

Un  second,  procédé  consiste  à  soutenir  les  parties  extrêmes  du 
ublier  au  moyen  de  haubans  inclinés.  Ces  parties  deviennent 
rigides.  Quant  aux  râbles  principaux,  ils  ne  supportent  directement 
les  charges  que  dans  leur  partie  centrale,  et  Joui  se  passe  à  peu  près 

comme  si  ces  câbles  avaient  une  portée  réduite  et  un  rapport  y  nota- 
blement plus  petit.  Mais  ce  dernier  avantage  ne  serait  complètement 
obtenu  que  si  les  points  des  câbles  correspondant  aux  derniers 
haubans  pouvaient  être  rendus  complètement  fixes.  En  outre,  le 
passage  de  la  partie  rigide  du  tablier  à  la  jTartie  centrale  qui  reste 
déformable  né  va  pas  sans  certains  inconvénients  que  la  sagacité 
des  constructeurs  peut  bien  atténuer,  mais  non  supprinuT, 

On  y  pare  dans  une  certaine  mesure,  et  du  même  coup  on  limite 
les  déformations  de  la  partie  centrale  en  donut-int  au  tablier  une 
certaine  rigidité  propre.  On  constitue  de  véritables  poutres  hori- 
zontales, ayant  un  moment  d'inertie  relativement  grand,  qui  ont 
pour  rôle  de  répartir  les  charges  isolées  sur  un  nombre  plus  ou 
moins  grand  de  tiges  de  suspension.  On  utilise  à  cet  effet  le  métal 
qui  est  déyÀ  nécessaire  à  d'autres  points  de  vue,  le  contrevenlemenl 
par  exemple,  et  Ton  cherche  à  l'employer  le  plus  judicieusement 
possible  en  déterminant  la  hauteur  de  poutre  qui  conduit  à  un 
taux  de  fatigue  ni  trop  faible,  ni  trop  élevé. 

Le  problème,  ainsi  posé,  est  de  même  nature  que  celui  qui  est 
posé  par  l'association  d'une  poutre  et  d'un  arc.  Mais  il  se  complique 
de  ce  fait  qu'il  faut  prendre  en  compte  des  déformations  qui  ne 
sont  plus,  en  général,  négligeables. 

On  suppose,  pour  simplifier,  que  le  réglage-  est  fait  de  telle 
façon  que  la  poutre  de  rigidité  ne  soit  soumise  à. aucun  travail  de 
flexion  sous  l'action  de  la  charge  permanente.  Elle  est  aloi^s  sinv- 
plement  suspendue  au  câble.  La  forme  initiale  de  celui-ci,  sous  la 
charge  permanente,  est  d'ailleurs  supposée  connue,  et  il  ne  s*agit 
que  de  déterminer  les  effets  des  surcharges  à  partir  de  cet  étal 
Initial. 
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Équations  générales  d'équilibre.  —  Appelons  comme  précé- 
demment jx'  le  moment  fléchissant  qui  se  produirait  dans  la  poutre 
droite  de  même  portée,  sous  l'action  de  la  charg;e  permanente, 

[JL   celui  qui  se  développerait  sous  Taction  des  surcharges, 

m  celui  qui  se  développerait  sous  l'action  des  tensions  exercées 
de  haut  en  bas  dans  les  tiges  de  suspension  par  Teflet  des  sur- 
charges, , 

et  enfin  M  le  moment  fléchissant  réel  qui  se  produit  dans  la 
poutre  de  rigidité. 

Dans  l'état  initial,  rordonnée  du  point  du  câble  est  telle  que 

Dans  l'état  correspondant  aux  surcharges,  cette  ordonnée 
devient 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  [jl', 

D'un  autre  côté,  si  l'on  considère  la  poutre  de  rigidité,  lo 
moment  fléchissant  M  est,  à  une  fonction  linéaire  prés,  égal 
à  [JL  —  m.  On  peut  donc  écrire 

^[  =  |jt  —  m  4-  A  -h  Bx  =  [X  —  {Q~T-  q)v  —  qy  -h  A  -4-  Bx. 


» 


>  Enfin,  le  déplacement  vertical  v  du  câble  est  en  chaque  point 
égal  au  déplacement  vertical  correspondant  de  la  poutre  de  rigidité, 
lorsque  l'on  fait  Thypothèse  de  tiges  de  suspensions  infiniment 
rapprochées.  Or,  dans  les  poutres  droites,  on  a  la  relation  sui- 
vante : 

dx^  ""  ~  Eï  ' 

(Nous  mettons  le  signe  —  dans  le  second  membre  parce  que  i'  est 
ici  compté  de  haut  en  bas.  ) 

En  remplaçant  M  par  sa  valeur   écrite   plus  haut,  on  trouve 
l'équation  diflerentielle  générale 
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Si  les  trois  conslantes  A,  B,  q  étaient  connues,  cette  équation 
,  permettrait  de  déterminer  r  et  par  suite  M. 

Théorie  simplifiée  de  Rankine  et  Maurice  Lévy.  ~  Ces  auteurs 
supposaient  que  l'adjonction  au  câble  d'une  poutre  de  rigidité 
efficace  avait  pour  effet  de  conserver  au  câble  sa  forme  initiale, 
ou  tout  au  moins  de  rendix;  le  déplacement  i»  complètement 
négligeable. 

Dans  ces  conditions,  l'expression  du  moment  fléchissant  déve- 
loppé dans  la  poutre  de  rigidité  peut  se  réduire  à 

Elle  est  la  même  que  celle  que  Ton  obtiendrait  pour  un  arc 
rigide,  ayant  le  câble  pour  fibre  moyenne. 

La  détermination  des  trois  constantes  A,  B,  q  se  fait  alors  par 
d(\s  procédés  identiques  à  ceux  employés  pour  les  arcs. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  poutre  soit  simplement  appuyée 
à  ses  deux  extrémités;  on  devra  avoir  en  ces  points  M  =  o  et  par 
suite  A  =  B  =  o. 

Si  elle  est  encastrée,  on  devra  écrire  les  deux  conditions 
connues 


I  M  dx  =  Oy  j  Mx  dx  =i  o. 


D'autre  part,  si  l'on  suppose,  comme  à  l'ordinaire,  le  câble 
inextensible,  on  devra  écrire  dans  tous  les  cas  la  condition  qui 
exprime  la  conservation  de  sa  longueur.  On  peut,  d'ailleurs,  dans 
ce  cas,  appliquer  très  légitimement  les  formules  qui  s'appliquent 
à  la  rectification  d'un  câble  peu  déformé,  et  d'où  nous  avons 
déduit  l'équation  de  condition  sous  la  forme 


/• 


En  remplaçant  dans  cette  éqyation -^  par  —  '^.  et  en  suppri- 

[ 
niant  le  facteur  p^,  supposé  constant,  on  trouve 


/  M^  dx  =  o. 


i  i 
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Ce  sont  donc  bien  exactement  les  mèni'es  équations  que  l'on 
aurait  à  écrire  pour  un  arc  ripde. 

On  en  conclut  que  les  réactions  d^ appui  A,  B,  q  se  déterminent 
comme  si  le  câble  était  remplacé  par  un  arc  rigide  à'  section 
constante^  soit  articulé,  soit  encastréy  auquel  les  surcharges 
seraient  directe  me  ni  appliquées, 

Otte  théorie  a  un  point  de  départ  inexact,  i^  n'étaait  pas  nul,  «cl 
le  terme  (Q  -h  7)  i^,  qui  figure  dans  l'expression  de  M,  n'éiant  pas 
a  priori  négligeable  devant  les  autres.  Si  ♦'  était  nul,  tout  sv 
passerait  comme  si  les  surcharges  se  i-épartissaient  uniformémeal 
4între  toutes  les  tigesTde  suspension  dans  l'étendue  de  la  poutre  de 
rigidité,  c'est-à-dire  comme  si  la  poutre  de  rigidité  était  infiniment 
rigide.  Le  moment  fléchissant  dans  la  poulre  de  régidité  ne 
<lépendrait  pas  de  son  module  d'inertie.  Ces  conséquences  sont 
évidemment  fausses. 

Mais  la  conclusion  à  laquelle  nous  sommes  arrivés,  pour  la 
<létcrmination  des  constantes  A,  B  et  q^  n'en  subsiste  pas  moins, 
au  moins  à  tilre  de  conclusion  approchée.  Il  suffit,  pour  qu'il  en 
soit  ainsi,  que  dans  les  équations  de  condition 

I  M  dx  =  o,  I  M  X  dx  =  o,  l  M  y  dx  =  o^ 

les  termes  provenant  de  p  soient  négligeable^  par  rapport  aux 
autres,  et  cela  peut  avoir  lieu  sans  qu'il  en  soit  de  même  dans 
l'expression  de  M. 

Considérons  spécialement  le  cas  où  la  poutre  est  simplement 
appuyée  à  ses  extrémités  (  Azin  B  =  o).  On  n'a  à  considérer  que 
la  troisième  équation,  qui  s'écrit  explicitement 

j{\^  —  qy)ydx  —  (Q-+-  y)  j vydx  =  0. 

L'intégrale  /iyrfj;  peut  être  considérée  comme  négligeable, 
non  pas  seulement  parce  que  <•  est  petit  par  raj>port  à  y,  mais 
aussi*  parce  que  t',  s(uis  l'action  d'une  surcharge,  est  forcément 
positif  dans  certaines  régions  du  cable  et  négatif  dans  certaines 
autres.  C'est  une  condition  néct^ssaire  pour  (jue  la  longueur  du 
cable  puisse  élnî  conservé(\ 

On  ferait  des  constatations  analogues  pour  le  cas  d'une  poutre 
encastrée. 
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Nous  admettons  donc  que  dans  la  recherche  des  constantes  on 
peut  opérer  dans  tous  les  cas  comme  si  c  était  négligeable,  au  moins 
à  titre  d'approximation . 

Dans  le  cas  d'une  poutre  simplement  appuyée,  la  poussée  sup- 
plémentaire ^  résnltera  par  suite  de  Téqtialion  suivante  : 


q  j  y^dx  =  j  \xy  dx, 

a.  Si  Ton  a  une  surcharge  p  uniformément  répartie  sur  toute 
la  longueur  du  câble,  on  trouve 

comme  s'il  n'v  avait  pas  de  poutre  de  rigidité. 

b.  Si  l'on  suppose  une  surcharge  isolée  P,  agissant  à  l'abscisse  a, 
on  trouve 

formiile  indiquée  par  Maurice  Lévy. 

Quand  on  la  compare  à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  la 
poussée  supplémentaire  dans  un  câble  libre,  savoir 

3   P 

on  voit  que,  dans  cette  dernière,  il  faut  multiplier  l'expression 
YfOL(l.--  (x)  par  un  coefficient  constant  égal  à  j  =  o,  7.*),  tandis  que 
dans  l'autre  il  faut  prendre  un  coefficient  variable 

iHi-r)]- 

qui  varie  de  0,62  pour  ^'  n=  o  a  o,  78  pour  -jzrzz  -  ».  [\)ur  -  -^  7*  on 

a  0,742. 

Pour  des  surcharges  intéressant  une  région  un  peu  étendue  dans 
la  partie  centrale  du  câble,  il  y  a  très  peu  de  différence. 

c.  Supposons  maintenant  qu'on  remplace  la  charge  concentrée  P 

P 
par  une  charge  uniformément  répartie />= -q  entre  les  abscisses 

a  —  P  et  a  +  ^.  Ln  calcul,  dont  le  détail  est  sans  intérêt,  c(mduil 
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à  la  formule  f 

A  titre  de  vérification,  si  l'on  fait  a  =  S  =  -,  on  retombe  sur  la 

formule  q=^.» 

Si  Ton  suppose  a  rz:  ^  =  -,  on  trouve  que  la  poussée  due  à  la 

charge  uniformément  répartie  est  d'environ  les  —  de   celle   qui 
serait  due  à  la  charge  "concentrée  équivalente. 

Étude  de  la  déformation  et  des  moments  fléchissants  dans  la 
poutre  de  rigidité.  —  Une  fois  les  constantes  connues,  au  moins 
d'une  manière  approchée,  on  peut  résoudre  Téquation  différen- 

lielle  obtenue  précédemment.   En  posant  '     ^  =  A'^^  elle  peut 

s'écrire 

Dans  tous  les  cas  de  la  pratique,  jjl  est  une  fonction  algébrique 
(généralement  du  premier  ou  du  second  degré)  dans  certains 
intervalles  connus.  De  même,  y  est  une  fotiction  du  second  degré 
(généralement  une  simple  parabole).  L'intégration  est  donc 
facile. 

On  peut,  d'ailleurs,  substituer  à  celte  équation  différentielle  une 
autre  équation  qui  débarrasse  de  la  considération  des  constantes  A 
et  B,  et  (jui  fait  connaître  directeyient  le  moment  fléchissant  M.  Il 
suffit  de  la  dériver  deux  fois  par  rap[)ort  à  x.  On  obtient 


On  j)eut  remplacer 


d^v  M 

d*  V  I     d^  M 

d^^     P"'*     ~  lîï   dF' 
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et  il  reste,  en  supprimant  le  facteur  El, 

Supposons  que,  dans  un  certain  intervalle  /  de  la  corde  du  càhle, 
les  surcharges  se  réduisent  à  une  charge  uniformément  répartie  p^ 
on  aura  dans  cet  intervalle 


d'où 


Il  =  a  -^  bx  —  ' —  , 

■i 


f/i  JJL 

dx* 


D'autre  "part,  si/>'  est  la  charge  permanente,  on  a  également 

di'x 

dx*'"       ^' 

et  par  suite 

'  dx^       i^  dx*  '^      q^' 
Par  suite, 

en  posant 

L'équation   différentielle   est'  donc,    finalement,    dans    Tinler- 
valle  /, 


dx* 


/{*yi~{~  r  =  o. 


Son  intégrale  générale  est 


M  =  A  c*^-+-  H  e-^-f -4-  ^  • 


A* 

m 

Il  en  sera  de  même  dans  les  autres  intervalles,  les  quantités 
constantes  r  étant  généralement  différentes  d'un  intervaHc  à 
l'autre. 

Quant  aux  deux  séries  de  constantes  A  et  B,  elles  seront  déter- 
minées de  manière  à  assurer  : 

1°  La  continuité  de  \(i  fonction  M  à  la  limite  de  deux  intervalles 
consécutifs. 
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2®  La  continuité  de  Teffort    tranchant   -j—  »    s'il  n'y  .a  pas  dfî 

charge  isolée  à  la  limite  séparalive  de  ces  intervalles,  ou  bien,  dans 
Je  cas  contraire,  Tégalité  de  cette  charge  isolée  et  de  la  différence 
dtîs  efforts  trancliants  de  part  et  d'autre. 

3"  Les  conditions  assignées  aux  extrémités  de  la  poutre  de 
rigidité.  Si  celle-ci  est  simplement  appuyée,  on  devra  avoir  M==  o 
aux  deux  bouts.  Si  elle  est  encastrée,  on  devra  satisfaire  aux 
conditions 

/  M    (Ij:  =  o, 
/  Mx  dx  =  0. 

a.  A  litre  d'exemple,  nous  considérerons  le  cas  d'une  poutre 
simplement  appuyée,  portant  une  charge  concentrée  P  à  l'abscisse  a, 
la  charge  permanente  étant  p'  par  mètre  courant.  On  a  deux  ioier* 

valles  à  considérer,  dans  chacun  desquels  on  a  r=  — p' ?:'   '^^^ 
expressions  de  M  sont  respectivement  dans  ces  deux  intervaïles  :    • 

M  =  A  e*-^-+-  B  e-*-^-4-  ^, 
.      .  M  =  A'  e*'-+-  B' «-*'-+-  ~. 

A" 

Supposons  l'origine  des  coordonnées  placée  au  droit  de  la 
charge,  de  sorte  que  les  abscisses  des  extrémités  de  la  poutre  soient 
respectivement  —  a  et  (  /  —  «)=«'. 

Pour  a?  =  o,  les  conditions  de  continuité  donnent 

A-t-B=:A'-hB',  iA'==A-.-^, 

d  ou  « 

P  i  P 

A  — B=A'— B'-+- r»  B'=B-r--7- 

Pour  X  =  —  a  cl  pour  x  =r  a'  on  doit  avoir  M  :=  o,  ce  qui 
s'écrit 

A  e-*a-+-  B  c*a     ^.  IL  —  c, 

A'c/.a'  -f-  B'e-'-a'-t-—  =  o. 

A- 
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En  éliminant  A'  el  B',  on  a  à  résoudre  les  deux  équations 

A  el^^'  -f-  B  tf-A*'  —  -^  (e*«'  -  e-^a'  )  -h  I-  =  o, 
•  ik'  k^ 

/• 

A  e-A*  -H  B  «*«     -+---  =  o. 

A*  / 

Finalement,  on  obtient 

'^  AT  A'" 

A'  et  B'  se  déduisant  d'ailleurs  de  B  et  A  respectivement,  en 
rbangèant  a  en  a'  et  réeiproquement. 

6.  On  petit  traiter  d'un«  manière  analogue  le  cas  d'une  sur- 
charge uniformément  répai'tie/>,  sur  la  longueur  comprise  entre 
les  abscisses  a  -  -  p  et  «  -f-  ^.  . 

On  a  cetLiî  fois  trois  intervalles.  Dans  les  deux  extrêmes,  on  a 


r=^p- 


Dans  celui  du  centre,  on  a 


r^p-p-^ 


Les  expre'ssictns  de  M  sont  l'es'pectivement 


M  =  A  <;^-^-f-  B  <j-A^  — 


M  =  A,  c^'-f-  B|  e-^-^-+- 


M^  A'«A•'^-B'^-*-*^  — 


T.(r-^) 


Au  point  d*abscisse.  —  ^,  les  conditions  de  continuité  donnent 

B=:B,-4-4ï*-^^- 
•lA* 


Au  point  d'al)scisse  ^,  les  conditions  de  continuité  donnent  «le 
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mênie 


On  en  déduit 

Les  conditions  aux  extré miles  sont  d'ailleurs  exactement  les 
mêmes  que  précédemment. 

Il  en  résulte  que,  dans  les  expressions  finales  de  A  et  B,  les  seules 
modifications  à  apporter  sont  celles  qui  proviennent  des  nouvelles 
relations  établies  entre  A  et  B  d'une  part,  et  A',  B'  d'autre  part. 

Le  seul  changement  est  le  remplacement  de  — -r  par  l'expression 

m 

•2A*^  ik       ik^ 

en  désignant  par  P  la  surcharge  totale  2/>p. 

Lorsque  k^   demeure  petit,  -r^ —  est  sensiblement  égal  à  i, 

'  de  sorte  que  les  coefficients  A  et  B,  et  par  suite  A'  et  B',  sont 
sensiblement  les  mêmes  que  si  la  surcharge  était  concentrée  à 
Tabscisse  a.  Dans  l'intervalle  qui  va  de  a  --  ^  à  «-[-p,  la  courbe 
de  M  a  le  caractère  d'une  courbe  de  raccordement.  Toutefois,  il 

ne  faut  pas  oublier  que  la  valeur  de  Â==4/     ..^     n'est  pas  tout  à 
fait  la  même  dans  les  deux  cas. 

Indications  sur  la  marche  des  calculs  et  sur  le  degré  de  précision 
nécessaire.  —  En  général,  on  pourra  se  fixer  a  priori  la.  section 
de  métal  w,  que  Ton  consent  à  attribuer  à  chaque  platebande  de 
la  poutre  de  rigidité.  La  considération  du  contrevenlement  hori- 
zontal du  tablier  fournira  au  moins  un  minimum.  Le  problème 
consiste  doiic  à  déterminer  la  hauteur  H  de  la  poutre.  Cette  hau- 
teur elle-même,  qui  a  priori  devrait  être  la  plus  grande  possible, 
pour  accroître  la  rigidité,  est  limitée  en  fail  par  cette  considération 
qu'on  ne  peut  pas  admellre  de  poutres  trop  grêles,  susceptibles  de 
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(lamber,  et  par  cette  autre  considération  que  la  plate-bande  supé- 
rieure cesserait  très  vite  déjouer  un  rôle  utile  dans  le  contreven- 
tenient,  si  la  poutre  n'avait  pas  une  grande  rigidité  transversale. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  admettrons  que  l'on  ait  a  priori  une 
limite  H'  pour  la  hauteur  de  la  poutre. 

Nous  admettrons  aussi  que  le  moment  d'inertie  puisse  se  cal- 
culer par  la  formule  approotée 

I  = > 

•X 


et  que  par  suite  T  =  i  /  =r soit  ainsi  proportionnel  à  A  et  à  la 

racine  carrée  de  o). 

Pour  les  différentes  positions  que  Ton  jugera  intéressantes  de  la 
'  surcharge  concentrée  maxima,  ou  de  la  surcharge  répartie  incom- 
plète, on  calculera  les  valeurs  approchées  de  q^  et  Ton  aura,  pour 
chaque  cas,  la  limite  supérieure  de  k.  On  prendra  la  valeur  numé-. 
rique  simple  la  plus  voisine  de  cette  limite,  et  Ton  déterminera  les 
courbes  des  moments  fléchissants  M,  ou  tout  au  moins  les  valeurs 

maxima  de  M.  Puis  on  en  déduira  la  fatiime  maxima  -r-  =  -tt  de 

la  poutre  de  rigidité,  et  Ton  vérifiera  qu'elle  ne  dépasse  pas  un  taux 
admissible.  Si  le  contraire  se  présentait,  on  recommencerait  les 
mêmes  calculs  pour  une  limite  H"  <;  H'  et  ensuite  on  déduirait 
par  interpolation  la  valeur  de  H,  à  laquelle  il^  convient  de  s'ar- 
rêter. 

Voici  d'ailleurs,  en  les  généralisant,  les  résultats  d'un  certain 
nombre  d'essais  numériques  faits  sur  des  poutres  simplement 
appuyées  aux  deux  extrémités. 

En  essayant  diverses  valeurs  de  A*,  on  const^ite  que  les  moments 

fléchissants  maxima  varient  à  peu  prés  comme  v>  mais  cependant 
.  un  peu  plus  vite.  On  peut  donc  les  représenter  par  2.,  ©  étant  une 
fonction  très  lentement  croissante  avec  -r* 

Wv 

Il  en  résulte  que  la  fatigue  maxima  -r-  de  la  poutre  de  rigidité 
est  proportionnelle  à 

Q  ■        SS  ■    • 

PiGKAUD  3o 
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Si  o  était  constant,  cette  fatigue  ne  dépendrait  pas  de  H.  Comme 

p  varie  très  lentement  avec  -^i  c'est-à-dire  avec  H  et  Jm.   il  en 

résulte  que  la  fatigue  croît  lentement  as  ec  H.  Elle  décroît  d'ailleurs    , 
aussi  d'une  manière  assez  lente  quand  lo  va  en  croissant. 

En  résumé,  Tefficacité  d'une  poutre  de  rigidité  est  sensiblement 

proportionnelle  à  M^g^,  c'est-à-dire  à  -  ou  à  ^/l.  11  y  a  donc  intérèl 

à  augmenter  I,  mais  le  gain  n'est  proportionnel  qu'à  la  racin>e 
carrée  de  la  section  de  la  poutre,  il  est,  d'autre  part,  sensiblement 
proportionnel  à  H,  qu'il  faut  augmenter  le  plus  possible,  jusqu'à 
la  limite  compatible  avec  les  règles  d'une  bonne  construction.  Il 
suffit  de  vérifier  que  la  hauteur  choisie  ne  conduit  pas  à  une  trop 
grande  fatigue  dans  la  poutre  de  rigidité.  Le  fait  que  la  fatigue 
croît  lentement  avec  la  hauteur  dispense  d'une  très  grande  pré- 
cision dans  la  recherche  de  celle-ci. 


»•••! 
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RÈGLES  SPÉCIAIJ':S  AUX  OUVRAGES  EN  MA(.X)NNERIE 

OU  EN  CIMENT  ARMÉ. 


I.  —  Ouvrages  en  maçonnerie. 


Propriétés  des  maçonnerlds.  —  La  maçonnerie  est  un  assem- 
blage d'élémçnls  de  nature  différente,  moelloos  ou  cailloux  el 
mortier,  ce  dernier  résultant  lui-même  d'un  asseml)lagc  de  sable 
et  j2;ravier  avec  des  grains  de  chaux  ou  de  ciment.  On  ne  doit  pas 
s'attendre  à  ce  que  les  lois  de  l'élasticité  et  la  loi  de  répartition  des 
efforts  moléculaires  s'appliquent  aux  particules  infiniment  petites 
de  la  masse.  Ces  lois  ne  peuvent  être  invoquées  que  pour  des 
moyennes  applicables  à  des  volumes  ou  à  des  surfaces  d'un  ordre 
de  grandeur  supérieur,  ou  tout  au  moins  comparable  à  celui  des 
éléments  constitutifs  de  la  maçonnerie.  Pour  un  massif  eu  mortier 
pur  ou  en  béton  formé  de  cailloux  fins,  la  condition  d'homogé- 
néité est  remplie  d'une  manière  assez  complète.  Elle  Test  beau- 
coup moins  dans  une  maçonnerie  de  gros  moellons. 

Dans  les  maçonneries,  la  limite  de  rupture  par  com|)ression  est 
généraïement  élevée.  Elle  peut  atteindre  joo'''^  par  centimètre 
carré,  pour  de  bonnes  maçonneries  avec  mortier  de  ciment.  Elle 
ne  tombe  guère  à  moins  de  loo'^s  par  centimètre  carré  pour  des 
maçonneries  de  chaux,  après  (|u'elles  ont  fait  prise.  Par  contre,  la 
limite  de  rupture  à  la  traction  est  faible;  elle  atteint  rarement 
\^)^^  par  centimètre  carré  pour  un  béton  riche  en  ciment,  et  peut 
s'abaisser,  pour  une  maçonnerie  jeune  ou  médiocrement  exécutée, 
à  2^s  ou  3^^  par  centimètre  carré.  Autant  dire  que  dans  certains 
cas  elle  tombe  à  zéro. 

La  prudence  exige  que  «lans  les  calculs  de  stabilité  on  suppose 
nulles,   en  même  temps  que  la  limite  de  rupture  j)ar  traction,  la 
limite  d'élasticité  et  la  lim.ite  de  sécurité  à  la  traction. 
'  En  ce  qui  concerne  la  résistance  des  maçonneries  au  glissement 
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OU  au  cisaillement,  elle  peut  être  t^ès  grande  dans  les  maçonneries 
de  blocage  ou  de  béton  ;  mais  elle  peut  devenir  nulle  ou  presque 
nulle  pour  des  maçonneries  assisées,  c'est-à-dire  formées  de  blocs 
de  pierre  taillés  et  collés  les  uns  aux  autres  par  un  joint  mince  en 
mortier  plus  ou  moins  bien  fait.  Mais  il  arrive  généralement  que 
Feflbrt  tranchant  est  faible  par  rapport  à  l'effort  normal,  et  qu'on 
n'a  pas  à  s'en  préoccuper  beaucoup.  Même  dans  le  cas  de  maçon- 
neries assisées,  la  stabilité  est  généralement  assurée  sans  que  Ton 
ait  à  faire  état  de  la  résistance  du  mortier  du  joint,  tout  simple- 
ment parce  que  Fangle  formé  par  la  force  extérieure  avec  le  plan 
du  joint  est  supérieur  à  l'angle  de  frottement.  Nous  ne  nous  occu- 
perons pas,  dans  ce  qui  suit,  de  Teffort  tranchant,  car  il  est  toujours 
très  simple  de  s'assurer  que  la  force  extérieure  remplit  les  condi- 
tions voulues  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  glissement  sur  les  joints. 

Hypothèses  sur  la  répartition  des  efforts.   —  Considérons  un 
ouvrage  dont  la  forme  satisfasse  à  peu  près  à  la  définition  des  pièces 

Fig.  162. 


j)rismatiques,  et  soient  G  une  section  transversale,  R  la  force  exté- 
rieure rencontrant  en  D  le  plan  de  cette  section,  N  la  composante 
normale  de  la  force  extérieure. 

Etant  admis  que  dans  la  maçonnerie  il  ne  peut  se  développer 
aucun  effort  moléculaire  de  traction,  l'effort  normal  N  est  exprès-  , 
sèment  supposé  représenter  une  compression. 

Représentons  à  part  la  section  G  et  déterminons  Taxe  neutre  EE 
correspondant  au  point  de  passage  D  de  la  force  extérieure  dans  la 
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section.   C'est  l'aiitipolaire  de  D  par  rapport  à  Tellipse  centrale 
d'inertie. 

Kig.  i63. 


Il  pourra  se  présenter  plusieurs  cas  : 

i"  L'axe  neutre  EE  ne  coupe  pas  la  section^  cas  qui  suppose 
que  le  point  Y^  est  à  r intérieur  du  noyau  central  de  cette 
section,  -  -  Tous  les  efforts  dans  l'étendue  de  la  section  seraient  de 
même  signe  et  seraient  des  efforts  de  compression  si  Ton  appli- 
quait la  règle  ordinaire  de  la  Résistance  des  Matériaux.  Il  n'y  a 
donc  dans  ce  cas  aucune  contradiction,  ni  aucune  méconnaissance 
de  la  nature  intime  des  maçonneries,  à  supposer  que  celte  régie 
s'applique.  C'est  ce  que  l'on  fait,  et  alors  Touvrage  en  maçonnerie 
se  calcule  indépendamment  de  son  aptitude  plus  ou  moins  grande 
aux  efforts  de  traction,  ceux-ci  n'ayant  pas  à  intervenir. 

2**  L'axe  neutre  EE  coupe  la  section^  mais  ne  coupe  pas  le 
noyau  central^  ce  qui  suppose  que  le  point  D  est  en  dehors  du 
noyau  central^  mais  reste  en  général  à  l'intérieur  de  la 
section,  —  Dans  ce  cas,  l'axe  neutre  sépare  la  section  en  deux 
régions,  dans  Tune  desquelles  (EAE)  il  devrait  se  développer  des 
efforts  moléculaires  de  tension,  si  la  régie  habituelle  de  la  Résls- 


\ 
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taru'e  dvs  Matériaux  pouvail  être  suivie.   Celle-ci  doit  donc  être 
abandoanée.  On  la  remplace  par  la  suivante. 

On  suppose  que  toule  la  région  EAE,  qui  n'offre  aucune  résivS- 
Ihnce  à  la  traction,  est  inexistante  au  point  de  vue  des  réactions 
mutuelles  des  deux  portions  du  massif  situées  de  part  et  d'au  Ire  de 
la  section  G, 'et  Ton  cherche  si  la  stabilité  peut  être  assurée  sans 
elle,  même  au  cas  où  une  fissure  réelle  se  produirait  dans  touto 
son  étendue.  Autrement  dit,  on  considéra  une  section  qui  savait  . 
réduite  à  la  région  dans  laquelle  se  trouve  situé  le  point  D,  et  Ton 
détermine  un  nouvel  axe  neutre  E,  E|. 

Cet  axe  neutre  E|E,  n'est  pas  forcément  parallèle  à  EE,  attendu 
que  l'ellipse  centrale  d'inertie  de  la  section  réduite  n'est  pas  du 
tout  la  même  que  celle  de  la  section  primitive. 

Il  ('oupe  forcément  la  section  réduite,  dont  il  laissera  à  sa  gauche 
une  (Mîrtaine  étendue,  qui  sera  à  rejeter  comme  l'a  été  la  sec- 
tion EAE,  attendu  qu'elle  sera  elle-même  exposée  à  se  fissurer. 
Mais  ce  nouveau  déchet  pourra  être  petit  par  rapport  au  précé- 
dent. 

En  recommençant  l'opération  plusieurs  fois,  on  s'aperçoit 
que  E,E,  tend  rapidement  vers  ui>e  limite  EŒ'.  Cet.te  limite  doit 
être  telle  que  la  section  réduite  correspondante,  ne  soit  plus 
coupée  f)ar  elle,  mais  lui  soit  tangente  en  quelqu'un  de  ses  points, 
autrement  dit  que  le  point  I)  soit  à  la  limite  du  noyau  central  de 
cette  section  réduite. 

Tant  que  le  point  1)  est  à  rintériour  de  la  section,  il  existe 
nécessairement  une  semblable  section  réduite.  Cela  résulte  de  ce 
que  (»  est  forcément  entre  D  et  E,  et  que  par  conséquent  le  centre 
de  gravité  ()',  de  la  j)remiére  section  réduite  va  en  se  rapprochant 
(le  1>. 

Lorsque  l'on  a  trouvé  la  position  limite  de  E'E'  et  déterminé  la 
section  réduite  limite  ([ui  lui  correspond,  on  retombe  6ur  le 
premier  cas,  puisque  dons  l'étendue  de  cette  section  réduite  limite 
il  ne  ])eut  plus  se  développer  d'efforts  de  traction  sous  l'action  de 
la  force  extérieure.  11  est  donc  logique  d'admettre  (pour  être 
consé(|u<'nt  avec  l'hypothèse  faite  dans  le  premier  cas)  que  la 
règle  de  In  Résistance  des  Matériaux  peut  valablement  être  appli- 
quée à  la  section  réduite  limite.  Cette  règle  se  simplifie  d'ailleurs 
en  ce  que  l'on  connaît  immédiatement  la  position  de  l'axe  neutre, 
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sur  le(|uel  il  nV  a  ni  traction  ni  compression.  Pour  avoir,  dans  ce 
cas,  une  représentation  des  efforts,  il  suffit  de  joindre  le  point  E' 


au  poinr   \  marqué   sur  la  verticale  du  centre  de  gravité  de  la 

section  réduite  et  tel  que  G' N  =  ^  »  c'est-à-dire  la  poussée  moyenne. 

C'est  en  cette  représentation  que  <*onsiste  la  règle  dite  du 
triangle. 

On  voit  que  dans  ce  cas  il  y  a  un  problème  j)réalable  à  résoudre, 
qui  consiste  dans  la  recherche  de  la  section  réduite  limite,  ou  de 
la  position  limite  de  Taxe  neutre,  laquelle  peut  aussi  être  appelée 
la  limite  de  la  ligne  de  fissuration  possible  de  la  maçonnerie.  Nous 
y  reviendrons  plus  loin. 

3'^  Le  point  D  est  en  dehors  de  la  section.  -  -  Tant  qu'il  ne 
s'agit  que  de  maçonnerie  proprement  dite,  c'est-à-dire  sans 
armatures,  ce  cas  est  évidemment  un  cas  d'instabilité,  au  moins  si 
l'on  suppose  la  section  pleine  et  à  contour  convexe.  En  déduisant, 
comme  dans  le  cas  précédent,  de  la  section  primitive  toutes  les 
régions  susceptibles  de  se  fissurer,  on  arriverait  à  rejeter  dans  les 
déchets  la  section  toute  entière.  Il  ne  saurait,  en  effet,  y  avoir  de 

/      m.' 

section  réduite  telle  que  le  point  I>  vienne  à  l'intérieur  ou  à  la 
limite  du  noyau  central,  puisque  ce  dernier  doit  être  intérieur  à  la 
section. 

Il  peut  y  avoir  exception  quand  une  section  présente  des  évide- 
ments  ou  des  re  fouille  me  nt%  le  noyau  central  d'une  section  réduite 
pouvant  alors  comprendre  des  points  qui  n'en  font  pas  réellement 
partie.  Mais  il  est  sans  intérêt  d'insister  là-dessus,  car  on  verra 
toujours  d'avance  si  l'on  est  dans  ce  cas  d'exception,  qui  se 
traiterait  alors  comme  le  second  cas  envisagé  précédemment. 

Recherche  de  Taxe  neutre  limite.  —  Nous  supposerons,  pour 
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simplifier-,  que  la  section  (i  du  massif  ail  un  axe  de  symétrie,  et  que 
le  point  D  où  la  force  extérieure  rencontre  la  section  soit  sur  cet 
axe  de  symétrie.  Alors  toutes  les  sections  réduites  ont  le  même 
axe  de  symétrie,  auquel  tous  les  axes  neutres  successifs  sont  per- 
pendiculaires. 

Après  que  l'on  a  vérifié  que  le  point  D  esl  en  dehors  du  noyau 
central,  et  que  par  suite  Tantipolaire  EE  du  point  D  coupe  la 
section,  il  faut  chercher  la  parallèle  E'E'  à  EE  qui  remplisse  cette 

Fig.  i65. 


condition  d'être  l'antipolaire  du  point  D  par  rapport  à.  Tellipso 
centrale  d'inertie  de  la  section  réduile  qu'elle  détermine  au-dessus 
dVlle. 

Un  premier  moyen  découle  tout  naturellement  de  la  définition 
de  Taxe  neutre  limite.  On  traitera  la  section  réduile  correspondant 
à  EE  de  la  même  façon  que  la  section  j)rimiti\e;  on  déterminera 
le  nouvel  axe  neutre  Ei  E|  qui  lui  correspond,  puis  la  section 
réduite  correspondant  à  E^E,,  et  ainsi  de  suite.  On  peut  s'appro- 
cher ainsi  assez  rapidement  de  la  limite  E  E'.  (Pour  le  béton  armé, 
la  convergence  est  très  rapide.  ) 

Ou  peut  aussi,  pour  différonte^s  positions  assif;uées  d'avance  au 
point  E',  déterminer  les  positions  qui  en  résulteraient  pour  le 
point  D,  el   obtenir    ainsi    la    Joi    de    correspondance    entre  les 
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points  E'  et  D,  loi  d'où  l'on  déduira  inversement  la  position  de  E' 
correspondant  à  une  position  connue  du  point  D.  Ce  procédé 
indirect  est  de  beaucoup  le  plus  simple. 

Rapportons  toutes  les  distances  à  un  axe  AU  perpendiculaire  à 
Taxe  de  symétrie  de  la  section  et,  pour  le  préciser,  supposons-le 
langent  à  cette  section  au  droit  de  la  fibre  extrême  A.  Appelons  y 
la  distance  DA,  :;  la  distance  E  A  et,  d'une  manière  générale,  i^  la 
disttince  à  AU  d'un  élément  de  section  dS.  Puisque  E'E'  est  Taxe 
neutre  limite,  sur  tout  élément  dS  de  la  section  réduite  corres- 
pondante s'exercera  un  elVort  de  compression  proportionnel 
à  r  —  5,  de  sorte  qu'on  aura 

n  =  A{v  —  z) 

dans  l'étendue  de  cette  section  réduite.  On  a  donc  à  déterminer 
les  deux  constantes  K  et  z.  Pour  cela,  on  dispose  des  deux  équa- 
tions d'é(juilibre  qui  sont 

N  =  Zk{v  -  z)dSy 
y  y  =zZA-v{v~z)dS, 

la  sommation  s'ét(»ndant  à  tous  les  éléments  de  la  section  réduite. 
Posons,  pour  cette  section  réduite^ 

S  </S  =  S, 

les  deux  équations  d'équilibre  deviennent 

\  =  A-(H-S5), 

En  les  di\isant  membre  à  membre,  on  trouve 

J  —  \\z 


y  = 


H -Si 


Cette  équation  est  la  loi  de  correspondance  cberchée  entre  y 
et  z.  Elle  prtfsente  cette  particularité  qu'elle  est  toute  résolue  par 
rapport  à  )',  les  fonctions  S,  H  et  J  étant  des  fonctions  de  z  seule- 
ment. 


4;4  "  ».HiPiTaB  xvn;. 

a.   Il  exisle  un  cas  particulier  très  important  pour  lequel  Jes 
fonctions  S,  H,  J  sont  suffisamment  simples  pour  que  réquaiion 


3^ 


Fi  g.  i6n. 
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puisse  se  résoudre  aussi  |)ar  rapport  à  z,  (]'est  celui  d'une  section 
rectangulaire,  de  cotés  a  et  /;.  ^ 

On  a 

S  =  b{a  —  -3), 


3 


) 


Par  suite,  l'équation  devient 


a^  —  z^       a^—z^ 


^        a«— i^ 


2 


—  (a  —  z)z 


=z  -(-la-t-^), 


d'où 


z  =  ^y  —  j.a. 


On  peut  mettre  ce  résultat  sous  une  forme  [)lus  expressive  en 
écrivant 

a  —  z  =^  o  (a  — y). 

La  distance  de  E'  à  A' est  égale  A  trois  fois  celle  du  point  D. 

\a\  pression  moyenne  i>'\'  au   centre  de  gravité  (r',  qui  est  le 

milieu  deE'A',  estéy-ale  à  7 — \., ,,,  et  la  pression  au  droit  de  rareté 
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chargée  A'  en  est  forcémenl  le  double.  (Tesl  là  une  rèj^le  pratique 


très  eônnue. 


Fi g.   167. 
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/>.   Considérons  en  seetaid  lieu  une  section  formée  de  rectangles, 
eomme  par  exemp.le  celle  d'un  unir  à  contreforts. 


iMg.    16S. 


0 


A' 


E' 


A 


«-.•-  b 


E' 


U 


Appelons  b  la  longueur  des  contreforts  sur  un<'  tranche  déter- 
minée du  mur,  et  soient  S^f^  Ho,  Jo  1^*»  valeurs  d(»  S,  H,  .1  pour  r-  =z  o, 
c'est-à-dire  pour  la  section  primitive. 

Pour  une  valeur  donnée  de  ,3  et  à  condition  sim|)lement  <juc  z 
reste  inférieur  à  la  hauteur  des  évidemenls  entre  contreforts,  ou 

aura 

S  =  So —  bz^ 

bz* 


J-  Jo 


bz^ 


La  loi  de  correspondance  entre  y  et  z,  sous  les  conditions  énon- 
cées, est  donc 


Jo—  Hft^  -h 


r  = 


Il  0  —  OQ  z 


hz'^ 
2 


y 
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On  peut  encore  la  résoudre  algébriquement  par  rapport  à  z 
puisqu'elle  n'est  que  du  troisième  degré.  Mais  il  sera  généralement 
plus  simple  de  calculer  la  valeur  du  second  membre  pour  quelques 
valeurs  simples  de  z  et  de  procéder  à  une  interpolation,  aussitôt 
que  l'on  aura  obtenu  pour  le  second  membre  deux  valeurs  enca- 
drant la  valeur  donnée  de  y. 

C'est  ainsi  que  Ton  aura  à  procéder  dans  le  cas  général;  par 
exemple,  quand  il  s'agit  de  massifs  ronds  ou  ellipliques,  ou  bien 
n'ayant  aucune  forme  géométrique  simple.  Une  fois  s  déterminé, 
on  pourra  tirer  k  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations  d'équi- 
libre, sous  la  forme  ci-dessous  : 

N  =  A:(H  — S-s), 
N/  =  Â(J-H5) 

ou  bien  encore,  on  pourra,  si  on  le  préfère,  traiter  la  section 
réduite  exactement  comme  on  le  fait  en  Résistance  des  Matériaux, 
c'est-à-dire  chercher  son  centre  de  gravité  et  son  moment 
d'inertie  I  par  rapport  à  ce  centre  de  gravité. 

Étude  d'un  massif  à  axe  sensiblement  vertical,  piles,  culées, 
murs  de  soutènement,  etc.  —  Dans  un  pareil  massif,  on  peut  géné- 

Fig.   169. 


ralement  substituer  aux  sections  normales  à  l'axe  des  sections 
horizontales  telles  que  AA'.  Rien  ne  serait  plus  facile,  si  Taxe  était 
trop  éloigné  de  la  verticale,  que  de  considérer  les  sections  qui  sont 
perpendiculaires  à  cet  axe.  ^ 

On  suppose  connues  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  les  diffé- 
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rentes  parties  du  massif,  charges  verticales  appliquées  à  sa  partie 
supérieure,  efforts  horizontaux  appliqués  soit  à  sa  partie  supé- 
rieure, soit  le  long  de  ses  parements,  et  enfin  poids  des  différentes 
parties.  Dans  ces  conditions,  le  problème  qui  consiste  à  rechercher 
la  force  extérieure  R  qui  correspond  à  une  section  particulière  AA' 
n'offre  absolument  rien  de  particulier. 

On  opérera  méthodiquement  en  traçant  une  courbe  des  pressions 
qui,  pour  chacune  des  sections  successivement  envisagées,  fournira 
la  grandeur  de  la  force  extérieure  et  son  point  de  passage  D. 

Il  suffira  ensuite  de  vérifier  que  le  massif  situé  au-dessus  de  AA' 
est  stable,  au  moyen  des  principes  qui  viennent  d'être  exposés.  Si 
,  la  force  extérieure  tombe  dans  le  tiers  central  de  la  section,  on 
n'aura  qu'à  calculer  la  fatigue  maxima  de  la  maçonnerie,  tout 
comme  on  le  ferait  pour  un  ouvrage  métallique.  Si  elle  tombe 
en  dehors  du  tiers  central,  on  aura  d'abord  à  déterminer  la  limitt* 
de  fissuration  qui  peut  être  atteinte,  puis  on  traitera  la  section 
réduite  restante  comme  si  elle  était  elle-même  parfaitement  élas- 
tique. 

Suivant  les  résultats  obtenus,  on  appréciera  si  l'ouvrage  se 
trouve  dans  de  bonnes  conditions  de  résistance,  ou  si  fiu  contraire 
certaines  de  ses  dimensions  doivent  être  corrigées  et  dans  quel 
sens. 

Étude  d'une  voûte  en  maçonnerie.  -  M.  Résal  a  depuis  long- 
temps enseigné  qu'il  n'y  avait  pas  de  différence  essentielle  entre  le 
calcul  d'une  voûte  en  maçonnerie  et  celui  d'un  arc  encastré.  Le 
problème  fondamental  est  ici,  comme  pour  les  arcs,  la  détermina- 
tion des  réactions  d'appui,  et  il  ne  saurait  y  avoir  de  méthode 
rationnelle  pour  le  calcul  des  réactions  d'appui  si  cette  métliode  ne 
fait  pas  intervenir  les  lois  de  la  déformation  élastique. 

I^'étude  des  voûtes  sera  du  reste  faite  dans  le  Cours  des  Ponts,  et 
nous  n'y  insisterons  pas. 

Nous  ferons  simplement  observer  que  si  la  courbe  des  pression?, 
obtenues  en  traitant  la  voûte  comme  un  arc  élastique  ne  sort  nulles 
part  du  noyau  central  des  sections  normales,  il  ne  peut  y  avoir 
aucune  raison  (k*  supposer  que  la  voûte  se  comporte  autrement 
que  l'arc  élastique.  Les  efforts  calculés  correspondront  partout  aux 
cHorls  réels. 


<<• 
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Si,  ail  contraire,  la  courbe  des  pressions  sort  dans  certaines 
réf»ioiis  du  novau  central,  il  faudra,  au  point  de  vue  de  la  rt'îsistance, 
sdpposer  que  la  maçonnerie  située  en  dehors  des  axes  neutres,  ou 
limites  des  fissurations,  ne  joue  aucun  rôle  et  sert  simplement  à 
cliarp^r  la  voiiU\  On  peut  prendre  le  parti  de  la  supprimer,  si  Ton 
n'a  pas  besoin  de  la  conserver  à  d'autres  points  de  vue.  Si  on  la 
supprime,  on  peut  ^Ire  conduit,  au  cas  où  les  modifications  ainsi 
faites  seraient  importantes,  à  recpmmenoer  avec  les  nouvelles 
dimensions  une  détermination  des  réactions  d'appui  et  à  tracer 
une  nouxelle  courbe  des  pressi(»ns,  afin  ile  vérifier  que  partout  la 
stabilité  est  bien  définitivement  assurée. 

Si  on  laisse  siibsist(»r  les  sections  priiniti\es  et  si,  d'autre  part,  ou 
a  constaté  que  les  efforts  moléculaires  ne  dépassent,  pour  aucune 
section,  la  limite  de  sécurité  adoptée,  on  éprouxe  quelquefois  le 
^  besoin  de  recommencer  la  détermination  des  réactions  d'appui  en 
supposant  <jue  la  maçonnerie  inutile  est  complètement  désagré{;ée. 
(i'est  là  une  hypothèse  qui  nous  paraît  tout  à  fait  excessive,  les 
sections  entières  devant  intervenir,  à  notre  avis,  dans  les  équa- 
tions de  déformation  appliquées  au   calcul  des  réactions  d'appui. 

Voûtes  de  faible  portée.  Méthode  dite  de  Méry.  Pour  les 
voûtes  peu  importantes,  on  ne  s'astreint  généralement  |)as  à  une 
étude  com()lète.  On  se  borne  à  vérifier  (jur  la  voiUe  est  slabh»  s(uis 
rinfluenc*'  de  la  charji^e  permanente,  la(pielle  <'st  la  plupart  du 
temps  considérable  |)ar  ra[)p<n*t  aux  surcharges.  (]elte  vérification 
se  fait  sommairement,  ainsi  (pi'il  suit.  On  siip|)ose  (jue  chaque 
élément  (iCi'—^f/^  de  la  fibre  movenne  supporte  une  charge  éf;ale 
au   poids  du  xoussoir  corrcîspondant.   compris  entrtî  deux  plans 

Kig.   170. 


normaux  à  l'intrados  (ou  à  la  fibn*  ino\enne),   et  au  poids  g^  pp* 
<lcs  maçonneries  ou  de  la  terre  superposée  à  la  xoùle.  On  supposa». 
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en  outre,  que  la  voûte  est  articulée  en  trois  points  :  i*  le  point  A\ 
situé  à  la  clef  au  tiers  supérieur  du  joint;  2**  les  points  Ao  et  A<, 
situés  aux  tiers  inférieurs  des  joints  de  retombée  Go  ^t  G,,  si  ces 
joints  sont  inclinés  de  plus  de  3o°  sur  Thorizontale,  ou  aux  tiers 
inférieurs  des  joints  faisant  sensiblement  cet  angle  de  60^  avec 
riiorizontale,  dans  le  cas  contraire. 

Avec  cette  hypothèse  de  la  triple  articulation,   la   détermination 

de   la  poussée  devient  très  simple.  Q  = -^^  en  désignant  par  |ji  le 

moment  fléchissant  dû  aux  charges  dans  une  poutre  droite   de 
portée  Ao  A| ,  et  par  j^'  la  distance  verticale  de  A'  à  la  ligne  Ap  A< . 

Une  fois  la  poussée  coniuie,  on  trace  la  courbe  des  pressions 
qui  passe  par  les  trois  points  A^A'A,,  et  Ton  vérifie  qu'elle  ne 
sort  pas  du  noyau  central,  ou,  si  elle  s'en  écarte,  que  la  résistiuice 
de  la  voûte  n'eti  demeure  pas  moins  assurée. 

Cette  hypothèse  d'une  triple  articulation,  ou,  c^  qui  revient  au 
même,  de  la  connaissance  préalable  de  trois  points  de  la  courbe 
des  pressions,  est  assez  arbitraire,  a  priori^  mais  elle  repose  sur 
l'observation  de  la  manière  dont  une  voûte  se  rompt  généralement. 
En  tout  cas,  on  obtient  de  cette  façon  des  renseignements  suffi- 
sants pour  apprécier  les  conditions  de  résistance  d'une  voûte  peu 
importante. 

Certains  auteurs  ont  conseillé  de  procéder  à  divers  essais  en 
*  déplaçant  arbitrairement  les  points  d'articulation  Aj^A'Aj,  la  sécu- 
rité otferte  par  la  voûte  leur  paraissant  en  rapport  avec  rétendue 
des  zones  dans  lesquelles  ces  déplacements  pourraient  s'opérer 
sans  conduire  à  des  efforts  inadmissibles.  Nous  ne  croyons  pas 
utile  d'insister  sur  un  pareil  procédé,  très  arbitraire  et  n'ayant 
même  plus  le  mérite  de  la  simplicité.  Quand  Tépure  sommaire  de 
Méry  ne  parait  pas  suffisante,  il  est  préférable  d'aborder  franche- 
ment Tétude  de  la  voûte  par  les  procédés  ordinaires  ap|)licables  à 
tous  les  arcs  élastiques. 

II.  —  Ouvrages  en  maçonnerie  armée  ou  en  ciment  armé. 

Depuis  un  ceilain  nombre  d'années,  on  a  construit  beaucoup 
d'ouvrages  en  maçonnerie  armée,  et  surtout  en  béton,  ou  mortier 
de  ciment  armé.  Ce  sont  le  plus  généralement  des  poutres  prisma- 


* 
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liques  dans  lesquelles  certaines  fibres  de  maçonnerie  ou  de  mortier 
sont  remplacées  par  des  tiges  ou  armatures  en  métal. 

Les  armatures  en  métal  ont  pour  but  et  pour  effet  d'empêcher 
les  pièces  de  se  rompre,  même  quand  on  les  soumet  à  des  efforts 
de  traction.  F-e  mortier  peut  se  fissurer,  mais  la  pièce  peut  résister 
et  durer  si  les  armatures  sont  suffisantes.  ^ 

Dans  ces  conditions,  une  poutre  en  ciment  armé  peut  devenir 
stable,  même  quand  la  résultante  des  forces  extérieures  tombe  en 
dehors  de  la  section,  pourvu  que  dans  la  région  de  cette  section 
où  se  développent  les  efforts  de  traction  il  v  ait  des  armatures  de 
section  convenable. 

Il  y  a  une  variété  considérable  de  méthodes  proposées  ou  appli- 
quées pour  le  calcul  des  poutres  en  ciment  armé.  Chaque  construc- 
teur a  la  sienne  et  n'en  veut  pas  changer,  en  dépit  d'une  circulaire 
ministérielle  du  20  octobre  1906  qui  a  cherché  à  mettre  un  peu 
d'ordre  dans  une  question  au  fond  très  simple. 

Ce  qui  est  essentiel,  c'est  de  s'entendre  sur  la  façon  dont  doivent 
être  calculées  au  point  de  vue  mécanique  les  différentes  >ections 
des  poutres,  ou,  si  l'on  veut,  les  quantités  analogues  à  S,  H,  J, 
pour  tenir  compte  de  la  présence  des  armatures. 

Or,  là-dessus,  on  est  très  près  d'être  d'accord,  du  moins  du  côté 
des  constructeurs. 

On  admet  que  ceux  des  éléments  rfS  de  la  section  qui  sont  cons- 
titués par  du  métal  équivalent  au  point  de  vue  mécanique  à  des 
éléments  ra  rfS  de  béton  ou  de  mortier  de  ciment,  m  étant  un 
coefficient  numérique  qui  est  théoriquement  égal  au  rapport  des 
coefficients  d'élasticité  du  métal  et  du  béton,  lequel  est  voisin 
de  10.  La  circulaire  admet  que  m  varie  entre  8  et  i5,  suivant  les 
dispositions  des  armatures  transversales,  et  les  constructeurs 
admettent  de  préférence  une  vahuir  fixe  comprise  entre  12  et  i5. 

Si  l'on  était  bien  {\ii(^^  il  11' v  aurait  presque  aucune  différence  à 
faire  entre  le  calcul  d'un  massif  prismatique  en  béton  armé  et  celui 
d'un  massif  prismatique  en  maçonnerie  simple.  Dans  un  cas 
comme  dans  l'autre,  on  devrait  supposer  que  la  maçonnerie  ne 
saurait  résister  aux  efforts  de  tension,  même  peu  élevés,  auxquels 
elle  peut  être  soumis(r,  et  cela  conduirait  à  distinguer  deux  cas  : 
celui  où  la  force  extérieure  passe  dans  le  noyau  central  de  la 
section  et  celui  où  il  passe  en  dehors. 
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Dans  le  premier  cas,  tout  se  passe  comme  pour  une  section  par- 
faitement élastique^  comprimée  sur  toute  son  étendue. 

Dans  le  second  cas,  la  section  est  divisée  en  deux  régions  par 
l'axe  neutre.  Dans  Tune  de  ces  régions,  le  béton  subirait  des 
efforts  de  traction,  et,  comme  il  est  supposé  inapte  à  ce  genre 
d'efforts,  il  doit  être  considéré  comme  inexistant  ou  comme  fissuré 
jusqu'à  une  certaine  limite  que  Vok  a  à  rechercher.  La  seule  diflé«- 
rence  avec  la  théorie  précédemment' exposée  pour  la  maçonnerie 
provient  de  ce  que  les  élément^  de  la  section  qui  correspondent 
aux  armatures,  et  qui  sont  situés  dans  la  zone  du  béton  tendu  et 
fissuré,  demeurent  parties  intégrantes  des  sections  réduites  succes- 
sives et  de  la  section  réduite  limite.  Cela  n'introduit  aucune  com- 
plication véritable  et  a  simplement  pour  effet  de  limiter  beaucoup 
Técart  entre  Taxe  neutre  primitif  EE  et  Taxe  neutre  définitif  E'E'. 

Dans  les  deux  cas,  la  loi  de  correspondance  entre  l'ordonnée  y 
du  point  D  de  passage  de  la  force  extérieure,  et  l'ordonnée  z  de 
l'axe  neutre  définitif,  est'  exprimée  par  une  équation  de  même 
forme,  lorsqu'il  s'agit  de  sections  symétriques,  ce  qui  est  à  peu  près 
le  seul  cas  de  la  pratique.  On  résoudra  cette  équation  par  le  même 
procédé  indirect,  déjà  décrit. 

Dans  le  cas  de  sections  rectangulaires,  ou  composées  de  parties 
rectangulaires,  l'équation  est  du  troisième  degré. 

Pour  les  poutres  en  ciment  armé,  le  point  de  passage  D  de  la 
force  extérieure  dans  la  section  peut  être  tout  à  fait  quelconque, 
alors  que  pour  les  maçonneries  simples  il  ne  devait  pas,  en  prin- 
cipe, sortir  de  la  section.  On  a  même  très  fréquemment,  comme 
pour  les  poutres  métalliques,  à  envisager  le  cas  où  le  point  D 
s'éloigne  à  l'infini  et  où  l'effort  normal  devient  nul,  son  pro- 
duit N^,  demeurant  fini  et  représentant  le  moment  fléchissant  M. 
C'est  le  problème  de  la  flexion  simple  qui  ne  se  posait  pas  pour  les 
maçonneries.  Si  l'on  fait  j/'  =  oo  dans  l'équation 

J  —  113 

on  voit  que  la  valeur  de  z  devra  satisfaire  à  l'équation  plus  simple, 

H  — S;:  =  o. 
Lorsque  l'on  a  affaire  à  une  section  rectangulaire,  ou  tout  au 

PlOEAUD  3 , 
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moins  rectangulaire  dans  sa  partie  tendue,  cette  équation  est  du 
second  degré  et  est  par  suite  facile  à  résoudre.  On  ap,  en  effet, 
comme  précédemment 

S  =  Sq—  bjs, 

m 
f  \ 

•  Par  suite,  réquation  à  résoudre  est 


bz^ 


*—  S©5  •+•  Ho  :=  O. 


On  tirera  k  de  l'équation 

N^  =  M  =  A-(J-H;5). 


et  Ton  aura  finaleittent 


n  =  k(v  —  5)  = 


M(p-i-  z) 
J  — H;j 


En  se  reportant  aux  valeurs  de  J  et  de  H,  on  a  d'ailleurs  dans 


ce  cas 


J  — H^  =  J, 


\Uz 


6 


Supposons,  à  titre  d'exemple,  le  cas  très  fréquent  d'une  section 
en  forme  de  T,  comme  ci-contre.  Il  eât  facile  de  voir  que  l'équation 
en  z  aura  toujours  deux  racines  positives.  La  somme  et  le  produit 

Fig.  171. 


de  ces  racines  sont  positifs.  En  outre,  elles  sont  toujours  séparées 
par  la  hauteur  h  de  la  section.  Substituons  en  effet  cett«  hauteur  A, 
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qui   est  égale   à   la   somme  ^-\-g    des   distances   du  centre  de 
gravité  G  aux  points  A  et  A'  respectivement.  Nous   trouverons  * 
comme  résultat 

Or  on  a  Hq  —  Sy^''  =  o,  d'après  la  définition  même  du  centre  de 
gravité.  Il  reste  donc 

Ce  résultat  est  négatif,  car  S^g  est  le  moment  par  rapport  à  A'  de 

la  section  entière,  tandis  que  -;—  est  le  moment  de  la  nervure  en 

béton,  prolongée  à  travers  la  table  supérieure.  Ce  n'est  qu'une 
partie  de  Sq^'.  Il  y  a  donc  toujours  une  racine  inférieure  à  A,  et 
c'est  la  seule  utile. 

Cela  posé,  deux  cas  pourront  se  présenter  suivant  que  l'axe 
neutre  E'E'  coupera  la  nervure,  ou  coupera  la  table  supérieure, 
c'est-à-dire  suivant  que  Téquation  fournira  une  racine  utile  infé- 
rieure ou  supérieure  à  c,  hauteur  delà  nervure.  On  les  distinguera 
aisément  en  substituant  c  dans  l'équation.  Si  le  résultat  est  négatif, 
on  est  dans  le  premier  cas,  et  la  racine  de  l'équation  écrite  convient 
bien  au  problème. 

Si  le  résultat  est  positif,  on  se  trouve  dans  le  second  cas.  Alors 
le  plus  simple  est  d'écrire  une  seconde  équation  analogue  à  la 
première,  s'appliquant  non  plus  à  la  section  réelle,  mais  à  une 
section  fictive  correspondant  au  rectangle  total  circonscrit  BB'CC 
Les  sections  supplémentaires  de  béton  introduites  dans  cette 
section  fictive  ne  peuvent  changer  le  résultat,  puisqu'elles  sont 
toutes  entières  comprises  dans  la  zone  de'  fissuration  du  béton. 
Les  quantités  S©  et  Hq  seront  donc  celles  qui  se  rapportent  à  cette 
section  fictive  et  b  sera  remplacé  par  b\  largeur  totale  de  la  table 
supérieure. 


»■•■' 
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THÉORIE  GÉNÉRALE  DE  L'ÉLASTICITÉ. 


I.  —  Théorie  des  tens.ons  intérieures. 

Soit  un  corps  naturel,  limité  par  une  surface  fermée  quelconque 
auquel  est  appliqué  un  système  de  forces  en  équilibre.  Séparons  le 


corps  par  la  pensée  en  deux  parties  A  et  B,  par  une  surface  quel- 
conque S,  par  exemple  un  plan. 

Sous  Faction  des   forces   appliquées,  le   corps   aura   subi   une 


Fi  g.  17*2. 


.r 


certaine  déformation  et  des  efforts  moléculaires  intérieurs  se  seront 
développés  dans  la  masse,   assurant  l'équilibre  de  chacune   des 
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parties  en  lesquelles  le  corps  peut  être  décomposé.  En  particulier, 
sur  la  surface  de  séparation  S,  il  y  aura  des  efforts  moléculaires 
(jui  seront  tels  que  chacune  des  parties  A  et  B,  envisagée  isolé- 
ment, soit  en  équilibre,  d'une  part  sous  Taction  des  forcejs  qui  lui 
sont  directement  appliquées,  et  d'autre  part  sous  l'action  des 
efforts  moléculaires  représentant  Faction  de  l'autre  partie.  La 
partie  A  notamment  sera  en  équilibre  sous  l'action  de  toutes  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées  et  des  efforts  qu'elle  subit  de  la  part 
de  B,  à  travers  la  surface  S. 

Les  efforts  exercés  par  B  sur  A,  en  vertu  du  principe  de  l'égalité 
de  l'action  et  de  la  réaction,  doivent  être  égaux  et  de  signe  con- 
traire à  ceux  exercés  par  A  sur  B.  , 

Si  l'on  considère  les  premiers. efforts,  on  pourra  en  obtenir  la 
résultante  en  appliquant  à  la  partie  A  les  théorèmes  de  la  sta- 
tique, mais  on  ne  connaît  rien  a  priori  concernant  la  loi  de  leur 
distribution  sur  la  surface  S. 

Soit  îiS  un  élément  infiniment  petit  de  la  surface  de  séparation  S, 
assimilable  à  un  élément  plan,  dont  le  point  M  est  le  centre  de 
gravité.  A  cet  élément,  considéré  comme  appartenant  à  A,  nous 
supposerons  appliqué  un  effort  propprtionnel  à  l'aire  ^S,  et 
représenté  par  FrfS.  F  est  ainsi  l'intensité  de  l'effort  par  unité  de 
surface  ;  c'est  ce  que  nous  appellerons,  d'une  manière  générale,  la 
tension  par  unité  de  surface  au  point  M  suivant  le  plan  qui  con- 
tient rfS. 

Si  Teffort  exercé  par  B  sur  A,  à  travers  l'élément  <iS,  est  dirigé 
de  A  vers  B,  nous  aurons  un  effort  de  traction;  s'il  est  dirigé  de 
B  vers  A,  nous  aurons  un  effort  de  compression. 

L'effort  exercé  par  A  sur  B  à  travers  l'élément  dS  sera  égal  et 
de  signe  contraire.  Il  sera  dirigé  de  B  vers  A  si  Ton  a  un  effort  de 
traction  et  de  A  vers  B  si  l'on  a  un  effort  de  compression. 

La  tension  n'est  pas  forcément  normale  à  l'élément  rfS,  elle  a  en 
général  une  composante  normale  et  une  composante  tangentieile 
égale  à  sa  projection  sur  le  plan  de  l'élément  rfS. 

Rapportons  la  figure  à  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
Oxyz^  et  soient  x^  j',  z  les  coordonnées  du  point  M.  Soient  a,  p,  y 
les  cosinus  directeurs   de  la  normale  à  l'élément  rfS,    considéré 
comme  appartenant  à  la  partie  A  du  corps.  La  face  positive  de  cet 
élément  dS  appartenant  à  A  est  supposée  tournée  vers  l'extérieur 


4^6 
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(le  A,  de  sorte  que  la  direction  positive  sur  la  normale  est  celle  qui 
va  vers  Textérieur  de  A  et  pénètre  dans  B.  Cette  convention  est 
Importante  pojur  éviter  des  erreurs  de  signe. 

Soient  \,  Y,  Z  les  composantes  de  la  tension  sur  Télément  rfS, 
ainsi  précisé. 

Les  trois  composantes  X,  ^ ,  Z  sont  en  général  des  fonctions 
des  variables  x,  y,  z^  coordonnées  du  point  M,  car  elles  varient 
avec  la  position  de  ce  point.  Ce  sont  aussi  des  fonctions  des 
variables  a,  ji,  y,  car  elles  varient  avec  Torientation  de  dS.  (Elles 
dépendraient  en  outre  du  temps,  si  le  corps  avait  été  supposé 
soumis  à  des  forces  variables  avec  le  temps.  Mais  nous  supposerons 
<[u^il  n'en  est  pas  ainsi  et  que  le  temps  n'intervient  pas.) 

Nous  allons  établir  que  ces  trois  fonctions  de  six  variables 
|')euvent  se  ramener  à  la  détermination  de  six  fonctions  des  trois 
variables  x,  y^  z  seulement,  et  que,  d'autre  part,  ces  six  fonctions 
sont  liées  par  trois  équations  aux  dérivées  partielles,  linéaires  et 
(lu  premier  ordre. 

Cette  dépendance  et  ces  relations  résultent  d'abord  du  principe 
(lit  de  continuité,  en  vertu  duquel  on  suppose  :  i**  que  les  forces 
directement  appliquées,  *oit  à  la  surface  du  corps,  soit  à  son 
intérieur,  sont  réparties  d'une  manière  continue,  et  2®  qu'il  en  est 
de  même  des  tensions  intérieures.  A  cela  «e  joint  cette  considéra- 
lion  qu'une  portion  quelconque  du  corps  doit  être  en  équilibre 
sous  Faction  des  tensions  exercées  sur  sa  surface  et  des  forces  qui 
sollicitent  sa  masse. 


Équilibre  du  parallélépipède  élémentaire. 

Fig.  1^3 


Considérons   un 


parallélépipède  élémentaire   compris  d'une  part  entre  les  plans 
parallèles  Oxyz  correspondant  aux  abscisses  ^  et  jr  +  e/a:,  les  plans 
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parallèles  à  Ozx^  définis  par  les  coordonnées -y  et  jK  +  ^y?  ^^ 

enfin  les  plans  parallèles  à  Oxy^  définis  par  les   coordonnées  z 

et  z-{-dz, 

Fig.  J74. 


Désignons  par  Xg,  Y©,  Z^  les  composantes  de  la  force  appliquée 
à  Tunité  de  volume,  aux  environ^  du  point  M.  La  force  appliquée 
au  centre  de  gravité  du  parallélépipède  aura  pour  composantes 

Xo  dx  dy  dz^        Yo  dx  dy  dz^        Z©  dx  dy  dz. 

Désignons  par  X|,  Y<,  Z,  les  composantes  de  la  tension  qui 
s'exerce  au  point  M  sur  la  face  positive  de  Félément  plan  perpen- 
diculaire à  Ox,  c'est-à-dire  sur  la  fape  tournée  vers  Ox;  par  X2, 
Y2,  Z2  les  composantes  de  la  tension  qui  s'exerce  au  point  M  sur 
r^lément  plan  perpendiculaire  à  Oy  et  tourne  vers  0/;  par  Xs, 
Ya,  Z,  les  quantités  analogues  pour  Félément  plan  perpendicu- 
laire à  Oz  et  tourné  vers  0-3. 

Nous  allons  écrire  les  six  conditions  d'équilibre  du  parallépi- 
pède  en  égalant  à  zéro  d'une  part  la  somme  des  composantes  par 
rapport  aux  trois  axes,  et  d'autre  part  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  aux  trois  axes. 

Considérons  d'abord  les  composantes  suivant  Oob. 

Sur  la  face  perpendiculaire  à  Ox  passant  par  le  point  M,  el 
dont  l'aire  est  dy  dz^  la  tension  a  pour  composante  — Xj  dydz, 
cette  face  étant  tournée  vers  les  x  négatifs. 

Sur  la  face  parallèle,  située  à  la  distance  dx^  la  tension  a  pour 
composante 

Ces  tensions  sont  dirigées  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre.  La 
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somme  est 

— 7-î  dxdy  dz. 
dx         "^ 

9 

Sur  la  face  perpendiculaire  à  O^  passant  par  M,  la  composante 

est 

—  Xj  du  dx. 

Sur  la  face  parallèle,  elle  devient 
Leur  somme  est 

Enfin  sur  les  faces  perpendiculaires  à  0.3  on  trouverait  comme 
somme 

-j-^  dx  dy  dz. 

On  a  donc  à  écrire  l'équation 

--r-i  dx  dy  dz  h-  -5-î  dx  dy  dz  H-  -rr^  dxdydz-^X^dx  dy  dz  =  o; 

ax    '       "  ax  ax 

OU,  en  divisant  par  rfa?,  dy-,  dz^  on  trouve  la  première  des  trois 
équations  suivantes,  les  deux  dernières  s'en  déduisant  par  permu- 
tation : 

d\\        d\%        d\i 
dx         dy  dz 


-+-^  4-^-l-Xo=o, 


/  s  /  ^1        ^Yj        d\i       ^ 

d7,i        d^L\        d\i       „ 
dx         dy  dz 

Considérons  maintenant  les  sommes  des  motnents  par  rapport 
aux  axes,  et  pour  simplifier  nous  supposerons  ces  axes  passant 
par  le  centre  de  gra^^ité  du  parallélépipède. 

Prenons  les  moments  par  rapport  kOx, 

La  force  appliquée  à  l'élément  du  volume  a  un  moment  nul, 
puisqu'elle  est  appliquée  au  centre  de  gravité. 

Les  forces  appliquées  aux  deux  faces  perpendiculaires  Ox  ont 
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également  un  itwment  nul,  puisqu'elles  sont  appliquées  aux 
centres  de  gravité  de  ces  faces  et  rencontrent  Faxe. 

Sur  les  faces  perpendiculaires  à  Oy,  les  deux  forces  correspon- 
dant à  Xj  et  X2+  —r^dx  ont  des  moments  nuls,  puisqu'elles  sont 

parallèles  à  l'axe  Ox,  Les  deux  forces  correspondant  à  Yj  ont 
également  un  moment  nul,  car  elles  rencontrent  l'axe.  Il  reste  seu- 
lement les  forces  correspondant  à  Z2,  qui  équivalent  à  un  couple 
Zj  dx  dz  X  dy  à  un  infiniment  petit  près. 

Sur  les  faces  perpendiculaires  à  0-s,  on  réduirait  de  même  la 
somme  des  moments  par  rapport  à  Ox  à  —  Y^dxdydz. 

On  doit  donc  avoir 

■ 

Par  permutation,  on  trouverait  deux  équations  analogues  cor- 
respondant aux  moments  pris  par  rapport  à  Oy  et  Oz.  Ce  sont 

X3  =  Z|, 

Y|  •=  Xj. 

Ces  dernières  équations  montrent  que,  sur  les  neuf  composantes 
envisagées,  il  n'y  en  a  que  six  distinctes,  puisque  trois  d'entre  elles 
sont  égales  aux  trois  autres. 

Pour  exprimer  ce  dernier  résultat,  il  n'est  besoin  que  de  faire  un 
changement  de  notations.  On  désignera  par  les  lettres  N|,  N^,  N3 
les  composantes  X|,  Y2,  Z3  qui  ne  figurent  pas  dans  ces  égalités 
et  qui  représentent  les  composantes  normales  des  tensions  sur  les 
plans  perpendiculaires  aux  axes,  et  par  T|,  T^,  T3  les  composantes 
tangentielles,  la  loi  de  correspondance  résultant  des  deux  Tableaux 
ci-dessous  : 

Composantes  parallèles  à 

Ox.  Oy,  Oz. 

Xi  Y,  Z, 

X,  Y,  Z, 

Xj  13  Zj 


Ox 
Faces  perpendiculaires  à  \  Oy 

Oz 


Faces  perpendiculaires  à 


Ox 

Oy 

Oz 


Composâmes  parallèles  à 

Ox,      Oy.  Oz, 

N,     ;    Ta  T, 

T3        N,  T, 

T,         Ti  N3 
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On  composera  facilement  le  deuxième  Tableau  en  écrivant  les  IN 
sur  la  diagonale  principale  dans  Tordre  de  leurs  indices<t  puis  les  Ti 
dans  Tordre  également  de  leurs  indices,  en  suivant  les  case»  res" 
tantes  d'un  même  cdté  de  la  diagonale;  enfin  en  Complétant  le 
Tableau  symétriquement  par  rapport  à  cette  diagonale. 

Avec  ces  notations,  les  équations  (i)  s'écrivent 


(^) 


1  rfN, 
1  dx 

-K 

dy 

H- 

dz 

1   dx 

-¥■ 

H- 

dT, 

dz 

J    dx 

-h 

dix 

dy 

-+- 

dNi 
djs 

Yo=o, 
Zo=  o. 


On  a  bien  obtenu  le  résultat  annoncé;  il  reste. six  fonctions  de 
trois  variables,  liées  par  trois  équations  diflférentielles. 

Les  équations  {9.)  s'appellent  les  équations  générales  de  Téqui- 
libre  du  milieu  considéré. 


Èqiuliinre  dut  tétraèdre  élémentaire.  —  On  peut  déduire  de  la 
connaissance  de  ces  six  fonctions  la  connaissance  des  tensions 
sur  des  éléments  plans  obliques  par  rapport  aux  axes. 

Soit  M  un  point  du  corps.  Cherchons  la  valeur  de  la  tension  sur 


Fig.  17.5. 


un  plan  passant  par  M  et  défini  par  les  cosinus  directeurs  a,  p,  v 
de  sa  normale.  Il  s'agit,  bien  entendu,  de  la  face  du  plan  tournée 
vers  le  point  de  coordonnées  a,  ji,  y. 
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Menons  uj\  plan  papallèle  et  infiniment  voisin.  Il  coupera  les 
parallèles  aux  axes  menés  par  le  point  M  aux  points  N,  P,  R  et 
formera  avec  les  trois  plans  parallèles  aux  plan3  coordonnés  un 
petit  tétraèdre  qui  devra  être  en  équilibre.  ^ 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  tension  sur  le  plan  oblique 
passant  en  M-;  à  des  infiniment' petits  près,  les  composantes  de  la 
force  exercée  Sur  la  face  NPR  seront 

XdS,    Yd$,    ZdS 

en  appelant  rfS  Taire  du  triangle  NPR. 

Les  composantes  de  la  force  exercée  sur  la  face  MPR  perpendi- 
culaire à  Oar,  dpnt  Taire  est  arfS,  seront 

—  Niâtes,     — TzadSf     — Tja<iS. 

Sur  la  face  MNR  perpendiculaire  à  Oy^  don^  Taire  est  P  dS,  on 
aurait  de  même  ^ 

-TaPrfS,     — NjprfS,     -TiP^S. 

Enfin,  sur  MNP  perpendiculaire  à  Ojr,  dont  Taire  est  yrfS,  on 
aurait  • 

—  Tjy^S,    -T,yc/S,    —  IVaY^S. 

En  égalant  à  zéro  la  somme  des  composantes  relatives  à  chacun 
des  axes,  on  a  les  équations 

r  X  =  Nja-i-TjPH-Tsv, 
(3)  I  Y  =  T3a-f-N2.3-f-TiY, 

(   Z  =  T,a-+-T,p4-N3Y. 

Ces  équations  sont  faciles  à  retenir  ou  à  retrouver,  les  compo- 
santes N  et  T  y  étant  disposées  exactement  comme  dans  le  Tableau 
ci-dessus. 

Les  équations  (3)  sont  appelées  les  équations  d'équilibre  à  la 
sur/ace  du  milieu  considéré,  lorsqu'on'  les  applique  à  un  élé- 
ment rfS  de  la  surface  de  ce  milieu.  Les  cosinus  directeurs  a,  ^,  Y 
sont  ceux  de  la  normale  à  la  surface  dirigée  vers  Textérieur. 

Sllipsolde  des  tensions.  ~  Si  Ton  porte  à  partir  du  point  M  dans 
la  direction  delà  tension  un  vecteur  é;ral  à  cette  tension,  Tensemble 
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des  extrémités  de  ces  vecteurs  définit  un  ellipsoïde.  Les  compo- 
santes de  ce  vecteur  sont  X,  Y,  Z,  et  l'on  aura  l'équation  de  la  sur- 
face décrite  par  l'extrémité  du  vecteur  en  éliminant  a,  p,  y  entre 
les  trois  équations  (3),  qui  sont  linéaires,  et  la  relation 

a»  -f-  p«  -4-  Y"  =  I . 

On  peut  déduire  de  la  considération  de  cet  ellipsoïde  l'exis- 
tence de  trois  tensions  principales,  dirigées  suivant  les  axes  de 
l'ellipsoïde  et  qui,  par  raison  de  symétrie,  doivent  être  perpendi- 
culaires aux  plans  formés  par  les  autres  axes.  Mais  on  obtient  des 
notions  plus  précises  à  cet  égard  en  envisageant  une  autre  surface 
définie  de  la  manière  suivante. 

Surface  directrice  des  tensions.  —  Projetons  la  tension,  dont  les 
composantes  sont  X,  Y,  Z,  et  relative  au  plan  défini  par  les 
trois  cosinus  a,  3,  y,  sur  la  normale  à  un  second  plan  défini  par  les 
trois  cosinus  a',  p',  y'. 

Cette  projection  aura  pour  valeur 

-+-  T,  (  ya'  -f-  af)  -h  T,  (  a^'  -h  ?«'  ), 

I 

et  l'on  peut  observer  en  passant  que  cette  expression  ne  change 
pas  quand  l'on  permute  les  deux  systèmes  de  cosinus  a^y  et  a'^  y''. 
La  projection  de  la  tension  relative  à  Vun  des  plans  sur  fa 
normale  à  Vautre  plan  ne  change  pas  quand  ron  permute  tes 
deux  plans. 

Si  l'on  projette  en  partrculier  la  tension  sur  la  normale  au  plan 
où  elle  s'exerce,  on  obtient  sa  composante  normale  au  plan..  Si  l'on 
désigne  cette  composante  normale  par  N,  on  a  l'expression 

La  tension  sera  une  traction  ou  une  compression,  suivant  que 
celte  valseur  de  IN  sera  positive  ou  négative. 

Supposons  maintenant  que,  sur  la  normale  au  plan,  on  porte  à 
partir  de  M  un  vecteur  MN  dont  le  carré  représente  la   valeur 

absolue  de  ^,  les  coordonnées  de  N  seront  (si  l'on  suppose  l'ori- 
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gine  des  coordonnées  au  point  M),  données  par  les  relations 

-  =  ^  =  i  =    ■' 

a        P        7        J±li' 
» 

L'équation  du  lieu  du  point  N  s'obtiendra  en  élimindhi  a,  ^,  ^ 
entre  ces  relations  et  Féquation  (5).  On  trouve 

N,a?»-i-  N,j^«H-  N3-3*-^aTij5-!-  ^Tiisa? -+- aTiX^  —  zbi. 

C'est  donc  une  surface  du  second  degré,  que  l'on  appelle 
surface  directrice  des  tensions. 

C'est  un  ellipsoïde,  si  N  a  partout  le  même  signe.  Ce  sera  le 
système  de  deux  hyperboloïdes  conjugués  si  N  est, tantôt  positif 
et  tantôt  négatif. 

Les  propriétés  de  cette  surface  présentent  un  grand  intérêt, 
mais  nous  n'en  retiendrons  que  la  suivante. 

Si  l'on  prend  pour  axes  coordonnés  les  trois  axes  de  la  surface 
directrice,  les  termes  rectangles  doivent  disparaître  de  son  équa- 
tion, de  sorte  que,  dans  ce  système  d'axes,  on  doit  avoir 

T,  =  T,=  Ts=o. 

Autrement  dit,  les  composantes  tangentielles  sont  nulles  sur  les 
plans  perpendiculaires  à  ces  axes,  ou  encore,  sur  ces  trois  plans  les 
tensions  sont  normales. 

Il  y  a  donc  en  tout  point  du  corps  trois  plans  sur  lesquels  les 
tensions  sont  normales.  Ces  trois  tensions  sont  dites  tensions 
principales. 

Remarque,  —  Nous  avons  dit  plus  haut  l'importance  que  pré- 
sente l'adoption  d'un  système  de  conventions  bien  défini  en  ce  qui 
concerne  les  faces  des  éléments  plans  sur  lesquelles  les  tensions 
s'exercent.  Nous  avons  supposé  expressément  que  X|\|Z|, 
X2Y2Z2,  . . . ,  X3  YsZj  sont  les  forces  qui  s'exercent  sur  les  élé- 
ments plans  respectivement  perpendiculaires  à  Oj;,  Oy,  0>c  et  du 
côté  des  J7,  y^  z  positifs.  De  cette  façon,  quand  X|  par  exemple 
est  positive,  elle  représente  une  tension  dirigée  de  O  vers  a?,  c'est- 
à-dire  une  traction.  Dans  le  cas  contraire,  c'est  une  compression. 
Les  valeurs  positives  de  N|,  Nj,  N3  représentent  donc  des  tractions, 
les  valeurs  négatives  des  compressions. 
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On  trouve  quelquefois  intérêt  à  modifier  fcette  règle,  de  manière 
à  faire  correspondre  des  compressions  aux  valeurs  positives  de 
N,^  Na,  N3.  Mais  il  faut  alors  se  rendre  bien  compte  que  la  conven- 
tion ordinaire  est  modifiée  et  que  tout  revient  à  envisager  les 
tensions^  c^i  s'exereent  sur  les  faces  négatives  des  élément^)  plans. 

Si  Ton  désigne  ces  dernières  tensions  par  des  lettres  accentuées, 
il  est  bien  clair  que  Ton  a\\  =  —  X 1 ,  Y^  =  —  Y| ,  Z'^  r=  -  Z, ,  etc. , 
et  de  même  Nj  =  -  -  N< ,  . . . ,  et  que  le  résultat  cherché  est  obtenu, 
puisque  à  une  valeur  négative  de  X| ,  par  exemple,  correspond  une 
valeur  positive  de  X', ,  et  qu'à  celle-ci  correspond  une  compression. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  recommençait  dans  ce  nouveau 
système  les  raisonnements  relatifs  à  l'équilibre  du  parallélépipède 
élémentaire,  on  retrouverait  les  équations  (  1  )  dans  lesquelles 
toutes  les  composantes  des  tensions  seraient  accentuées  et  changées 
de  signe.  Il  reviendra  au  même  de  changer  les  signes  de  X^,  Yp,  Z^, 
et  il  ne  faut  pas  oublier  de  le  faire. 

De  même,  si  l'on  envisage  l'équilibre  du  tétraèdre  élémentaire, 
on  devra  se  Vappeler  que  les  équations  (3)  ne  sont  conservées  qu'à  la 
condition  de  faire  correspondre  à  la  face  que  l'on  considère  sur  un 
élément  plan  donné  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  face 
opposée.  En  particulier,  si  Ton  envisage  un  élément  de  la  sur/ace 
extérieure  d'un  corps,  il  faut  faire  correspondre  à  cet  élément 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  dirigée  vers  r intérieur  du 
corps. 

Il  est  à  remarquer  que  l'inobservation  de  cette  règle  n'entraîne- 
rait aucune  erreur  dans  l'évaluation  de  la  composante  normale  N, 
puisque  dans  la  formule  (5)  les  cosinus  directeurs  n'interviennent 
que  par  leurs  carrés  ou  leurs  produits;  mais  il  n'en  serait  pas  de 
même  dans  les  autres  formules  déduites  des  équations  (3). 

II.  —  Théorie  drs  déplacements  dans  cn  système  continu. 

Considérons  un  système  de  points  infiniment  rapprochés  rap- 
portés à  trois  axes  rectangulaires.  Soient  x^y^  5  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  X.  Soient  m,  ^,  w  les  composantes  de  son  déplace- 
ment. 

Considérons  maintenant  un  point  N,  infiniment  voisin  de  M, 
dont  les  coordonnées  soient  x  -h  A,  j>'  -f-  A",  -s  -h  l',  les  composantes 
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de  son  déplacement,  i/',  ç^',  w\  seront  données  par  les  expressions 

,  du  ,       du  ,        du  j 

dx  dy  d» 

dv  du  dv  \ 

(6)  /.'_.==_,.+  _,+  _,, 

,  dw  .        dw  ,        dw  , 

w  —  cv  =  -7—  A  H-  *T-  A*  H — T-  /. 

dx  dy  dz 

Ces  expressions  représentent  aussi  les  accroissements  SA,  oAr,  3/ 
subis  par  les  composantes  A,  A',  /  du  vecteur  MN. 

Si  Ton  considère  l'ensemble  des  points  N  situés  sur  une  certaine 
surface  /[hkl)^=  o  entourant  le  point  M,  ces  points  seront, 
après  déformation,  sur  une  surface  entourant  le  point  M  déplacé, 
dont  Téquatlon  sefa 

/(A -h  SA,  ÂH-8X:,  /-+-80-O. 

Ce  sera  une  équation  de  même  degré  que  J[{hkl)  =  o,  puisque  les 
accroissements  SA,  5/*,  5/  sont  linéaires  en  A,  A*,  /. 

Ainsi  les  points  primitivement  situés  sur  un  plan  resteront  sur 
un  plan,  les  points  primitivement  situés  sur  une  surface  du  second' 
degré  demeureront  sur  une  surface  du  second  degré. 

Décomposition  du  déplacement  relatif.  —  Les  formules  (())  mon- 
trent que  le  déplacement  relatif  d'un  point  quelconque  N  par 
rapport  au  point  M  est  déterminé  par  les  valeurs  que  présentent  auj 
point  M  les  neuf  dérivées  ^îartielles  des  composantes  du  déplace- 
ment M,  (^,  a\  par  rapport  à  .t,  y,  z.  On  peut  substituer  à  ces  neuf 
dérivées  neuf  autres  coefficients  dont  Finterprélation  géométrique 
est  plus  facile. 

Posons 

du  dv  dw 

dx  dy  dz 

...      ,         dw       dv  ,         du        dw 

dw       dv  du       dw 

On  se  rappellera  la  formation  de  ces  coefficients  en  formant  le  * 


V»  />j  = 

dv 
dx 

-h 

du 

'iy 

a/;3  = 

dv 
dx 

— 

du 

dy 
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ai  bz  6] 
bi  ai  6, 
bi     bi     as 


analogue  à  celui  donné  pour  les  lensions  et  en  le  comparant  au 
Tableau  des  neuf  dérivées  partielles 


du 

du. 

du 

dix 

dy 

dz 

dv 

di> 

dv 

dx 

dy 

dz 

dw 

àw 

dw 

dx 

^fy 

dz 

Les  a  sont  les  dérivées  contenues  dans  la  diagonale  principale, 
les  b  sont  les  demi-sommes  des  éléments  symétriques  par  rapport 
à  la  diagonale,  les  p  sont  les  demi-différences. 

Avec    ces    nouvelles    notations,    les    équations   (6)  pourront 


s  écrire 


(8) 


dh  —  u' —  a  =  (rri/i-h  b^k  -h  b^l)'Jrpt  ^  — /?»^i 
dk  =1   »•'— •  V  =i{b^h-^  a^k  -If  bxl)-\' p%h  —  pil^ 
[  dl  =  u»'—  cv  =  (^,A  _+-  ^,X:_j-  aj/)  -+-  pik — pthy 


ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier  en  introduisant  dans  ces  der- 
nières expressions  les  valeurs  indiquées  pour  les  nouveaux  coeffi- 
cients. 

Les  termes  en  p  représentent  une  rotation  autour  du  point  M, 
les  composantes  de  cette  rotation  étant />i,/?2,/> s.  Un  semblable 
mouvement  ne  produit  aucune  déformation,  puisqu41  est  commun 
à  tous  les  points  situés  au  voisinage  du  point  M. 

Les  déformations  du  milieu  autour  du  point  M  sont  donc  fonc- 
tions des  seules  quantités  ai a2a3,  b^b-^b^^  que  Ton  appellera  les 
déformations  élémentaires^  en  raison  des  propriétés  qui  vont 
suivre. 


Dilatation  linéaire. —  On  appelle  dilatation  linéairele  rapport 
de  Taccroissement  d'une  longueur  à  sa  valeur  primitive. 

Evaluons  la  dilatation  linéaire  suivant  la  direction  MN.  Le  seg- 
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menl  MN  a  pour  longueur  r  et  Ton  a 

On  en  déduit 

r  dr  =  h  dh  -h  k  dk  -h  l  dl. 

Si  Ton  remplace  rfA,  dk^  dl  par  leurs  valeurs  (8),  les  coeffi- 
cients p  disparaissent,  ainsi  que  Ton  pouvait  s'y  attendre,  et  il 
reste  : 

r  dr  —  «i  A»  H-  ai  A*  -H  «3  /*  -h  2  61  A:/  -r-  a  61  Ih  -h  a  6j  hk, 

dr 
Si  Ton  appelle  a,  ^,  v  les  cosinus  directeurs  de  MN  et  a  =  -7  la 

dilatation  linéaire  suivant  MN,  on  trouvera  en  divisant  par  /•* 

(9)  a  =  âria*4- ôaQ'-t- aaV^-»"  ^^ipY  ^" '^^îY""^  ^^3«P' 

Si  l'on  suppose  que  MN  est  parallèle  à  Ox,  on  a 

p  =  Y  =  o        et       a  =  I, 
d'où 

a\  est  donc  la  dilatation  linéaire  suivant  la  parallèle  à  O  j?. 

De  même  a^  et  «3  seraient  les  dilatations  linéaires  suivant  des 
parallèles   à  Oy  et  Oz  respectivement. 

Gela  fixe  la  signification  de  ces  trois  quantités. 

Dilatation  ang^ulaire.  —  Soient  deux  points  N,  et  No  infiniïnent 
voisins  de  M  et  soient  ai  pi-yi  et  a2p2 72  les  cosinus  directeurs  des 
directions  MN,  MN^,  et  V  l'angle  N,  MNj. 

On  a 

ou 

/'i  Tj  cos  V  =  h\  ht  +  A'i  kl  -h  /i  /j. 

On  en  déduit  par  difi'érentiation 

.  cos  V  d{  f'i  /-j  )  —  /'i  rj  sin  V  rfV  =      A,  dhi  4-  k^  dkx  -\-  /j  d^ 

h  1  dh^  -h  kx  dk^  -4- 1\  dl^. 


Lorsque  l'angle  V  est  droit,  cos  V  -=  o  et  le  premier  terme  du 

PlGEAUD  '  32 
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premier  membre  s'annule.  Dans  le  deuxième  terme,  sin  V  est  égal 

à  i. 

Si  Ton  remplace  les  difTérenlielles  rfA,  dk^  dl  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  {8),  on  obtient 

Fig.  176. 


Si  Ton  pose  -  dV  =  6  et  si  Ton  divise  par  r^  r2,  ce  qui  ramène 
les  cosinus  directeurs,  on  trouve 

(10)  b  =  rtiaiai-+-a,p,?i2-+-rt3YiTi"^*i(?iïi-^YiP*) 

Celte  formule  donne  donc  la  moitié  de  la  diminution  qu'éprouve 
dans  la  déformation  Tangle  V,  primitivement  droit,  des  deux  direc- 
tions a^jî^v,,  aaPsYî- 

Si  l'on  suppose  que  MN^  est  confondu  avec  Oj^etMNa  avecO^» 
on  a 

aj=o=3i         avec        Yi=*' 

Tous  les  termes  disparaissent  à  l'exception  du  terme  i|  p^'^-j  =  ^i- 
On  en  déduit  que  la  quantité  2  è|  représente  la  diminution  éprouvée 
par  Tangle  YOZ.  De  même  on  verrait  que  262  et  26^  représentent 
respectivement  les  diminutions  des  angles  ZOX  et  X0\ . 

Ces  quantités  261,  262?  263  s'appellent  distorsions  o\x  glisse- 
ments. 

La  raison  de  cette  dernière  appellation  est  la  suivante. 

Supposons  que  Torigine  des  coordonnées  étant  portée  au 
point  M,  on  prenne  sur  Oj7  et  O^  deux  longueurs  OA  et  OB 
égides  à  l'unité,  et  considérons  le  carré  OABD  comme  la  base 
d'un  prisme  dont  les  arêtes  soient  parallèles  à  Oz. 

Supposons  que  la  distorsion  2^3  existe  seule  et  que  OA  demeure 
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fixe,  le  point  B  viendra  en  64,  point  situé  sur  BD  à  un  infiniment 
petit  près  d'ordre  supérieur,  puisque  Tangle  B|  OB' =  363   est 


Fig.  177. 


X 

c 

1 

F 

G 

y^^ 

E 

""1  E. 

1 

- 

/ 

a 

^    / 

r        / 
/ 

/ 

1 
1 

1 

A 

B 

/B. 


infiniment  petit.  L'arête  BG  viendra  en  B|  G|.  De  même  l'arête  DE 
viendra  en  D4E4,  de  sorte  que  la  déformation  consistera  unique- 
ment en  un  glissement  relatif  de  la  face  BDEG  du  prisme  par 
rapport  à  la  face  opposée  OAFG  supposée  fixe.  Seules  les  faces- 
perpendiculaires  à  Oz  sont  altérées  et  se  transforment  en  parallé- 
logrammes, La  valeur  du  glissement  est,  d'ailleurs,  à  l'unité  de 
distance  : 

BBi=  iangBOB,  =  263. 

Surface  des  dilatations.  —  Reprenons  la  formule  qui  donne  la 
dilatation  linéaire.  Elle  est  toute  semblable,  comme  forme,  à  celle 
qui  nous  avait  donné  la  composante  normale  de  la  tension  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  la  direction  a^y.  On  peut  donc  en  faire  une 
représentation  semblable. 

Si  l'on  porte  sur  la  direction  a^y,  à  partir  du  point  M,  un  vec- 
teur MN  dont  le  carré  représente  la  valeur  absolue  de  l'inverse  —  > 

les  coordonnées  x^  y^  z  ^de  l'extrémité  du  vecteur  seront  données 
parles  relations 

y     -         I 


X 

a 


Y        v/±  a 


le 


signe  étant  +  ou  —  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif. 
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En  éliminant  a^y  entre  ces  équations  et  celle  qui  donne  a,  équa- 
tion (9),  on  obtient  Féquation  du  lieu  du  point  N 

(11)  fli  a?*H-  a^y^-h  a^z^-^-  ib^yz  -^ib^zx-^rib^xy  =±i. 

C^est  une  surface  du  deuxième  degré,  qui  sera  un  ellipsoïde 
s'il  y  a  partout  dilatation  ou  contraction^  et  qui  sera  Ten- 
semble  de  deux  hyperboloïdes  conjugués  s*il  y  a  dilatation  dans 
certaines  directions,  contraction  dans  d'autres. 

Si  l'on  prend  pour  axes  coordonnés  les  trois  axes  de  la  surface, 

les  termes  rectangles  disparaissent  de  son  équation,  de  sorte  que 

l'on  a 

61  =  0  =  ôi=  63. 

11  en  résulte  que,  en  tout  point  d^t^n  solide  qui  subit  une  défor- 
mation, il  existe  trois  directions  rectangulaires  telles  que  les 
angles  de  ces  directions^  prises  deux  à  deux^  restent  droits 
après  la  déformation. 

Les  dilatations  dans  ces  trois  directions  sont  dites  principales. 

Dilatation  cubique.  —  Considérons  un  élément  parallélépipé- 
dique  ayant  un  sommet  au  point  M  et  dont  les  arêtes  soient  dans 
la  direction  des  dilatations  principales.  Désignons  par  a\^  a^^  a\ 
ces  dilatations  principales. 

Par  la  déformation,  les  arêtes  sont  respectivement  multipliées 
par  I  -h  «1 5  I  +  a'j,  1  +  a'j.  De  plus,  les  angles  restent  droits.  Donc 
le  volume  de  l'élément  est  multiplié  par 

(i  -f-  a\)  (I  -+-  a',)  (i  H-  a'5)  =  I  -H  ai  H-  a'^  H-  a, 

en  négligeant  les  termes  du  second  ordre. 

11  en  résulte  que  la  dilatation  cubique  est  donnée  par  l'expres- 
sion 

0  =  a'j-h  a'j-H  a,. 

La  somme  des  trois  dilatations  principales  est  d'ailleurs  égale  à 
la  somme  des  trois  dilatations  relatives  à  trois  axes  rectangulaires 
quelconques. 

Si  l'on  reprend,  en  effet,  la  formule  générale  qui  donne  la  dila- 
tation dans  la  direction  apy, 

a  =  ai  a» -h  aj  p' 4-  a j  y^ -h  261  py  -4-  ib^^ot.  -+-263x8 
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et  qu'on  y  introduise  les  cosinus  directeurs  aiPiyi,  ttaPay»?  ^sPsys 
des  trois  directions  rectangulaires,  puis  qu'on  fasse  la  somme,  en 
tenant  compte  des  relations  qui  lient  les  cosinus  directeurs,  on 
trouve 

On  en  déduit  que,  d'une  manière  générale, 
(12)  6  =  «i-t- aj-+-a3. 

IIL  —  Relations  entre  les  tensions 

ET  LES   DÉFORMATIONS  D'UN   SOLIDE   ÉLASTIQUE  A   PARTIR  DE    l'ÉTAT  NATUREL. 

Nous  admettons  qu'il  existe  un  état  du  solide  dans  lequel  les 
tensions  intérieures  sont  nulles;  c'est  ce  que  l'on  appelle  Vétat 
naturel.  Si,  le  corps  étant  en  cet  état,  on  vient  à  lui  appliquer  cer- 
taines forces  extérieures,  il  se  déformera,  et  en  même  temps  des 
tensions  intérieures  prendront  naissance. 

Si  l'on  admet  la  loi  de  Hooke  généralisée,  en  supposant  bien 
entendu  qu'il  ne  s'agisse  que  de  déformations  très  petites,  dont  oi; 
peut  négliger  les  secondes  puissances,  et  d'autre  part  qu'il  ne 
S'agisse  que  de  tensions  Intérieures  notablement  inférieures  à  la 
limite  d'élasticité,  on  sera  conduit  à  poser  ce  principe  que  les  six 
composantes  des  tensions  N  e^  T  sont  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  des  six  déformations  élémentaires  a  et  6,  et  in\>er'- 
se/nent. 

Nous  aurons  donc  des  équations  de  la  forme 

N  =  niaj-h  713^2+  n^nz-hpiùi-hpibi-hpzbi^^  o(ai,  . .  .)• 
T  =  fiiUi-h  niUf-i-  TisajH-  qi  ôj-i-  qt^i-h  ^3^3  =  4'(^i>  •  •  •)• 

Les  coefficients  m,  /i,/>,  q  portent  d'une  manière  générale  le 
nom  de  coefficients  d'élasticité.  Si  l'on  exprimait  les  déforma- 
tions a  et  6  en  fonction  des  N  et  T,  les  coefficients  seraient  ce  que 
Rankine  appelle  des  coefficients  de  souplesse. 

Il  y  a  en  tout  trente-six  coefficients  d'élasticité,  qui  dépendent 
de  la  constitution  du  milieu  autour  du  point  M.  Si  cette  consti- 
tution varie  d'un  point  à  un  autre,  ils  peuvent  être  des  fonctions 
de  x^y\  z]  mais  si  nous  supposons  le  milieu  homogène,  ce  seront 
des  constantes. 
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Le  nombre  des  coefficients  se  réduit  notablement  quand  le 
milieu  possède  dans  son  état  naturel  certains  éléments  de  symé- 
trie. Il  se  réduit  à  deux  pour  un  milieu  homogène  et  isotrope. 


Réduction  des  coefflcients  à  deux  dans  un  milieu  homogène  et 
isotrope.  — ■  Considérons  un  cube  élémentaire  dont  les  arêtes  sont 
parallèles  aux  axes  coordonnés,  et  supposons  que  la  seule  défor- 
mation de  ce  cube  consiste  d'abord  en  une  dilatation  a^  dans  la 
direction  Ox, 

Il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  se  produise  des  efforts  tan- 
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gentiels  sur  les  faces,  puisque  leurs  angles  mutuels  ne  sont  pas 
altérés.  Donc  a  priori  on  peut  dire  que  les  tensions  tangentielles  T 
ne  dépendent  pas  des  dilatations  suivant  les  axes. 

En  ce  qui  concerne  les  tensions  normales,  elles  seront  propor- 
tionnelles à  ai,  mais  le  coefficient  de  proportionnalité  sera  diffé- 
rent pour  Ni  qui  est  parallèle  à  la  dilatation  a^  et  pour  les  deux 
autres  qui  lui  sont  perpendiculaires.  On  pourra  donc  poser 

N,  =  Aai, 

On  raisonnerait  de  même  pour  chacune  des  dilatations  as  et  a^y 
les  coefficients  de  proportionnalité  A  et  B  demeurant  les  mêmes 
en  vertu  de  l'homogénéité  et  de  Fisotropie  supposées  de  la 
matière. 
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En  superposant  ces  trois  dilatations,  on  obtiendra  des  expres- 
sions de  la  forme 

f  Ni  "  Aai-4- B(aj-+-a3)  =  X6 -f- 2fxai, 
(i3)     v|  Na  =  Aaj-h  B(a3-f- ai)  =  XG -h -iijLai,        Ti=Ti— T3— o, 
f  Na --•  Aag-f- B(ai-H  a*)  =  Xô -+- afjLas, 

Supposons  maintenant  que  le  cube  soit  déformé  par  le  seul 
glissement  2^3,  qui  fait  glisser  la  face  BDGE  sur  elle-même.  Cette 
déformation  ne  peut  provoquer  de  tensions  normales.  Elle  ne  peut 
influer  que  sur  T3,  action  tangentielle  qui  s'exerce  sur  la  face 
BDGE  parallèlement  à  la  direction  BD  de  son  glissement.  On 
raisonnerait  de  même  pour  les  deux  autres  glissements,  de  sorte 
que,  en  superposant  les  trois  glissements,  on  sera  conduit  aux 
formules  suivantes  : 

(14)  Ni=- N2=N3---o        )Ts=G6j, 

f  73-063. 

Enfin,  la  déformation  la  plus  générale  conduira  à  la  réunion  des 
formules  (i3)  et  (i4)- 

On  démontre  d'ailleurs  que  Ton  a  G  =  2[x.  En  efl'et,  considé- 
rons, comme  plus  haut,  l'effet  du  glissement  simple  2^3.  Il  équi- 
vaut à  une  dilatation  suivant  la  bissectrice  OD  et  à  une  contraction 
suivant   la   bissectrice   AB.    La    dilatation   suivant   OD   s'obtient 

d'ailleurs  en  faisant  0.  r:^'^  --  —  et  v  =  o  dans  la  formule  gêné- 

raie  (9)  qui  donne  la  dilatation  linéaire   et  qui  se  réduit  ici  au 
terme  en  63.  On  trouve 

a  =  2é>3a3  =  /;3. 

De  même,  la  contraction  suivant  AB  serait  a  ^-^  —  b^^^  --ci. 

D'un  autre  côté,  l'angle  droit  formé  par  les  deux  diagonales 
demeure  droit  après  la  déformation,  le  carré  s'étant  simplement 
transformé  en  losange,  et  on  le  vériiierait  d'ailleurs  facilement  par 
la  formule  générale  (10). 

Dans  ces  conditions,  les  deux  diagonales  sont  des  directions 
principales  dans  la  déformation  considérée  et  les  tensions  N  et  N' 
Xjui  s'exercent  sur  les  plans  correspondants  leur  sont  normales. 
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Enfin,  dans  cette  déformation,  on  a  9  =  o,  puisque 

6  ==  flj -4- aj  H- aa, 

et  que  tous  ces  termes  sont  supposés  nuls. 

On  doit  donc  avoir  entre  N  et  a  (comme  d'ailleurs  entre  N'  et  a) 
la  relation  simplifiée 

La  valeur  de  N  est  d'ailleurs  facile  à  obtenir  par  la  formule  géné- 
rale (5),  qui  se  réduit  ici  à 

les  tensions  autres  que  Tj  étant  nulles  d'après  les  formules  (i4)- 
Il  est  donc  nécessaire  que  T3  soit  lié  à  èj  par  la  relation 

Cela  exige  que  l'on  ait  G  =  2  «jl. 

Si,  maintenant,  dans  les  formules  résultant  de  la  combinaison 
de  (i3)  et  (i4)î  on  remplace  les  a  Ql  b  par  leurs  valeurs  en 
fonction  des  dérivées  des  déplacements,  on  parvient  aux  formules 
suivantes  : 

(.5)  <N.=  X04-.,x-,         l,=  ..(_-,-_j. 

-.        .^  d(v  _  /du       idv\ 

Dans  ces  formules,  9  est  la  dilatation  cubique  et  a  pour  valeur 

...  .  du       dv        dw 

(.6)  A  =  «,+  «,+  a,=  ^  +  ^  +  -^. 

Il  en  résulte  la  relation,  très  utile  à  connaître, 

Les  deux  coefficients  A  et  a-  qui  subsistent  dans  les  relations 
précédentes  sont  appelés  coefficients  de  Lamé.  Ces  relations  sont 
elles-mêmes  souvent  désignées  sous  le  nom  Adéquations  de  Lamé. 
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Réduction  des  deux  coefficients  à  un  seul  dans  le  cas  des  corps 
isotropes.  — ,  Divers  savants,  et  notamment  Navier,  Poisson, 
Cauchy  et  de  Saint-Venant,  ont  démontré  que  Ton  devait 
avoir  X  =  [Jt.,  dans  le  cas  des  corps  isotropes,  lorsqu'on  suppose 
que  les  tensions  intérieures  résultent  d'attractions  entre  les 
molécules  de  la  matière  et  que  celles-ci  sont  simplement  fonctions 
de  la  distance  entre  ces  molécules.  Pour  le  détail  de  la  controverse 
qui  s'est  élevée  sur  ce  point,  nous  renvoyons  à  la  longue  Note  que 
Saint- Venant  a  insérée  dans  son  édition  annotée  de  l'Ouvrage  de 
Navier.  On  objectait  que  l'hypothèse  faite  au  sujet  de  la  constitu- 
tion de  la  matière  et  des  attractions  de  ses  molécules  n'était 
peut-être  pas  conforme  à  la  nature  des  choses  ;  mais  on  objectait 
surtout  que  la  relation  X  =  |jt.  conduisait  à  certaines  conséquences 
en  désaccord  avec  certains  résultats  d'expérience.  Saint-Venant 
faisait  observer,  au  contraire,  que  ces  prétendus  désaccords 
étaient  en  somme  petits,  de  l'ordre  de  grandeur  de  ceux  que  l'on 
rencontre  toujours  quand  on  confronte  une  théorie  avec  l'expé- 
rience et  qu'ils  étaient  fort  explicables  soit  par  des  imperfections 
des  méthodes  expérimentales  employées,  soit  par  le  défaut  d'iso- 
tropie  des  échantillons  observés. 

Malgré  tout,  l'usage  a  prévalu  de  conserver  les  deux  coefficients 
de  Lamé,  et  nous  nous  y  conformerons,  malgré  les  complications 
que  cet  usage  entraîne  et  dont  l'utilité  n'est  pas  bien  démontrée. 
Dans  beaucoup  de  recherches  théoriques,  uniquement  destinées  à 
mettre  en  évidence  le  sens  des  phénomènes  et  non  leur  mesure,  il 
n'y  aurait  que  des  avantages,  à  notre  avis,  à  accepter  la  simplifi- 
cation X  =  [X. 

IV.  —  Équations  générales  de  l'équilibre  élastique. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'écrire  les  équations  géné- 
rales d'équilibre  élastique  d'un  corps.  Nous  avons  trouvé  précé- 
demment les  équations  différentielles  (2)  auxquelles  les  tensions 
intérieures  doivent  satisfaire  en  tout  point  de  l'intérieur  d'un 
corps,  et  les  équations  (3)  auxquelles  elles  doivent  satisfaire  en 
tout  point  de  sa  surface,  et  cela  indépendamment  de  toute  consi- 
dération sur  les  déformations  produites.  Mais  l'ensemble  de  ces 
conditions  nécessaires  n'est  pas  suffisant,  en  général,  pour  déter- 
miner les  six  tensions  inconnues. 
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Admettons  maintenant  que  le  corps  soit  élastique,  ce  qui  veut 
dire,  d'une  part,  que  les  déformations  sont  exprimables  en  fonc- 
tion des  dérivées  partielles  des  déplacements  et  que  les  tensions 
intérieures  sont  elles-mêmes  exprimables  en  fonction  de  ces  mêmes 
dérivées  partielles,  conformément  aux  résultats  qui  viennent  d'être 
obtenus.  Dans  ces  conditions,  nous  pourrons  transformer  les 
équations  générales  d'équilibre  en  des  équations  différentielles  par 
rapport  aux  trois  seules  fonctions  inconnues  «,  i',  w,  et  le  pro- 
blème deviendra  déterminé. 

Prenons,  par  exemple,  la  première  équation  générale  d'équi- 
libre (2)  : 

dx         dy  dz  ^^  ^  ^ 

En  tenant  compte  des  expressions  de  N|,  T3,  Ta  et  6,  nous  l'écri- 
rons successivement 

rfO  \d^u  d^v  d^tv  1  [d^id       d^u        d^ul  _ 

^THc-^^id^^  d^^'^d^d^l'^^lTL^'^dP^'^^     -4-Xu-o, 

(  A  H-  t^)  ^  -t- fA  ^W -H  Xo  =  O 


( 


m  représentant  par  le  symbole  AF  l'opération 


.,      </«F       d^F       d^F 

Ar  = i 1-  ' 

dx^        dy        dz^ 

On  opérerait  de  même  pour  les  deux  autres  équations,  de  sorte 
(ju'on  obtiendra  le  système  suivant  : 

(X  -h  fx;  ^  -h  jx  ^u  -h  \o  =  o, 

^V  )  {  (X  -^  !J^)  ^.  -^  :^  Av  -T-  Yo  =  o, 

(\  -f  \x)-z — \-  iilw  -^  Zo  =0. 

Ces  trois  équations  sont  les  équations  générales  d^ équilibre 
élasiir/ue.  On  les  appelle  aussi  les  équations  indri finies  d'équilibre* 
pour  rappeler  qu'elles  sont  applicables  on  tout  point  du  corps. 

Quant  aux  équations  d'équilibre  à  la  surface  (3),  on  pourrait 
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de  la  même  façon  les  transformer  et  Ton  remplacerait,  par  exemple, 
la  première  d'entre  elles  par  celle-ci  : 

On  aurait  ainsi  trois  équations  différentielles  auxquelles  m,  v,  iv 
doiveiU  satisfaire  sur  la  surface  limite  du  corps  considéré.  On  les 
appelle  les  équations  à  la  surface.  Mais  habituellement  nous  les 
considérerons  sous  leur  forme  primitive,  plus  facile  à  retenir,  et 
nous  les  écrirons  ici 

!X  =  N|a-f-T3p-hT,Y, 
Y  =  T,a-^N,p-hT,Y, 
Z  =  Tia-+-T,p-hN3Y, 

étant  entendu  que  les  N,  T  sont  exprimables  en  fonction  des  déri- 
vées partielles  de  a,  r,  w  et  que  X,  Y,  Z  sont  les  composantes  de  la 
force  extérieure. 

Remarque,  —  Lorsqu'on  a  quelque  intérêt  à  faire  correspondre 
des  compressions  aux  valeurs  positives  de  N<  N2N3,  il  faut  se  rap- 
peler que  cela  revient  à  inverser  tous  les  signes  des  tensions,  de 
manière  à  considérer  celles  qui  s'exercent  sur  les  faces  négatives 
des  éléments  plans.  On  arrive  au  même  résultat  en  changeant  dans 
les  équations  (A)  les  signes  de  Xo  Vo  Zo,  et  en  prenant  dans  les 
équations  (B),  pour  a,  p,  y,  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-nor- 
male qui  est  dirigée  vers  l'intérieur  de  la  surface. 

Remarque  sur  les  solutions  des  équations  de  l'équilibre  élas- 
tique. —  Le  système  des  équations  (A)  forme  un  système  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  On  démontre,  en 
Analyse,  qu'il  admet  une  solution  gêné  ride  dans  laquelle  inter- 
viennent six  fonctions  arbitraires. 

Ces  six  fonctions  arbitraires  devront  satisfaire  aux  trois  équa- 
tions à  la  surface  (B).  Mais  cela  ne  suffit  pas  encore  à  déterminer 
entièrement  les  fonctions  m,  i\  w.  Gela  tient  évidemment  à  ce  que 
le  corps,  dans  son  état  déformé,  peut  occuper  une  situation  quel- 
conque dans  l'espace  et  qu'on  peut  ajouter  à  w,  r,  w  des  ternie^ 
arbitraires  représentant  le  déplacement  le  plus  général  d'un  corps 
solide,  c'est-à-dire  une  translation  et  uue  rotation  arbitraires.  Mais 
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si  Ton  fait  abstraction  de  ce  déplaccirient  d'ensemble,  on  peut  dire 
que  le  problème  est  entièrement  déterminé.  On  le  démontre  de  la 
façon  suivante. 

Supposons  qu'on  çit  trouvé  un  système  de  fonctions  //,  t^,  w 
satisfaisant  à  la  fois  aux  équations  (Â)  et  aux  équations  (B).  Il 
représentera  un  état  élastique  possible^  et  ce  système  sera  même  le 
seul  possible. 

Supposons^  en  effet,  qu'il  y  ait  une  seconde  solution  uç'w\ 
remplissant  les  mêmes  conditions.  Les  différences  u'=u  —  u\ 
v"z={f' — i^,  (r"=  (v' — w  correspondraient  à  un  troisième  état 
d'équilibre  élastique  possible,  mais  dans  lequel  toutes  les  forces 
appliquées  seraient  nulles. 

On  aurait,  en  effet, 

0'=O'  — 0         et        Aa'=Aw'— Aa,         

Les  équations  générales  (A)  donneraient 

tir 

et  deux  autres  relations  analogues.  La  troisième  solution  s'appli- 
querait donc  à  l'hypothèse  X©  =  V  o  =  Z©  =  o. 
D'un  autre  côté,  on  aurait 

N'=N'_]V        et        T''=T'— T. 

A  la  surface  du  corps,  en  particulier,  on  aurait 

X*=X'— X=:o 

et  deux  autres  relations  analogues,  de  sorte  que  la  troisième  solu- 
tion s'appliquerait  à  l'hypothèse  où  toutes  les  forces  extérieures 
appliquées  à  la  surface  seraient  nulles. 

Ainsi,  cette  troisième  solution  u"  v'  w"  correspondrait  à  un  état 
élastique  résultant  lui-même  de  forces  extérieures  nulles  tant  à 
l'intérieur  du  corps  qu'à  sa  surface.  Cet  état  élastique  ne  peut  être 
que  Tétat  naturel  du  corps.  Autrement  dit,  on  doit  avoir 
a'=:  r"=  iv"=  o,  identiquement.  Les  deux  solutions  arwetaVwp' 
doivent,  par  suite,  se  confondre. 

Ce  raisonnement  ne  suppose  pas  nécessairement  qu'il  n'y  a 
aucune  action  moléculaire  dans  l'état  naturel,  mais  simplement 
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que  les  actions  moléculaires  développées  par  un  système  de  forces 
extérieures,  seules  en  question  ici,  disparaissent  avec  ces  forces 
elles-mêmes,  condition  impliquée  par  la  notion  d^état  élastique. 

Remarque,  —  On  est  parfois  amené  à  considérer  des  pro- 
blèmes dans  lesquels,  au  lieu  d'avoir  comme  données  les  forces 
extérieures  qui  s'exercent  à  la  surface  du  corps,  on  se  pose  la  con- 
dition que  la  surface  ne  se  déforme  pas,  ou  bien  se  déforme  d'une 
manière  donnée  à  l'avance.  Dans  ces  conditions,  les  fonctions 
arbitraires  contenues  dans  la  solution  générale  des  équations  (A) 
se  déterminent  par  identification.  Les  équations  (B)  ne  jouent 
plus  aucun  rôle,  si  ce  n'est  pour  trouver  après  coup  les  réactions 
inconnues  de  la  surface. 

Réduction  des  équations  générales.  Disparition  des  compc- 
santes  Xq,  Y©,  Zo-  —  Lamé  a  fait  remarquer  que  l'on  pouvait,  en 
général,  faire  abstraction  des  termes  en  X©,  Y©,  Z^  dans  les  équa- 
tions (A),  et  il  en  a  donné  deux  raisons. 

La  première  consiste  en  ce  que,  dans  les  corps  solides  et  rigides, 
les  intensités  des  forces  extérieures  appliquées  aux  éléments  de 
volume  sont  la  plupart  du  temps  petites  et  négligeables  au  regard 
des  intensités  des  forces  appliquées  à  la  surface  de  ces  corps  ou  au 
regard  des  tensions  intérieures.  Il  y  a  cependant  des  cas  où  il  en 
est  autrement.  . 

La  seconde  raison  consiste  en  ce  que  les  équations  sont  linéaires 
et  que  leur  solution  générale  se  composera  toujours  par  l'addition 
d'une  solution  particulière  m©?  ^o?  ^^o  des  équations  complètes  avec 
la  solution  générale  des  mêmes  équations  privées  des  termes 
en  Xo,  Yq,  Zq. 

Or,  il  est  presque  toujours  possible  de  trouver  à  part  la  solution 
particulière  Mo?  ^o?  ^^o  dont  on  a  besoin.  En  effet,  le  plus  souvent 
Xq,  Yp,  Zo  se  réduisent  aux  composantes  de  la  pesanteur.  Plus 
généralement,  on  peut  supposer  qu'elles  proviennent  d'attractions 
ou  de  répulsions  émanant  de  centres  extérieurs  fixes  et  suivant  la 
loi  de  l'inverse  du  carré  des  distances.  Plus  généralement  encore, 
elles  peuvent  être  supposées  égales  aux  dérivées  partielles  d'une 
même  fonction  Fo,  qui  sera  par  exemple  le  potentiel  de  masses 
attirantes  situées  soit  à  l'extérieur,  soit  à  l'intérieur  du  solide, 
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comme  si  celui-ci  était  par  exemple  électrisé  point  pftr  point,  sui- 
vant une  distribution  fixe. 
Supposons  donc 

^'-'d^'  ^'^W  ^'~~dl' 

et  que  Fq  soit  une  fonction  telle  que 


F.=///^rfadMï. 


Dans  cette  expression,  /(a^y)  serait  la  densité  électrique  au 
point  apy,  de  sorte  que  /(a^y)  rfat/prfy  serait  la  masse  attirante 
contenue  dans  Télément  de  volume  da,  d^  dy. 

On  a  d'ailleurs 


Posons  maintenant 


el  prenons 


ax  dy  az 


k  étant  un  coefficient  indéterminé.  Puis  cherchons  sous  quelles 
conditions  les  équations  générales  seraient  satisfaites  par  ces 
expressions. 

On  trouve  d'abord 

En  çffet,  on  a,  comme  on  sait, 

dx'^      K      '  d,v^  ''  Rï 


et,  par  suite, 


,-,       rf«R       fl?«R       rfîR       3R«-R«       2 
dx^  ^  dy*        dz*  R3         "~  R 
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D'autre  part,  on  a 


dFp 

dx  **"  '       ''  cix 


,dFo 


rfFo 


^5 

et  enfin 

eo=X:A9o=  A:Fo. 

La  première  équation  générale  d'équilibre  s'écrit  donc 

,.  ,,^Fo  ,dFo       dFo 

Elle  est  donc  satisfaite,  pourvu  que  l'on  ait 

Il  en  sera  alors  de  même  pour  les  deux  autres. 
La  solution  particulière  cherchée  est  donc 

i         doo  *  i         d(po  1         dfpo 

uq  =  —  ^ -r-  >         l'o  =  —  ^^ -r-  '  "'o  =  —  > :V-' 

X  -+-  '2  (1   a  r  A  -t-  2  jx   rf^  A  -h  a  (JL    rf« 


On  en  déduirait 


ôo  =  —  r- Fo. 

A  -t-  >-  X 


Quant  aux  composantes  des  tensions,  on  les  obtiendrait  par  des 
expressions  de  la  forme 

^  dx  \-\-  x^L  A-|-2|JL   dx^ 

'  X  H-  '2  (JL  ^ar  dy 

Les  dérivées  secondes  de  cp©  qui  figurent  dans  ces  expressions 
peuvent  d'ailleurs  se  calculer  directement  sans  passer  par  l'inter- 
médiaire de  la  fonction  cpo  elle-même,  ce  qui  est  parfois  avan- 
tageux. 

Si  en  particulier  X©,  Yo,  Z©  étaient  des  constantes  a,  fe,  c,  il  fau- 
drait supposer  des  masses  attirantes  rejetces  à  Tinfini.  Mais  on 
évite  toute  complication  en  prenant  dans  ce  cas,  comme  solution 
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particulière,  Fo=  ax-[-by  -+-  cz  avec 

"j  = 7^ :  y         ^0  = 7^—^ :  »  wo  =  — • 


2(X-|-2fl)  5l(X-|-2fJl)  2(X-haîx) 

On  a,  en  effet, 

Oo== — r (ax-i-  by  -^  cz); 

A  -h  2  (Jt  X  -h  2  |Jl  .  A  -H  -2  ;x 

et  l'on  vérifie  facilement  que  les  équations  générales  sont  bien 
satisfaites. 

On  trouve,  pour  les  composantes  des  tensions, 

N|  =  —  r iax-^  oy  '\-  cz)—  r — i — ax, 


Nous  traiterons  plus  loin  un  autre  cas,  celui  où  il  s'agit  d'un 
massif  illimité  dans  tous  les  sens  et  où  Xg,  Yo,  Zq  sont  nuls  en 
général,  sauf  dans  une  région  limitée. 

Caractères  généraux  des  solutions  des  équations  générales 
réduites.  —  Differentions  les  trois  équations  générales  réduites 
respectivement  par  rapport  k  x^  y  oX,  z  et  ajoutons-les,  il  viendra 

cquation  qui  revient  à 

(i6)  (X-f-2jx)A0  =  0        ou         A0  =  o. 

Telle  est  la  condition  à  laquelle  doit  nécessairement  satisfaire  la 
dilatation  cubique. 

Reprenons  les  trois  équations  générales  et  appliquons  à  la  pre- 
mière les  diflerentiations  marquées  par  le  symbole 


nous  obtiendrons 


d  d  d 


(X  -h  [jl)  -r-  AÔ  -f-  (X  A  Aw  =3  o 
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OU 

(17)  A  Am  =3  o. 

On  obtiendrait  des  conditions  semblables  pour  i^  et  n». 

Enfin,  si  Ton  observe  que  les  composantes  N  et  T  des,  tensions 
sont  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  constants  des  dérivées 
partielles  de  m,  v^  ix\  il  s'ensuit  encore  que  ces  composantes  ÎN  et  T 
vérifi^ent  également  Téquation 

A  A^  =  o. 

Tel  est  donc  le  caractère  général  des  fonctions  qui  expriment, 
soit  les  composantes  du  déplacement  moléculaire,  soit  les  compo- 
santes des  tensions  dans  un  corps  solide  isotrope,  lorsqu'il  est  en 
équilibre  d'élasticité,  en  négligeant  les  forces  appliquées  à  sa 
masse.  Ces  conditions  sont  appelées  conditions  de  Lamé, 

Ibest  à  remarquer  que 

IN,4-Ni-f-N3=(3X-f-2îJi)0 

et  que,  par  suite,  cetle  somme  satisfait  comme  6  à  la  condition 
plus  simple 

On  peut  généraliser  ces  résultais  et  les  appliquçr  même  aux 
équations  complètes  toutes  les  fois  que  l'on  a 

dx  dy  dz 

s 

\ 

et  que  Fq  se  trouve  être  elle-même  une  fonction  satisfaisant  à  la 
condition  AFo  =  o.  On  a  en  effet,  dans  le  cas  des  équations  com- 
plètes, en  reprenant  les  mêmes  calculs  que  plus  haut, 

(X-r-î>.jJL)AO       -4-AFo=0, 
(A  H-  |ji)  —  AO  -f-  ixWn  -+-  AXo=  o. 

11  suffit  donc  que  AFo=o  pour  que  les  mêmes  résultats  sub- 
sistent. On  arrive  à  la  même  conclusion  en  remarquant  qu'il  suffit 
d'obtenir  ces  résultats  pour  une  sohition  particulière  Uq  l'o  <ï'o  60 
des  équations  complètes.  C'est  le  cas  ordinaire,  et  notamment 
celui  où  Xfl,  Vo,  i^o  *^<>nt  des  constantes, 

PiGEALD  3:i 
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Indidations  sur  les  solutions  des  équations  générales  réduites. — 
Les  équations  générales  réduites  sont  toujours  les  mêmes,  quel  que 
soit  le  problème  particulier  que  Ton  envisage.  Si  leur  solution 
générale  était  connue  et  susceptible  d'être  introduite  dans  des  cal- 
culs, il  suffirait  en  principe  de  disposer  des  fonctions  arbitraires 
quelle  coutient  pour  que  les  équations  à  la  surface  soient  satis- 
faites, loi'squ'on  lui  ajoute  la  3olution  particulière  obtenue  pour  les 
équations  générales  complètes.  Mais  celte  solution  échappe  à  Tana- 
lyse  par  sa  trop  grandç  généralité.  Aussi  en  est-on  réduit  à  com-  ^ 
poser  daus  chaque  cas,  en  s' inspirant  des  circonstances,  des  solu- 
tions particulières,  et  à  les  combiner  par  voie  d'addition  de 
manière  à  composer  des  solutions  de  plus  en  plus  générales  per- 
mettant de  satisfaire  aux  conditions  à  la  surface  soit  exactement, 
soit  d'une  manière  approchée. 

La  recherche  de  ces  solutions  particulières  esl  intimement  liée, 
d*après  ce  que  nous  avons  vu,  à  la  résolution  des  équations  des 
types  (i6)  et  (17)  : 

A9  =  O  ou  A  ÀG  =  O. 

On  connaît  des  classes  très  étendues  de  fcmctioiis  satisfaisant 
a  ces  équations. 

Lamé  a  remarqué  (|ue  la  première  était  satisfaite  par  toute  fonc- 
tion potentielle  de  la  forme 

dans  laquelle  /(apy)  est  une  fonction  quelconque,  représentant 
la   densité    d'ui^e   mass-^    attirante   placée    au   point    a^v    ei   où 

R:=;y/\a:  — «)^-h(^—  ^>^-f-(.'S---T)"-  Si  to«ws  les  points  «.  ^,  y 
sont  contenus  dans  un  domaine  extérieur  au  solide  consrdéré,  on  a 

en  tout  point  de  celui-ci 

aF  =  o. 

Si  le  domaine  des  points  a,  p,  y  comprenait  le  solide,  on  aurait 

Cela  posé.  Lamé  a  montré  que  la  seconde  équation  AAo=o 
était  vérifiée  par  l'intégrale  triple 


o=^\JfJf{^^)'Rdxd<^d'i. 
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On  trouve  en    eflfet,  en  recommençant  un  calcul  déjà  fait   plus  ^ 
haut, 

et,  par  suite, 

A  Ao  =  aF  =  o. . 

^    Les  fonctions  telles  yue  «  ont  été,  d'après  Lamé,  appelées  poten- 
tiels directs,  ou  potentiels  de  seconde  espèce^  par  opposition  aux      \ 
fonctions  F,  qui  sont  des  potentiels  ordinaires. 

Pour  trouver  une  solution  pafrliculière,  on  peut  donc  choisir  0 
parmi  les  potentiels  ordinaires  de  masses  attirantes  extérieures, 
et  w,  t',  il'  parmi  les  potentiels  de  seconde  espèce.  Mais  il  est  bien 
évident  que  ces  quatre  fonctions  ne  sont  pas  indépendantes, 
puisque  d'une  part  elles  doivent  satisfaire  aux  trois  équations 
générales,  et  que  d'autre  part  on  doit  avoir  la  relation 

__  ^w       dv       dw 

~~  dx       dy        dz 

On  ne  peut  même  pas  choisir  9  d'une  manière  tout  à  fait  arbi- 
traire parmi  les  potentiels  ordinaires.  En  elVet,  6  étant  choisi,  on 
pourrait  bien,  au  moins  en  théorie,  trouver  trois  fonctions  a,  v^  w 
'satisfaisant  respectivement  aux  trois  équations  générales.  La  pre- 
mière de  celles-ci  donne,  en  effet. 

Ail  = L-  , 

et  ce  serait   le   potentiel  d'une    distribution  fixe  de  masses  atti- 
rantes,   ayant   en  cliaque  point   pour  densité     ,     ^  V-'   Mais   la 

^   ,    •  »  !\T.\x    dx 

relation 

^       du       dv        div 

ne  s'ensuivrait  pas  nécessaire  nient. 

'On  en  est  donc  réduit  à  composer  [)ar  tâtonnement  certaines 
solutions  simples,  qu'on  utilise  au  mieux  des  eirconstan<*es,  après 
avoir  reconnu  leurs  caractères  particuliers.  Bn  voici  quelques 
exemples  : 
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i'*  Supposons  qu'on  essaye  une  solution  de  la  forme. 

,  do  ,  d'j>  ,  do 

ax  dy  dz 

'  k  élant  une  constante.  On  en  déduira 

.        du        dç*        dw       ,  ^ 

0  =   -; 1 1 T—  =  A*  A©. 

dx    /  dy        dz 
D'autre  part,  on  a 

La  première  équation  générale  exi<;;e  alors  que  l'on  ait 

*  ■ 

//  ri 

^  '  '  dx    ^  iix     ' 

,  Les  deux  autres  équations  fournlraienl  de  même  les  conditions 

d  d 

-p-  Ao  =  O,  -;-  A:»  =  o, 

dy     '  dz     ' 

de  sorte  qu'une  solution  de  cette  forme  exij^e  que  Ao  snit  une 
constante.  Il  en  est  alors  de  même  de  6.  Ces  conditions  peuvent 
convenir  dans  certains  cas,  comme  nous  le  verFons,  et  il  en  résulte 
des  simplifications  notables. 

2"  Lamé  a  montré  que  toute  fonction  de  la  forme 

ç)  =  Ae'*^=-'^^  ços)d(x' —  a)  cos^(y  —  b) 

satisfait  à  la  condition  Ac5=  o  et  que  toute  fonction  de  la  forme 

o  =  [\  -+-  B(5  —  c)]  e'"-^-<^^  cos/)(j7  —  «)  cos^(jK  —  b) 

satisfait  à  la  condition  AAo=:  o,  a^  /y,  r,  />,  q^  i\  A,  B  étant  des 
constantes,  pourvu  que  l'on  ait  la  relation 


•s  _  -,« 


11  est  bien  évident  qu'il  en  est  de  même  pour  une  s^mme  de 
semblables  fonctions,  et  qu'il  en  serait  encore  de  même  si  l'un  des 
cosinus  (ou  tous  les  deux  )  était  remplacé  par  un  sinus,  et  enfin 
<[u'il  en  serait  de  même  si  Ton  permutait  z  en  x  par  exemple,  en 
permutant  en  même  temps  /•  et  p. 

Pour  simplifier,  on  peut  supposer  que  Torij^ine  des  coordonnées 
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soit  portée  au   point   {abc).  On  a  alors,  pour  la  première  fonc- 
tion, 

9  =  A  e''^  cospx  cosqy. 

Un  calcul  (les  plus  faciles  montre  que  Ton  a  alors 
f 

On  aura  donc  bien  Ao  =  o  si  r  =  ±  ^p'^-{-<J  - 

En  ce  qui  concerne  la  deuxième  fonction,  il  est  évident  que  son 
terme  facteur  de  A  reproduit  simplement  la  première  et  qu'il  suffît 
de  s'oc^cuper  du  terme  en  B,  qui  s'écrit 

?'=B(;:cp). 
Or  on  a 

d(zfp)  do 

dz  '  dz 

d^(zo)  do  d^o 


dz^  dz  dz^ 

On  trouvera  donc 

do 

dz  '  ^  ^ 

Par  suite, 

A  A?p'=  2r  Aç  =  o, 

toujours  sous  la  même  condition  r- =^  p- -\- q- . 

Voyons  maintenant   comment  on  peut  constituer  une  solution^ 
simple  en  partant  d'une  valeur  telle  que 

a  =i  k  e''^  co^pxcosqy. 

Pour  que  la  première  équation*  générale  soit  satisfaite,  on  doitf 
avoir 

Af/  = -T-  = kp  e^^  s\iïpx  c(^%q y. 


V- 


dx  a 


Par  suite,  ou  peut  prendre  pour  u  une  expression  telle  que 
u  =  — i-î^  A  — C^sinpxcosflrK-H  L^''-sin/ja7Cos^7, 

L  étant  une  constante  arbitraire,   car   le    second  terme    satisfait' 

À  l'équation 

Acp  =  o. 


\ 

\ 
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On  trouverait  de  même 


X  —  fx      rz 


V  = k  —  «''-  coiDXhing  v  H-  M  a"  cos  p  x  s'i'n  g  y , 

Il  ^r  r  ^  ^ 


iV  =  — 


— ^A  —  tf*"- co«/?jrcos^^-i-  N«''-cos/?ar  cosy^, 


M  et  N  étant  deux  nouvelles  eonslantçs  arbitraires. 
11  faut  maintenant  satisfaire  à  la  relation 


Or,  on  a 


-       du       dv       dw 

8  =  -t-   -h  

dx       dy        dx 


du        rX-+-u,p*^       t1- 

a-  =[       —^X^-r-Lp^er-co^pxcosqy, 

^  A —  ~  —  -H  N  r  I  e'-  cospx  cosgy. 


dw 
'dû 


En  faisant  la  somme,  les  termes  contenant/?*  q^ r^  se  déti'uisent 
puisque  r^=z  p^-^q^^  de  sorte  que  la  condition  d'idenlificaticm  se 
réduit  à 

L />  H-  M  ûT  -+- 1\  r —  =  A 


OU 


cre  qui  détermine  ^\  en  fonction  de  L/>  -h  M^y  -}-  ^  /*.  En  rempla- 
çant A  par  sa  valeur  dans  les  expressions  de  w,  <%  w  et  8,  on 
aurait  une  solution  simple  sous  une  forme  entièrement  explicite. 
Cette  solution  renferme  cinq  constantes  arbitraires,  savoir  :  p  elq 
d'une  part,  et  h.  M,  N  d'autre  part. 

On  peut  en  construire  une  infinité  de  semblables  et  les  com- 
biner par  voie  d'addition,  en  vue  de  satisfaire  exactement  ou 
approximativement  aux  conditions  à  la  surface. 


CHAPITRE  XX. 


ÉLASTICITÉ  PLANE  OU  A  DEUX  DIMENSIONS. 


Premier  problème.  Prisme  indéfini.  —  Supposons  que  le  corps 
élastique;  considéré  soit  un  prisme  ou  un  cylindre  indéfini  don,t 
les  génératrices  soient  parallèles  à  Oz  (axes  disposés  comme  ci- 
dessous)  et  supposons  que  toutes  le^  forces  extérieures,  aussi  bien 
celles  qui  sont  appliquées  aux  éléments  de  volume  que  celles  qui 


Li 


:r 


sont  appliquées  aux  éléments  de  surface  latérale,  soient  contenues 
dans  des  plans  perpendiculaires  à  O^,  €t  soient  constantes  tout  le 
long  de  parallèles  à  O5,  c'est-à-dire  soient  indépendantes  de  la 
coordonnée  «.  On  aura  en  particulier  Z^  as  o  pour  tout  élément 
de  volume,  et  Z  =  o  pour  tout  élément  de  surface  latérale. 

Par  raison  de  symétrie,  les  composantes  des  déplacements  et  les 
composantes  des  tensions  seront  indépendantes  de  z^  et  Ton  aura 
même  w  =  o. 

Dans  ces  conditions,  il  n'y  a  plus  que  deux  fonctions  inconnues,  u 
et  i^j  fonctions  de  x  et  de  y  seulement,  et  la  coordonnée  5  n'inter- 
vient pas  dans  leur  détermination. 

En  effet,  considérons  d'abord  les  équations  générales  d'équi- 

//ft 
libre  (A).  La  troisième  d'entre  elles  se  réduit  à  ^^  =  o.  Elle  exprime 

que  9  ne  dépend  pas  de  2^  ce  qui  est,  du  reste,  bien  évident. 


L'expression  de  B  se  réduit,  du  reste,  à  6  ?= 


du 
dx 


-T-  •  Les  deux 
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autres  équations  (A)  sont  indépendantes  de  z  et  les  symboles  A  y 

fit         ({t 
ont  simplement  la  signification  A  =  'd~i'^'J~l' 

Quant  aux  équations  sur  la* surface  latérale,  elles  se  réduisent 
aussi  à  deux,  savoir 

Y  =  T3a-i-NîP. 

En  effet,  on  a  Z  =:  o  et  y  ==  o.  De  plus,  on  a  nécessairement 
partout  Tï  =  T2=  o,  en  vertu  des  expressions  générales  (k*)).  Les 
tensions  N,,  N^,  T3  sont  d'ailleurs  évidemment  exprimables,  en 
vertu  de  ces  mêmes  équations,  au  moyen  des  seules  dérivées  par- 
tielles de  //  et  p  en  fonction  dé  :i:  et  ^. 

En  ce  qui  concerne  les  composantes  des  tensions,  il  n'y  en  a 
plus,  en  réalité,  que  trois  qui  soient  utiles  à  c(msidérer,  savoir  : 
N,,  Na,  T3.  Nous  venons  de  voir  que  T|  =T2  =  o.  La  sixième 
tension  N3  n'est  pas  nulle,  mais  elle  est  dépendante  des  trois  pre- 
mières. En  effet,  toujours  en  vertu  des  équations  (i5),  on  a 

D'autre  part,  en  vertu  de  la  relation  générale 

N,-+-N,-4-N3=:(3X-H2,u)0, 
on  déduit 

N,  sera  donc  connu  aussitôt  que  ]\,  et  INj  le  seront,  et  Ton  peut 
même  observer  que  l'inégalité      ■>  '  >►  i  entraîne  la  suivante  : 

|N,-f-N,|>î!N3|. 

La  valeur  absolue  de  jN^  est  inférieure  à  l'une  au  moins  des 
valeurs  absolues  de  Ni  et  N^-  O"  peut  donc  cp  faire  abstraction, 
au  moins  provisoirement. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  généralement  se  passer  de  la 
considération  des  déplacements  u  et  c,  quand  ils  ne  servent 
que  d'intermédiaires  pour  la  détermination  des  tensions.  On  peut, 
en  effet,  déterminer  directement  N|,  IS^,  T3. 

Ces  trois  tensions  satisfont  d'abord  aux  deux  équations  géné- 
rales   d'équilibre    conservées    sous    leur    forme    initiale    (2)    du 
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Chapitre  précédent,  lesquelles  se  réduisent  à 

ax  ay 

m 

Ensuite,  de  la  condition  spéciale  A  (N,  -f-  N.,  H-Na)  =  o,  établie 
dans  le  cas  j^énéral,  on  déduit  ici 

(3)  A(Ni-4-iNj)  =  0. 

En  ellct,  d'après  (  i),  la  tension  N;,  est  proportionnelle  ù  ^4  4-^2- 
On  peut  dire  aussi  que  N3  est  proportionnel  à  8,, qui  satisfait  lui- 
même  à  la  condition  AÔ  =  o.  Le  symbole  A  a  d^ailleurs  ici  la 
signification  réduite  indiquée  plus'  haut,  toutes  les  dérivées  en  z 
étant  nulles. 

On  a  donc,  pour  trouver  les  trois  fonctions  inconnues  N, ,  X^,  T3, 
fonctions  de  :p  et  de  y  seulement,  un  système  de  trois  équations 
difl'érentielles,  auxquelles  s'adjoindront,  bien  entendu,  les  équa- 
tions à  la  surface  écrites  plus  haut.  Les  coefficients  d^élasticité 
n\y  interviennent  pas,  H  n''y  a  que  la  tension  jNs  qui  dépendra 
de  ces  coefficients. 

Il  est  essentiel  de  s'assurer  qu'une  solul^ion  quelconque  des 
éqiuuions  (2)  et  (3)  correspond  bien  à  un  état  élastique,  c'est-à- 
dire  que,  s'il  en  est  besoin,  on  pourra  trouver  deux  fonctions  u  et  v 
représentant  les  composantes  des  déplacements.  Pour  déterminer 
celles-ci,    on   a    les    trois    équations    suivantes,    dans    lesquelles 

A         Ni  -4-  INj 
on  a  <i  =  — T^; 


2u-  -7-  =  Ni  —  X6, 
ax 

(  dv        du\ 

Ces  trois  équations  sont  compatibles. 

En  effet,  de  la  dernière,  différentiée  par  rapport  h  y^  on  tire  : 

dUi  _     dTj  d^v    _     cfTa        rfNg       .  d^ 

dy*  ""      dy  dxdy  ^      dv         dx  dx 
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Pour  (jue  celle  équation  soil  compatible  avec  la  première  ol 
permette  de  trouver  une  lonction  m,  il  tant,  puisque  ,  «^w  iw  ' 
que  Ton  ait 

dy^     *     dy^  *r     <ia7  rf^        dx^  dx^ 

l^s  termes  en  6  disparaissent  à  causer  de  la  condition  A  S  =  o,  et 
il  reste  comme  condition 

Or,  cette  condition  est  satisfaite  si  Ni,  N^,  T,  satisfont  aux  trois 
/M|uations  données.  En  effet,  en  différentianl  les  deux  premières 
par  rapport  à  x  et  j^  respectivement  et  en  les  ajoutant,  on  trouve  : 

rf<T,        rf«Ni       rf'\,       ^\,w      £Yo  ^ 

Or  si  Ton  suppose,  comme  on  le  fait  toujours,  q"e"5rr-+"^  =  ^î 
cette  équation  est  identique  à  la  précédente,  en  tenant  compte  de 

<!e  que 

A(N,-hN,)  =  o. 

Il  est  utile,  en  second  lieu,  de  montrer  coitimei^t  on  pourra 
parveriir  à  une  solution  des  équations  données. 
Supposons  qu^on  ait 

_.        rfFo  ,,        d?Q 

X,=  -^,         ^0=^         avec         AF,=  o, 

on  trouvera  d'ahord  une  solution  particulière  en  prenant 

Nî==— Fo,        \S=-«Fo,        TJ  =  const. 

II  sufiira  ensuite  d'envisager  les  équations  réduites 

(m,       dTi  .^ 
dx         dy  ""    * 

dx         dy  '' 
4ivec 

Supposons  trouvée  une  solution  particulière  de  celle  dernière 
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<»qualion,  on  pourra  en  déduire  les  valeurs  correspondantes  de 
Nïv —  N2  d^une  part,  et  de  T»  d'autre  part,  en  opérant  jle  la  manière 
suivante. 

Eliminons  T,  entre  les  deux  équations  d'équilibre,  différentiées 
respectivement  par  rapport  k  x  et  y.  Nous  obtenons  la  relation 


dx*         dy 
En  utilisant  les  deux  identités 


=  o. 


.2Ni  =  (N,+  N0-f-(Ni-Nî),     • 
2N2=(N,-4-N,)  — (Nr— N,), 

cette  relation  devient 

A(N|-N,) -^^ -^^ —  . 

et  son  second  membi'e  est  entièrement  connu. 

En  ce  qui  concerne  T3,  on  peut  utiliser  les  relations  déjà  trou- 
vées, savoir  : 


2 


dx  dy  ~"    dj'^  dx*    ""        \  dx^  dy^  j 


ou  encore  la  relation  suivante  qu'on  oi>tie^nt,  en  diflerentiani  la  pre- 
mière équation  d'équilibre  par  rapport  à  r?  la  i^econde  par  rapport 
à  JT,  et  en  les  ajoutant  : 

^'>  ^^»  = d^y 

Le  second  membre  est  encore  une  fonction  connue. 
Plus  simplement,  on  pourra  former  des  solutions  particulières 
des  deux  équation^  réduites  d ^équilibré  en  posant 

dy"*-  '  dx^  *  dxdy 

H  désignant  une  fonction  arbitraire  quelconque.  Si  Ton  veut  que 
la  condition  A  (!\, +1X2)  =  o  soit  en  outre  remplie,  il  faut  que 
H  satisfasse  à  la  condition  A  A  H  =  o. 

On  voit  donc  que  les  solutions  sont  toiijours  intimement  liées 
à  la  solution  générale  des  équations  différentielles  de  la  forme 

Acp  =  o        et        A  À^  =  o, 
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la  dernière  équivalanl  à  ces  deux  autres  : 

Aç  =  F         avec         ^F  =  o. 

Des  solutions  simples  de  la  première  équation  seront  fournies 
par  toute  expression  de  la  forme  Ae^y  sinpx^  avec  la  condition 
g-  =  p^^  le  sinus  pouvant  d'ailleurs  être  remplacé  par  un  cosinus, 
et  Torigine  des  coordonnées  étant  arbitraire. 

Des  solutions  de  la  seconde  équation  seront,  dans  les  mêmes 
conditions,  fournies  par  toute  expression  de  la  forme 

# 

Remarque  sur  certains  problèmes  relatifs  à  des  prismes  limités* 
—  Supposons  qu'au  lieu  d'avoir  un  prisme  indéfini  dans  le  sens  Oz 
on  ait  un  prisme  limité,  toutes  les  conditions  imposées  aux  forces 
extérieures  appliquées  aux  éléments  de  volume  ou  à  la  surface 
latérale  demeurant  les  mêmes.  Il  pourra. arriver  que  la  solution 
correspondant  au  prisme  indéfini  demeure  applicable. 

11  on  sera  ainsi  toutes  les  fois  que  Ton  pourra  maintenir  en  place 
les  bases  du  prisme  limité  en  faisant  intervenir,  sur  ces  bases,  des 
réactions  convenables.  Sur  la  base  tournée  vers  Oz,  ces  réactions 
seraient  précisément  égales  et  opposées  aux  valeurs  de  N3. 

11  sera  même  permis  d'ajouter  à  IV5  une  constante  indéterminée. 
Nous  verrons  plus  loin  que,  lorsqu'on  exerce  sur  les  bases  d'un 
prisme  une  traction,  ou  une  compression,  uniforme,  les  tensions 
jN,,N2,T3  sont  nulles.  Il  suffit  alors  d'appliquer  le  principe  de 
superposition.  On  peut  reconnaître  d'ailleurs  que  la  théorie  pré- 
cédente n'implique  pas  nécessairement  l'existence  de  la  relation  (i). 

//fi 
Il  suffit,  d'une  part,  que  l'on  ait  -t-  =  o,  et,  d'autre  part,  une 

relation  linéaire  entre  N3  et  6,  ou,  ce  qui  revient  au  mênVe,  entre 

N3  et  N|  +N2.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  n'est  pas  nécessaire  de 

supposer  iv  nul,  ou  constant,  mais  seulement  linéaire  en  z.  En 

eflet,  si  l'on  a 

w  =  kz  -h  k\ 

on  a 

\3=Xe-H-'i|i^  =X0-f.2iJiA'=  :rrr^ (N,  4- N,-4- N3) -+- 2  jiXr, 

'    a  A  '  i  A  -h  2  }JL 
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et,  d'autre  part,  Atv  =  o,  de  soiie  que  la  troisième  équation  géiié- 
raie  d'équilibre  (A)  se  réduit  à  —  =  o. 

Dans  ees  conditions,  on  a  toujours  A  N:,  =  o,  et  par  suite 

A(N,-f-ÎN2)  =  o. 
11  faut  observer  que  Ton  n'aura  plus  ici  d'une  manière  générale 

car  on  a  simplement 

N,  +  N.  =  îl^-±^  N,- 1^:11^  s^H'A-. 

A  A 

Toutefois,  cela  aura  lieu  encore  au  moins  pour  les  valeurs  néga- 
tives»»de  k. 

Second  problème  d'élasticité  plane.  Tranches  minces.  —  Un 
problème  un  peu  différent  se  présente  lorsque,  au  lieu  d'étudier 
un  prisme  de  longueur  indéfinie,  on  envisage  au  contraire  une 
tranche  mince  isolée  découpée  dans  ce  prisme  par  deux  plans 
normaux  à  l'axe  Os,  et  qu'il  n'y  a,  d'autre  part,  aucune  force 
appliquée  aux  deux  bases. 

Dans  ces  conditions,  on  est  conduit  à  admettre  que  les  dépla- 
céments  uv  ek  <v  sont  peu  variables  avec  z  le  long  d'une  perpen- 
diculaire aux  deux  bases.  Pour  préciser,  supposons  que  Ton  ait 
pris  pour  plan  xOy  le  plan  moyen  de  la  tranche  mince,  on  aura 
pour  ces  fonctions  des  développements'de  la  forme 

u  =  u{xy<^)-\-  -  a  {xyO)'\ ;-  u" {xy  0) -{- , . ., 

I  1  •   4 

i>  =  p(a7/0)-t- -    v' {xy  O) -\-  ^  v"  {xy  0) -^ . , , , 

z  z* 

w  =  w(xyO)  -+-  -  w'(xyO)  H ;-  w'^xyO)  -+-,,.. 

Si  l'on  regarde  z  comme  infiniment  petit,  et  si  Ton  s'en  lient  aux 
deux  premiers  termes  de  ces  développements,  on  reconnaîtra  que 
u  et  r  doivent  se  réduire  à  leurs  premiers  termes,  car,  par  raison 
de  svmétrie,  u  et  r'  sont  nuls.  On  les  traitera  donc  comme  de 
simples  fonctions  de  x  et  de  y.  IJ  n'en  est  pas  de  même  pour  (v, 
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qui  doil  èive  une  fonction  impaire  en  z.  On  aura 

w(xyO')  =  vff''(xyO)  =  o        et         w'{xyO)  ^o. 
On  en  déduit 

indépendant  de  Zy  au  même  degré  d'approximation. 
On  retrouvera  donc  la  condition  -7-  ==  o. 
On  a  d'ailleurs  sur  les  deux  bases  identiquement 

N3=  XO +  .^-^  =  X  (^^  +  ^j  +  (X+.|.)^  =  o. 

et,  toujours  au  même  degré  d'approximation,  cette  relation  sera 
valable  sur  toute  l'épaisseur,  puisqu'elle  est  indépendante  de  z.  Il 

en  résulte 

..  .dw  .  /du       dy\ 

et 

f.  ^  du       dç        dw  _^      2 «X      /du       di>\ 
~~  dx       dy        dz  ~~  X  -4-  -2  fji  \dx       dy ) 

Dans  ces  conditions,  la  troisième  équation  générale  d'équi- 
li-bre  (A),  laquelle  se  réduit  à  Amp  ==  o,  ne  sert  plus  effectivement 
cpi'à  la  déteniiination  de  «^  Elle  se  trouve  d'ailleurs  remplacée  par 

l'équation  plus  simple  déterminant  —  en  fonction  ^^  ;7~'+"3~'  ^^ 
en  fonction  de  6.  , 

Il  ne  reste  donc,  comme  précédemmenl,  qu'à  considérer  les 
deux  premières  équations  générales  (A),  pour  déterminer  les 
deux  fonctions  inconnues  u  et  i',  fonctions  Ae  x  et  y  seuls.  On 
leur  adjoindra  les  deux  premières  équations  à  la  surface,  qui 
conservent  encore  la  même  forme  réduite.  La  troisième  équation 
à  la  surface,  laquelle  se  réduit  à 

n'^^st  plus,  à  vrai  dire,  une  identité;  mais,  au  degré  d'approxi- 
mation admis,  on  a  T|  ==T2  =  o,  car  ces  tensions  sont  nulles  sur 
le«  deux  basfs,  et  d'ailleurs  elles  le  sont  aussi  sur  les  plans  médians. 
En  tout  cas,  cette  équation  ne  fait  aucunement  intervenir  «  et  «, 
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rn^ia  seulement  «r,  eu  \erlu  des  équations  (i;>)  du  Ciwpilre  piv- 
cédent. 

Toutefois,  il  faut  bien  remarquer  que  la  fonction  6  qui  ligure 
d-ans  les  équations  conservées  n'est  pas,  comme  dans  le  premier 

cas,  égale  à  ;T-~f~^'  mais  égale  à  cetle  même  expression  multipliée 
par  le  coefficient  .- 


'2  U 


•2  a 


La  solution  analytique  demeure  la  même  en  apparence,  à  ce 
détail  prés.  ,     - 

On  peut  encore  se  passer  généralement  de  la  considération 
de  u  et  t',  et  déterminer  directement  Ni,  No,  T3,  qui  sont  encore, 
en  \erlu  des  équations  (i5),  de  simples  fonctions  de  j?  et  de  r. 

On  a  encore  pour  cela  exactement  les  mêmes  équations,  savoir  : 
les  deux  équations  générales  (2),  conservées  dans  leur  forme 
initiale,  et  Téquation  (3) 

qui  résulte  ici  directement  de  riijpothèse  1X3  =  o. 

Les  coefficients  d'élasticité  X  et  jjl  n'ont  donc  pas  à  intervenir 
dans  la  détermination  des  tensions  1\,,  Ng,  T3.  Us  n'interviendront 
que  si  Ton  veut,  après  coup,  établir  des  rapprochements  entre  les 
composantes  des  tensions  et  celles  des  déplacements.  Il  faudra 
alors  tenir  compte  de  l'expression  de  6,  et  l'on  aura,  par  exemple, 

-,       .^  ^/a       r    aaX  1  du  tiuX     dv 

*  or       L  A  -h  2  (jt  \  dx       k->r*À[L  dy 

au  lieu  d'avoir  simplement 

Tout  se  passe  comme  si  le  coeflîcient  d'élasticité  X  était  changé 
et  avait  pour  valeur  eflVctive 

Ce  problème  des  tranches  minces  offre  un  premier  exemple  de 
solutions  approximatives.  îVous  en  rencontrerons  plusieurs  autres 
dtins  des  questions  d'un  très  haut  intérêt. 

Étude  détaillée  des  tensions  dans  un  milieu  ft  deux  dimensions» 
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—  Si  Ton  suppose  connues  les  irois  fonctions  N", ,  INo.  T3,  qui  déli- 
nisseut  en  chaque  point  les  coniposanlcs  utiles  des  icnsions,  on 
peut  assez  facilement  poursuivre  Tétude  complète  dos  conditions 
dans  lesquelles  se  trouve  placée  la  nialière  au  point  de  vue  des 
efforts. 

Fi  g.  180. 

0, ^^ ^ 

\ 


f 


Nous  rappelons,  une  fois  pour  toutes,  que  Ton  fail  abstraction 
de  N3,  soit  parce  qu'il  est  nul  comme  dans  le  second  problème, 
soit  parce  que  sa  valeur  absolue  esl  inférieure  à  celle  de  N|  ou 
de  IN 2,  dans  le  premier  problème. 

S(»it  un  élément  plan  MS,  dont  la  direction  est  définie  par 
Fangle  a  que  fait  avec  Ox  sa  normale  associre  Mî\.  Par  cette 
expression,  il  faut  entendre  ici  :  1  "  que  sur  MM  la  direction  positive 
est  celle  qui" va  de  M  vers  IN,  et  2"  que,  en  conséquence,  la  direc- 
tion positive  sur  Télément  MS  lui-même  sera  celle  qui  va  de  M 

vers  S  et  qui  fait  avec  Ox  Tangle  —  -|-  a,  ou  encore  qui  fail  avec  Oy 

l'angle  a. 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  iippelle  X  et  \  les  composantes  de 
TeATort  F  qui  s'exerce  sur  la  face  rie  MS  (jui  rej^arde  vers  M,  on  a 
les  formules  générales 

X=N|Ci»sa   t-Tssina, 
Y  =  Tj  cos  7.  -r-  N*  sin  z. 

Si  l'on  désigne  par  \  et  T  les  projections  de  F  resj)ectivement 
sur  les  directions  positives  .MN  (cosinus  directeurs  cos  a  et  sin  oc) 
et  MS  {  cosinus  directeurs  —  sin  ol  el  cos  a  ),  on  a  aussi  les  fciruiulcb 
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absolument  générales 

N  =  Ni  cos*a-h  N^  sin*a-H  xT^  sinacosa, 

T  =  (~  Nt-h  N2)sinacosa  4-  Tj(cos*a  —  sin*a). 

En  introduisant  l'angle  2  a,  on  peut  encore  écrire  ces  dernières 
formules  : 

IN  =  =  H ^cos'ia  -h  Ts  sinaa, 

^       Nj —  N|    . 
2 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  utile  de  remarquer  que  ces  formules 
demeureraient  toutes  les  mêmes  si,  afin  de  considérer  comme 
positives  les  compressions,  on  avait  déterminé  N|,>i2,T3  d'après 
les  eqttations  générales,  en  renversant  les  signes  de  XqYo,  de 
manière  à  leur  faire  représenter  les  efforts  s'exerçant  respecti- 
vement sur  les  faces  négatives  des  éléments  parallèles  aux  axes  Ox 
et  Oy.  Bien  entendu,  .dans  ce  cas,  l'effort  F  serait  lui-même 
supposé  s'exerçant  sur  la  face  négative  de  MS,  celle  qui  est  à 
l'opposé  de  la  normale  MN. 

Il  est  utile  aussi  de  se  rendre  compte  que,  si  Ton  fait  a  =  —  dans 

la  formule  qui  donne  T,  on  trouve  pour  l'élément  plan  MS,  dans 

le  prolongement  de  x'M, 

T=-T3, 

de  sorte  que,  si  T3  est  positif,  il  sera  porté  dans  la  direction  Ox^ 
comme  cela  doit  être. 

a.  Directions  des  tensions  principales,  —  Quand  F  est  une- 
tension  principale,  sa  composante  normale  N  est  maxima  ou  minima 
ou,  ce  qui  revient  exactement  au  même,  d'après  les  expressions 
de  N  et  de  T,  sa  composante  tangentielle  T  doit  être  nulle.  L'angle  a 
qui  lui  correspond  s'obtient  donc  en  égalant  à  zéro  l'une  ou  l'autre 
des  expressions  données  pour  T. 

Si  l'on  prend  la  première,  on  trouve,  en  divisant  par  cos-a. 

Tj  tangî a  -h  ( N,  —  Ni )  tang X  —  T,  =  o, 
d'où  l'on  tire 

langy.  =  —^ -^^. — — ?» 

2  la 

formule  qui  est  souvent  utile. 

PlOEAl'D  34 
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Elle  fournit  notamment  réqualion  différentielle  des  lignes  dites 
isostatiques  qui,  par  définition,  ont  en  chaque  point  leur  tan- 
gente dirigée  suivant  une  des  tensions  principales.  Il  suffit, 
en  effet,  de  remplacer  dans  la  formule  le  coefficient  angulaire  tang  a 

de  la  tension  principale  par  -~  • 

Si  Ton  prend  la  seconde  expression  de  T,  qui  est  la  plus  simple, 
on  obtient 

tangua  =  rr-. ^p  . 

®  N,  — IN, 

Le  second  membre  est  positif  ou  négatif,  suivant  les  signes  de  T j 
et  de  N,    -Nj.  Mais  il  y  a  toujours  une  solution,  que  nous  dési- 

gnerons  par  p,  et  telle  que  2^3  soit  compris  entre  ---  et  -»•  telle 

par  conséquent  que  ^  soit  comi)ris  entre  —  y  et  +—• 

On  aurait  une  seconde  solution  utile,  correspondant  à  l'autre 
direction  principale,  en  prenant 

23'=23-f-ir        ou         8'=3-»--. 

Toutes  les  autres  solutions  n'en  différeront  que  par  des  multiples 

de  -  • 
z 

Si  l'on  avait  exceptionnellement  iN|  —  No  =  o,  on  aurait  pour  ^ 
et  P'  les  valeurs  ±7-  Les  tensions  principales  s'exerceraient  sur 
les  plans  bissecteurs  des  axes. 


6.    Valeurs  des   tensions  principales.    —    Nous   appellerons 
première  tension  principale  celle  qui  correspond  à  l'angle  p  et  qui 

fait  ainsi  avec  O^  un  angle  inférieur  à  -  en  valeur  absolue.  Elle  se 

•I 

trouvera  toujours  associée  à   .N^,   et  nous  la  désignerons  par  la 
lettre  a. 

La  seconde  tension  principale,   désignée  par  la  lettre  fc,  fera 

avec  Ox  l'angle  ^'=  |3  -|-  -  et  sera  associée  à  JNj. 

On  trouvera  les  expressions  de  a  et  b  en  faisant  a  égal,  soit  à  [i, 
soit  à  P'  dans  la  seconde  expression  de  N. 
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On  a  d'ailleurs  cos  2  p'  =  —  cos  a  ^  et  sin  a  ^'  =  —  sin  2  ^  : 

En  substituant  crabord  p,  on  trouve 

a  =  — i H icos2  6-4-  T^sinaB. 

22 

En  remplaçant  T3  par  sa  valeur  en  fonction  de  p,  on  a  la  formule 
j^éTnérale 

N,H-Ni  Ni—  N,,  r.  '  r  ox 

a  =  — H ^(cosap  4-  smap  langap) 

N1-+-N,        Ni-Nj        i 


cossft 


D'autre  part,  on  a,  puisque  2  ^  est  compris  entre  dz  -> 


^ — j-  =-i-  /i-h  tang^sip  ==i= 


/(N,-N,)'^4Tî 


cos-2;i  "^  "      '^  Ni— Ni 

Il  faut  prendre  le  signe  -|-  ou  le  signe  --,  suivant  que  N^  -  -  INj 
est  positif  ou  négatif.  On  obtient  donc  finalement,  dans  les  mêmes 
■conditions  : 

On  obtiendra  de  même  la  valeur  de  b  en  inversant  les  signes  de 
sin  2  ^  et  cos  a  p  dans  l'expression  initiale,  de  sorte  que  l'expression 
finale  obtenue  pour  a  convient  encore  pour  t,  à  condition  de 
prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —,  suivant  qye  N|  — Nj  sera 
négatif  ou  positif. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait  JN|  — 1^2  =  ^?  ^^^  expres- 
sions se  simplifient  et  l'on  a  simplement  pour  les  tensions  princi- 
pales, orientées  comme  on  l'a  vu  à  4^"  par  rapport  à  Ox  et  Oy^ 
l'expression  double  a  ou  />  =  >i|  ±:  T3,  le' signe  à  prendre  pour  a 

étant  déterminé  par  celui  de  l'angle  ol^^z 

Il  peut  même  arriver  que  l'on  ait  Nj  =  JN^  =  o.  Dans  ce  cas,  les 
tensions  principales,  toujours  orientées  à  4^®  sur  les  axes,  ont 
pour  valeur  it:  T.,.  Elles  sont  égales  en  valeur  absolue  à  T3. 

Si  l'on  n'a  aucune  raison  de  distinguer  les  deux  tensions  priii- 
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cipales  l'une  de  Tautre,  on  voit  aisément  qu'elles  sont  toutes  les 
deux  racines  d^ine  même  équation  du  second  degré,  qui  s'écrit, 
en  désifçnant  l'inconnue  par  F, 

ou,  en  simplifiant, 

F«_  (N,-i- N.)  F -4- (N,  N,- TJ  )  =  o. 

On  en  déduit  que 

a  -H  6  =  Ni-h  Nj, 

autrement  dit,  que  N, -f- Nj  et  NiîSo  —  ÏJ  sont  des  invariants 
pour  tout  groupe  de  deux  plans  perpendiculaires  tels  que  le  sont 
Ox  et  O^. 

On  en  déduit  encore  cet  autre  résultat  utile  : 

(a  —  6)«  =  (a -r-  6)>—  \ab  =  (N,-h  N,)*-h  4T5. 

Ces  différents  résultats  s'obtiennent  du  reste  facilement  en  parlant 
des  expn»ssions  de  a  et  de  b.         .       « 

Les  tensions  principales  sont  utiles  à  considérer  en  elles-mêmes, 
parce  que  c'est  d'elles  que  dépend  la  plus  grande  fatigue  de  la 
matière  soit  à  la  traction,  soit  à  la  compression.  La  discussion 
qu'on  en  devra  faire  dépendra  d'ailleurs  de  la  nature  du  milieu  con- 
sidéré, et  aussi  de  la  convention  faite  sur  les  signes  des  tensions. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  regarde  comme  positives  les 
compressions  et  qu'il  s'agisse  d'un  matériau,  tel  que  la  maçonnerie, 
qui  soit  considéré  comme  incapable  de  supporter  des  efforts  de 
tension. 

11  faudra  d'abord  que  a  et  b  soient  positifs.  Cela  exige  que  ab 
et  a+  fe  le  soient  aussi.  ,11  faut  j)Our  cela  que 

N,>o,         N,>o 
et  que 

NiN*~T5>o. 

Ensuite,  si  ]\|>>^2^bi  valeur  de  la  plus  grande  compression 
sera  a.  Dans  le  cas  contraire,  ce  sei'ait  /;. 

D'un  autre  coté,  les  tensions  principales  peuvent  servir  avanta- 
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geusemenl  d'intermécHaires,  soit  en  pratique,  '  soit  en  théorie, 
pour  la  plupart  des  calculs  et  raisonnements  se  rapportant  à 
d'autres  quantités. 

Si  Ton  pi*end  pour  axes  de  coordonnées  deux  droites  parallèles 
aux  tensions  principales,  en  faisant  correspondre  à  Oa;  celle  qui 
est  définie  par  Tangle  aigu  ^,  et  à  Oy  celle  qui  est  définie  par 

l'angle  p  +  r>   et  si  Ton  désigne  par  o)  l'angle  que  fait  la  nor- 

maie  M\  avec  la  première  direction  principale,  on  aura 

^  0)  =  a  —  p. 

Cet  angle  w  est  également  celui  que  forme,  avec  la  seconde 
direction  principale,  l'élément  plan  MS. 

Cela  posé,  les  composantes  normale  et  tangentielle  N  et  T  ont 
dans  le  nouveau  système  des  expressions  simplifiées,  qui  sont 
évidentes  et  qui  dérivent  des  expressions  générales  en  faisant  : 

Ni  =  a,        N«=6,        T,=  o. 
Ce  sont  : 

.,        a  -h  b       a  —  b 

N  = 1 cosa'o, 

rr       b  —  a    . 

c.  Directions  des  plus  grands  efforts  tangentiels  T  et  leur 
valeur.  —  Puisque  Ton  a 

rr       b  —  a   . 
T=  sinato, 

le  maximum  de  T  en  valeur  absolue  correspondra  à  la  condition 
sin  2  (I)  =  ±:  I ,  d'où 

Les  plus  grands  efforts  tangentiels  correspondent  donc  aux  deux 
plans  bissecteurs  des  deux  directions  principales.  Les  normales  à 
ces  plans  font  avec  Ox  des  angles 

et  ces  plans  font  eux-mêmes  des  angles  égaux  à  y  avec  l'axe  Oy. 
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La  valeur  maxima  de  T  a  pour  expression 

T  --4-    ^  —  ^ 

^  max  —  -^  — ~ — 

en  fonction  des  tensions  principales.  Son  expression  en  fonction 
de  ^|,  N3,  Xj  est  par  suite 

Quand  on  aura  besoin  de  connaître  non  seulement  la  valeur 
absolue,  mais  aussi  la  direction  de  T,  il  faudra,  bien  entendu,  avoir 

égard  au.  signe  de  sin  (^7)  d'après  la  situation  du  plan  considéra 

par  rapport  à  la  première  direction  principale. 

Quand  il  s'agit  de  matériaux  pouvant  résister  aussi  bien  à  des 
efforts  de  traction  qu'à  des  efforts  de  compression,  on  admet  géné- 
ralement que  ï„„  définit  la  fatigue  de  la  matière  au  cisaillement^ 
et  que  les  plans  pour  lesquels  il  j  a  la  plus  forte  tendance  à  la 
rupture  sont  précisément  les  plans  bissecteurs  des  directions  prin- 
cipales. 

Si  Ton  trace,  dans  le  milieu,  des  lignes  telles  que  leur  tangente  en 
chaque  point  soit  dirigée  suivant  le  plan  où  Teffort  tangentiel  est 
maximum,  ces  lignes  seront  en  quelque  sorte  tes  lignes  de  rupture 
possibles  par  cisaillement  simple.  Lorsqu'on  aura  tracé  les 
lignes  isostatiques  dont  la  définition  a  été  donnée  plus  haut  et 
dont  les  tangentes  sont  en  chaque  point  confondues  avec  les  direc- 
tions principales,  on  aura  les  lignes  de  rupture  dont  il  s'agit  en 
traçant  tout  simplement  des  courbes  les  coupant  soiis  des  angles 
de  45\ 

d.  Directions  les  plus  exposées  aux  glissements  ;  valeurs  des 
cisaillements  effectifs  dans  les  milieux  incapables  de  supporter 
des  efforts  de  traction.  —  Quand  un  milieu  est  supposé  inca- 
pable de  supporter  des  eflbrts  de  traction,  on  est  amené  à  faire 
intervenir,  dans  les  conditions  d'équilibre  des  éléments  pressés  les 
uns  contre  les  autres,  le  frottement  mutuel  qui  s'exerce  sur  leurs 
surfaces  de  contact.  Si  Ton  désigne  par  cp  l'angle  de  frottement, 
caractéristique  de  la  matière,  on  admet  que  l'équilibre  est  réalisé 
non  pas  quand  la  valeur  maxima  de  T  est  inférieure  à  une  certaine 
limite  C,  définissant  la  cohésion  de  la  matière,  mais  aussitôt  que 
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la  condition 

IT|-|Mang?|<G 

est  satisfaite  pour  un  élément  plan  d'orientation  quelconque.  C'est 
la  condition  dite  de  Coulomb,  que  M.  Résal  a  prise  comme  base  de 
sa  théorie  des  terres  cohérentes.    ,  » 

Dans  d'autres  cas,  on  suppose  que  la  limite  C  est  nulle,  c'est-à- 
dire  qu'il  n'y  a   aucune  cohésion,  et  la  condition  "précédente  se 

réduit  à 

|T|  — |N  tangQ>|  <o 

ou 

T 

-    <tangç. 

Si  Ton  désigne  par  6  Tangle  que  fait  Teffort  F  avec  la  nor- 
male MN  à  Télé  ment  plan  sur  lequel  il  s'exerce,  on  a  d'une  manière 

générale 

T 

^  =  tango 

et  la  condition  qui  précède  peut  encore  s'écrire 

pour  un  élément  d'orientation  quelconque. 

Nous  allons  examiner  ces  deux  cas,  le  second  n'étant  évidem- 
ment qu'un  cas  particulier  du  premier. 

I**  Massifs  cohérents,  —  Il  convient  d'étudier  la  valeur  maxima 
que  peut  atteindre  au  point  considéré  l'expression 

|t|-|N'|tangç. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  regarde  les  com- 
pressions comme  positives  et  que  l'on  ait  ]N^  >  ^2,  et  par  suite 
a  >>  è. 

Supposons   aussi   que   l'angle   w,    dont   la   valeur  peut   varier 

de  —  f'  à  H-  ->  soit  d'abord  pris  positif.  On  aura  dans  ce  c^s 

iTi       a—  b    . 

.  -  T I       «T  -h  6        a  —  b 

|>||  = 1 cosao) 
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(les  angles  égaux  à 


Elles  dépendenl  du  rapport  ^,  en  chaO|ue  point. 

En  ce  qui  concerne  Texpression  du    maximum  de  tangO,  on 


irouve  facilement 


Par  suite, 

max 


. .jj  y/ab 

sinatot  =  ^i  —  cos'  2(oi  =  — - — 7, 

a  -Jt-  o  -\-  (a  —  o)  cos2toi  = r» 

a  -h  6        ' 


tantrO  =  — —  =  4  /  — — — - 


On  a  un  résultat  un  peu  plus  simple  en  envisageant  le  maximum 
de  sin9  en  valeur  absolue.  On  a  en  effet 


max  sin  8  =d=  --z==r  =rt- =±:  ^^ — ^ — ->' 

v/i4-tang«ë  a -+-6  Ni-hNj 

La  condition  de  stabilité,  qui  est  ici 

maxO  <  çp, 

|)cut  donc  s'exprimer  par  l'inégalité 

a  —  b    ^    . 

r  <C  sino 

a  -j-b 


ou 

(a4-6;sin©  —  (a  —  6)>o. 

Il  est  bien  évident  que  si  Ton  avait  fait  Thypothèse  é  !>  a,  il 
faudrait  changer  le  signe  du  second  terme  et  qu'on  aurait  une 
condition  générale  s'ap[)liquant  à  tous  les  cas  en  écrivant  Tinéga- 
lité  sous  la  forme  suivante  : 

(«H-  fr)«  sin*o  —  («  —  6)«>  o. 

Si  on  la  transforme  pour  y  introduire  N4,]\._,,T3,  elle  devient 

(N,-+-N»)»sin*(p-irN,--N,)»-+-4Tî]>o. 

(]rs\  la  condition  de  Rankine. 

Il  ne  faut  pas  oublier  qu'elle  équivaut,  en  réalité,  à  la  double 
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inégalité 

sino  =± j, 

a-hb 

le  signe  -+-  devant  êlre  adoplé  quand  on  a  a  >-  6,  et  le  signe  — 
dans  le  cas  contraire. 

Représentation  graphique.  —  On  peut  trouver  des  représenta- 
lions  graphiques  de  ces  résultats  dans  la  considération  de  Tellipse 
des  tensions  ou  de  la  conique  directrice  des  tensions.  Mais  la 
représentation  la  plus  expressive  et  la  plus  simple  en  pratique  est 
la  suivante,  dont  le  principe  est  dii  h  M.  d'Ocagne. 

Supposons  que  Ton  connaisse  au  point  M  les  trois  composantes 
N4,]N2,T3  des  tensions.  Les  composantes  de  Teffort  F,  s'exerçant 
sur  l'élément  plan  Oy  seront  jX,  et  T3.  Celles  de  l'effort  F2  s^exer- 

çant  sur  Ox' .(  a  =  -  1  seront  Nj  et  —  T3. 

Sur  une  droite  indéfinie  OX,  portons  0N|  =1N<,  et  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  .en  N|  (le  sens  positif  est  défini  par  OY), 
portons  j\|F|=:T3.  Le  vecteur  OF,  représentera  F^ .  Portcms  de 
même  ()]\2  =  N2  et  N^Fa  =  —  T3,  le  vecteur  OF2  représentera  Fg. 

Cela  posé,  tirons  FiFo.  Cette  droite  coupera  OX  au  point  C, 
milieu  de  NoN,,  et  l'on  aura  évidemment,  en  grandeur  et  en  signe, 


1 


GN,  =  -GN,=  - 


N,~N, 


2 


D'autre  part,  Tangle  aigu  FfCX^,  compté  à  partir  de  CF|  dans 
le  sens  des  aiguilles  d'une  montre,  représentera  toujours,  en  gran- 
deur et  en  signe,  l'angle  2^,  car  on  a  en  valeur  absolue 


2  Ta 


langNiGF;  = 


et  la  correspondance  des  signes  est  facile  à  vérifier  dans  les  diffé- 
rents cas. 

Si  maintenant  on  décrit  de  C  comme  centre  une  circonférence 
avec  CF|  pour  rayon,  cette  circonférence  coupera  OX  en  deux 
points  A  et  B,  le  point  A  tombant  par  rapport  à  C  du  même  côté 
que  IS,  et  le  point  B  du  côté  de  Nj. 
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Dans  ces  conditions,  quelle  que  soit  la  disposition  particulière 

de  la  figure,  on  aura 

OA  =  a,        OB=:6. 

Kig.  i8i   (I). 


Prenons,  par  exemple,  le  cas  des  ligures  [i)  et  (2),  on  aura 

toujours 

OA  =  OC  -t-  CA. 


Or 


()C  = 


Fig.  181  (t»). 


N.H-N, 


et         G\  = 


GN, 


À 


COS'2  â 


2  C0S2P 
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Par  suite, 


-2  1  ces  'À  ^ 

De  mémo  on  aurait 

Ni+N,        Ni  — N,       I 


0B  = 


2  1  C0S2[i 


Inversement,  si  l'on  connaissait  les  deux  vecteurs  OA  et  OB 
qui  représentent  les  tensions  principales,  ainsi  que  Tan^le  ^  que 
fait  a  avec  la  direction  de  Taxe  OX,  il  suffirait  de  faire  avec  la  • 

direction  (]A  un  an^le  ACFi  = — 2  a,  compté  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre,  pour  trouver  la  position  du  point  Fi  et  en 
déduire  N»  et  T^. 

D'une  manière  plus  générale,  «i  l'on  veut  déterminer  les  compo- 
santes j\  et  T  de  l'effort  F  qui  s'exerce  sur  un  élément  plan  dont 
la  normale  fait  un  angle  w  -avec  la  direction  de  la  tension  princi- 
pale a,  on  tracera  la  droite  CF  faisant  avec  OX  l'angle  2(o,  compté 
positivement  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre.  En  abaissant 
la  perpendiculaire  F!S,  on  aura  évidemment 

ON  =  OC  -h  CN  = 1 cos  Aw  =  N, 

a  —  b. 

^  F  = SI  n  '>.  (i>  =  T. 

'X 


Le  vecteur  OF  représentera  l'effort  F -^  y/ ^N'-'-j-T-,  et  l'angle  9 

qu'il  fait  avec  OX  est  tel  que,   compté  de  OF  vers  OA,"le  sens 

T 

positif  étant  celui  des  aiguilles  d'une  mcmlre,  on  ait   tang  ft  =  — . 

11  est  égal  à  TangUî  que  fait  l'effort  F  av(»c  la  normale  M\  à  l'élé- 
ment plan  sur  lequel  il  sVxerce. 

Si  l'on  rapporte  les  angles,  non  plus  à  la  direction  de  la  tension 
principale  «,  mais  à  la  direction  Oj:,  il  faut,  au  lieu  des  angles  to, 
considérer  les  angles  a  liés  aux  premiers  par  la  relation 

a  =  co  -h  P, 

et  il  est  clair  que  Fangle  FGF^,  compté  à  partir  de  (^F«,  n^présenle 
précisément  2  a. 

On  peut  retrouver  facilement  sur  les  figures  (1)  ou  (2)  tous  les 
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résultats  précédemment  déduits  des  formules,  et  suivre  pour  ainsi 
dire  à  vue  les  variations  de  tous  les  élémeuts  utiles  à  considTh^cr. 
On  reconnaît,  par  exemple,  qu'à  deux  plans  rectangulaires,  dont 

Tun  est  défini  par  l'angle  «o  çt  l'autre  par  l'angle  w  -|r-  -i  corres- 

pondent  des  angles  aw,  ou  des  angles  2  a,  différant  de  tc,  et  par 
suite  deux  points  F  et  F'  situés  aux  extrémités  .d'un  même  dia- 
mètre. A  ces  deux  plans  correspondent  des  valeurs  de  T,  égales 
et  de  signe  contraire.  On  a  de  plus  les  relations  évidentes  sui- 
vantes : 

OC  =  — : ,  doù  N-hN'=aH-6; 

2 

CF*  =  CiN*  -4-FN*,        d'où        (N  -  N')«-h  4T«=  (an-^)». 

Enfin,  on  voit  que  les  angles  6  correspondant  à  F  et  F'  ne  sont 
pas  égaux  en  général  et  ont  toujours  des  signes  différents. 

Si  Ton  veut  maintenant  suivre  les  vacations  des  composantes 
des  tensions  ou  des  diverses  quantités  qui  s'y  rattachent,  on  n'a 

qu'à  faire  varier  co  entre  o  et  ±:  ->  et  à  voir  ce  qui  se  passe  quand 

le  point  F  décrit  la  moitié  inférieure  ou  supérieure  de  la  circon- 
férence. Il  n'y  a  au  fond  que  deux  cas  distincts  à  considérer,  sui- 
vant que  a  et  6  sont  de  même  signe  dOU  de  signes  différents,  le 
point  0  étant  à  l'extérieur  du  cercle  dans  le  premier  cas,  et  à  l'in- 
térieur dans  le  second. 

En  ce  qui  concerne  la  composante  normale  N,  elle  prend  toutes 
les  valeurs  intermédiaires  entre  a  et  b.  Elle  peut  devenir  nulle 
quand  a  et  &  sont  de  signes  contraires  {^fig-  2).  L'angle  (o  corres- 
pondant à  N  =  o  est  alors  tel  que,  en  valeur  absolue, 

a-r-h 

C0S2(0  =a   y 

a  —  o 
€t  ro.n  a  alors 

En  ce  qui  concerne  la  composante  tangent ielle  T,  elle  part  de 
zéro,  quand  F  est  en  A,  passe  par  un  maximum  égal  eii  valeur 

absolue   à  >  ravon    de   la    circonférence,    lorsque  a>  i=r  ±:  -' . 

->.  "  *  «  4 

Ensuite,  T  décroît  pour  redevenir  nul  (juand  F  est  en  B. 

En  ce  qui  concerne  l'angle  Ô,  il  faut  distinguer  le  cas  de  la 
figure  (i)  du  cas  de  la  figure  (2). 


ELASTICITK   PLANE  OU   A   UEL'X    i>lMRNS10.NS. 


543 


Dans  le  premier  cas,  lorsque  to  croît  de  o  à  ;^,  Tangle  6  part  de 

Kig.  183. 


zéro,  \a  en  croissant  el  atteint  son  maximum  lorsque  le  point  F 

coïncide  avec  le  point  de  contact  de  la  tiingente  issue  du  point  O. 

A  ce  moment,  on  a 

a  —  b 


sinO  = 


a 


Ensuite  6  diminue  et  redexient  nul  pour  co  =  -  • 

Dans  le  second  cas,  Tangle  6  va  constamment  en  croissant;  il 

atteint  la  valeur  -  lorsque   N  =  o,  el  atteint  la  valeur  t:  quand  F 

arrive  au  point  B. 

Enfin,  supposons  que  Ton  \euille  étudier  les  variations  de  Tex- 

« 

Fig.   i83. 


pression  |T|  —  |^|tang'f,    dans   laquelle   cp  représente  un  angle 

donné.   Cette  recherche  n'a  d'ailleurs  d'utilité  que  dans  le  cas  de 

la  figure  (i).   On  mènera   par  le  point  O  une  droite  0<1>  faisant 

avec  OX  Tangle  es.   Si  cette  droite  ne  coupe  pas  la  circonférence, 

on  aura  partout 

I  T  I  -  1  N  I  tang<p  <  o. 

Si,  au  contraire,  elle  la  coupe  en  deux  points  tels  que  <I>  et  <&',  l'ex- 
pression deviendra  positive  lorsque  F  sera  dans  la  zone  <&<!>'  et  sa 
valeur  sera  représentée  par  le  segment  FP  =  FjN  —  PIN.  Son  maxi- 
mum correspondra  au  point  II  que  l'on  olitiendrait  en  menant  une 
tangente  parallèle  à  0<&.  L'angle  aw  correspondant  serait  évidem- 
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ment  égal  à  -'  -{-  cp,  de  sorte  que  Tangle  w  serait 

Le  maximum  de  ^exp^esslon  serait  d'ailleurs 

HL=  — i_HK  =  — !— (CH-CK). 

COSÇ  coso 

Or,  on  a 

INous  n'insisterons  pas  davantage. 

Nous  dirons  cependant  un  mot  de  quelques  cas  particuliers. 

Supposons  N,  =  --î\2.  I-.e  point  O  sera  confondu  avec  le 
point  C  (Jig^  2).  Dans  ce  cas,  on  aurait  a  =  — b^  et  sur  deux 
plans  rectangulaires  quelconques  on  aura  !S  =  -  -  N'.  Sur  les  deux 
plans  bissecteurs  des  directions  principales,  on  aurait  N  =;:  o 
avec  T  =±a.  Enfin,  on  aurait  constamment  la  relation  0  =  2<o. 
Dans  ce  cas  rentre  celui  où  l'on  aurait  N^  =:N2  =  o  avec  Tsp^^o. 

On  aurait  alors  a  =  zb  T3  et  3  =  -' . 

4 


Le  cas  particulier  où  l'une  des  tensions  principales  s'annule 
mérite  aussi  une  mention  spéciale  (yoir  /ig-,  iH'i).  Supposons,  par 
exemple,  b  =  o,  et  par  suite  le  point  O  confondu  avecVB.  On  aura 
constamment  0  =  o).  La  direction  de  la  tension  demeure  donc 
constante,  quelle  que  soit  l'orientation  w  de  l'élément  plan.  Ce  cas 
se  reconnaît  à  ce  que  ab  =  N»^!2  —  T,  =  o.  On  a  alors,  d'après 
la  formule  générale, 


n.1         ^         ^ 

I\  = 1 cos  itt)  =  a  cos*  (ii. 

'À  z 


N 
Ou  a  en  particulier  î\,  =  a  cos-  ^,  d'où  a  =^  — ^ô 


IQQQ  — 
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DIVERS  PROBLÈMES  SIMPLES. 


I.  —  Compression  normale  et  uniforme. 

Supposons  un  solide  qui  soit  soumis  sur  toute  sa  surface  à  une 
pression  normale  et  uniforme  P.  Appelons  a,  ^,  y  l^^s  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  extérieure  à  la  surface.  Les  composantes  de  la 
pression  sont  respectivement  —  Pa,  —  P^,  -^  Py,  et  les  équations 
à  la  surface  s'écrivent  : 

—  Pa  =  Nia-hT3p-l-TjY, 
-P?==T3a  +  N,p-4-TiY, 

Supposons  maintenant  que  Torigine  des  coordonnées  veste  fixe, 
de  manière  à  ne  tenir  compte  que  des  déformations.  Nous  allons 
montrer  que  les  déplacements  m,  r,  tv  peuvent  être  représentés  par 
les  fonctions 

a  étant  un  coeffîcient  constant  a  déterminer. 

Les  équations  indéfinies  d'équilibre  sont  évidemment  satisfaites, 

car  on  a 

du       (h       dw  rfO 

w  =  -7 — h  -T — i — r—  =  3a,  •!  ou  -s—  =  o, 

dx       df        dz  dx 

et,  d'autre  part,  on  a 

lu  =  Ai'  =  ùiw  ■-=  o. 

Parlant  de  ces  valeurs,  on  peut  calculer  les  I\  et  T.  On  a 

N|  ~  aO  =  !i  u  -—  =  rt ( 3  A  -f-  9.  a), 

ti.v 

et  Ton  trouve  la  même  valeur  pour  Nj  et  ^a.  ()uant  aux  tensions 
tangentielles,  on  a 

PlORAUD  35 
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Pour  satisfaire  aux  équations  à  la  surface,  il  suffit  donc  de  déter- 
miner a  par  la  condition 


—  P  =  a(3XH-afx),         -d'où         a  = 

On  en  déduit  pour  la  dilatation  cubique 

3P 


—  P 


3X 


•X\L 


0  =  3«c=— - 


3X 


2{A 


3 


Le  coefficient'^  ■»      est  appelé  coefticieni  de  dil^Aation  cubique. 

On  a  es«ay<  de  le  déternaiaèr  dii^clemeoi  pour  <;ertain«  corp6,'au 
no^eii  de  pressioas  Iréë  eoiifitdérableâ.  «Ces  >eiLpépi«3nc<es  montreal 
qli^uo  corp«  «olide  peiii  Mipporier  saos  «e  roQ)pre«  ^t  raêoie  &aus 
s^aUérer,   d^s   ceinpr^ssions  intérieures  uaîfopiBeé  eiUrémemeiU 


grandes. 


II.   —  EXTENSION   LONGITUDINALE   d'LN   PRISME   OL'   'D*CN'   CÏLINDRK. 

Considérons  un  solifle  prismatique  ou  cylindrique  dont  les 
arêtes  soient  parallèles  à  O^,  et  soit  F  la  traction  uniforme, 
rapportée  à  Funité  de  surface  qui  agit  sur  chacune  de  ses  bases. 

Fig.  i85. 


Nous  supposerons  que  l'une   des   bases,    celle   située   dans   le 
plan  ./Oj',  reste  fixe,   e\  nous  xérifierons  que  les  déplacements 
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peu  veut  éire  xepréi^ntés  par  les  foBClioAS  siiniples 


.«  = — ^a*,        vss  — «j^,        'w-vs'cz 


» 


a  ei  c  dési^qumt  des  x^onstantes  convenablemeiit  choisies. 
On  a  ici 

c?u       <;?('       û?w 
aa;        aj^        a-5 

et,  d'autre  part, 

An  s=  Al'  =  \w  =  o. 

iW  Buile,  les  énpiaiioas  iAdéfinies  >d'éqiM4ilibtic  s<Mit  satisfaites. 
Calculons  maintenant  les  tensions.  On  a 

Tj  5=  Tj=  T3=  o. 

■ 

D'autre  part,  on  a 

-  N3=  X(c— j5ia)'-4-2txc  =  (X  ^  2/*)c  — aka. 

11  s'agît  de  satisfaire  avec  ces  valeurs  aux  éq^iations  à  la  surface 
qui  soiTt  de  deux  espèces.  Sur  la  surface  latérale  du  prisme,  il  n'y 
a  aucane  force  extérieure.  Comme  «n  •«  -y  =  o,  en  m^ême temps  que 
fe«  T  aoat  nuk,  «es  <éqiaat«r»n8  se  ïédiàisemi  à 

d'où  la  condition 

(i)  Xc  —  rï(XH- îjl)«=:  o. 

Sur  les  ba^eë  du  prisiMe^  on  a  X  =  ï.=  cet  Z  =  F,  «t,  d'autre 
{xarL,  K  =  p  :^<o  aveac  y  =:=  i  -  X^6s  é^u8ii«ii«  a  Ja  «Mi^faee^seirédttt^eiii 

(Toù  la  seconde  condition 

(•»)  (  ^v  -4-  ^-ii  ^«c  —  '2  X  -a  =  F. 

Des  équations  (!)  et  (a)  on  déduit 

Dai^s  le  »«ens  des  .aréjbes  ^  punsme^  H  se  piciiduit  «me  (dilatât iou 
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I    .  .  F 

égale  à  c  par  unité  de  longueur.  Si  Ton  pose  c  =  ^>  E  désignant 
le  coefficient  d'élasticité,  on  voit  que  Ton  a  la  relation 

r  X-t-(Ji  ,.  „        a(3X-+-2u) 

h         |Jt(JA  ■+■  afx)  A  -h  [JL 

I 

D'autre  part,  dans  le  sens  perpendiculaire  aux  arêtes,  il  se  pror 
duit  une  contraction  transversale  uniforme,  dont  la  valeur  est 
donnée  par  a.  Ce  résultat  est  conforme  à  ceux  que  mettent  en 
évidence  des  essais  de  traction  sur  des  barreaux  de  métal. 

Le  rapport  de  la  contraction  transversale  à  la  dilatation  longitu- 
dinale a  pour  valeur 

a  X 


c         •2(A-»-jjl) 

Ce  rapport  yj  est  appelé  le  coefficient  de  Poisson.  11  est  détermi- 
nable  par  Texpérience,  et  c'est  au  nom  d'expériences  faites  sur  des 
matériaux  considérés  comme  isotropes  que  l'on  a  été  amené  à 
regarder  comme  généralement  inexacte  la  relation  ).  =  [jl,  qui 
ramènerait  à  un  seul  les  deux  coefficients  .de  Lamé.  Celte  relation 

conduirait  pour  ■/;  à  la    valeur   constante  v)  =  -  =  o,  2v5.  Or,  il 

semble  que  pour  les  métaux  essayés,  la  valeur  de  tj  se  rapproche 

3  . 

plutôt  de  —  =  o,3o.  Pourvu  que  l'on  admette  que  jjl  est  positif, 

on  a  nécessairement  la  <<  -• 

Les  deux  coefficients  E  et  yj,  coefficient  d'élasticité  et  coefficient 
de  Poisson,  qui  sont  directement  déterminables  par  Texpérienee, 
sont  souvent  substitués  dans  les  formules  d'élasticité  aux  coeffi- 
cients X  et  [JL  de  Lamé.  Cela  ne  procure  pas  une  grande  simplifica- 
tion en  général  ;  cependant,  cette  substitution  facilite  quelquefois 
l'interprétation  des  résultats  obtenus,  ainsi  que  les  applications 
numériques.  Pour  l'opérer,  il  suffit  de  connaître  les  expressions 
de  X  et  a  en  fonction  de  E  et  de  t,.  En  résolvant  les  équations  de 
définition  de  E  et  de  t^,  on  trouve  facilement 


On  s'évite  quel(|ues  difficultés  de  calcul  en  se  faisant  d'avance 
un  tableau  des  valeurs  de  quelques  fonctions  simples,  par  exemple 
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le  suivant  : 


IJL(3X4-2{JL) 


i=;  » 


I—      71  = 


l-h      7î   = 


E'  'i(X 

X  -+-  9.  [1 
•2  (  X  -r  fX  )  ' 

3  X  -4-  2  ;jL 

2(X-4-|x)* 


I  —  -2  7)  = 


'Jl 


E, 
E 

I  "2  Tj 

E 


2}ji(3X  -H  ajji) 
__X_j-_2!f__ . 

*2|Jl(3X  -H  tAfl)' 

I 
•2fJL' 

I 


E' 


3  X  -4-  2  |Jt 


6lî> 


Il  est  bien  évident  que  le  cas  d^un  prisme  coraprimé,  au  lieu 
d'être  tendu,  se  traiterait  absolument  de  la  même  façon,  et  qu'il 
suffirait  dans  les  résultats  d'inverser  le  signe  de  F. 


III.  —  Équilibre  d'une  couche  cylindrique. 

Soit  un  solide  limité  par  deux  cylindres  de  révolution  concen- 
triques à  O^,   et  par  deux  plans  perpendiculaires  aux  arêtes.  Ce- 

Fig.  i86. 


œ 


solide  est  supposé  soumis  sur  chacune  des  surfaces  cylindriques,, 
de  rayon  /q  et  /'i,  respectivement  à  des  pressions  normales  et  uni- 
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formes,  qui  seront  P©  el  P<,  et  en  outre  sur  chacune  de  sci»  Ikisos, 
à  une  traction  uniforme,  de  valeur  F,  parallèle  à  Os. 

Nous  supposerons  qjie  la  base  inférfeure,  située  dans  le  pian  x  Oy, 
demeure  immobile.  Par  raison  de  symétrie,  le  déplacement  d^un 
point  M  {^xyz  )  s'effectue  dans  le  plan  méridien  qui  le  contient,  et 
il  est  naturel  d'essayer  une  solution  de  la  forme 

Cj  étant  une  constante  et  s  étant  une  fonction  ne  dépendant  que  de 
la  drstance  r  =r  ^/ar^  ^y'  (\^1  point  M  à  l'axe  de  révolu ticm^  ?tous 
allons  vérifier  que  e  e»t  d«  la  forme 

a  et  t  étant  des  constantes. 

En  ce  qui  concerne  les  équations  indéfinies  d'équilibre,  nous 
comnvencerôns  par  observer  que  les  expressions  assij^nées  à 
M,  i\  w  en  font  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  o. 

En  effet,  en  tenant  compte  de  ce  que  -t-  =  —  et  -i-  =  -  >  ou  bien 
'  ^  ^       dx        r        dy        r 

de  ce  que  /•  dr  =  x  dx  -^  y  dy^  on  a 

u  dx  H-  p  r/^  -+-  w  dz  =  zr  dr  -i-  cz  ds, 

/cz* 
tr  dr  -\ — —' 

Dans  ces  conditions,  nous  avons  vu  au  Chapitre  \IX  qu'il  suffit, 
pour  satisfaire  aux  équations  indéfinies,  que  la  dilatation  cubique  d 
soit  constante.  Or,  il  en  est  bien  ainsi.  On  a,  en  effet. 


du                   ds.    dr 
dx  ~             dr  dx 

dv                •>.  b  y* 
dy                 r* 

» 

dw 
dz  ~ 


En  additionnant,  on  trouve 


U  reste  dowc  àr  MMsirrr  ^e  Tob  petit  détenaineries  tm9  con»> 
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Umie»  â,  6,  Cy  de  mattière  à  satiefaïjpe  aux  éqoftltioiis  à  Iw  suiface* 
Calculons  d'abord  les  composantes  des  tensions.  NoiiS'ftJvemAd^une 
manière  géitéraj^'  : 


N,=  X(2^-4-c)-+.9.,uc,  T3=îl(^^-t-  ^^ 


/du       dwV  xy  d% 

r    a/* 


Si  Ton  suppose,  en  particulier,  que  le  point  ^Vi^xyz)  est  dans  le 
méridien  «OiP,  on.  peut  faire  j:  =  r  et  je  =  o*  Daa&  ces  conditions 
T.,  devient  nul,  comme  T|  et  T2,  et  Ton  a  pour  les  composan^tes 
normales,  qui  sont  les  ten^îona  principales  :. 

N3  =  2  X  a -h  (.X  H-  !1 1*)  c. 

iSous  avons  i«i  tpoîs  ^wrfaces  à  c«Misidérc»  : 

i"  Le  cylindre  iatérieur,  sur  lequel  s'«xeree  la  pression  P©.  Les 
équations  s'y  réduisent  à  N,  =—  Pq,  car  X^+P^Y  :=Z=:o 
efa=r  —  Y  ^=:y=:o,  Ic^  T  étaitl  d'ailfettrs  iî«fe. 

Cet*e-  conciftien  s'^écpit 

(i)  2(/y-H  }A)a.H-  Xc—  -3  ^.  =  --1*0. 

2**  De  même  sur  le  cylindre  extérieur,  les  équations  se  rédui- 
sent à 

ce  qui  donne 

(2)  2(X-+-fJi)a-+-Xc- 2|5  =  _Pi. 


r'\ 


.5"  Enfin,  sur  la  base  supérieure,    où  Ton  a  a  =  ,3  =  o y  =  i ,  on 

(î)  2Xa-»-(X-h2fJi)c  =  F". 
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résolvent  la  question,   toutes  les»  conditions  du  problème  se  trou- 
vant remplies. 

Les  deux  premières  équations  donnent  par  soustraction 

d'où 

.        PQ-Pi      rlr\ 

Il  en  résulte 

En  combinant  cette  dernière  équation  avec  Téquation  (3),  on 
trouve 

-       a^        X-h2^        rPor;-~P,rn X  p 

a[ji(3X -i- 2ijl)  2|Ji(3X -f- 2|Ji)  L      ''î  — ''o      J 


c  = 


La  dernière  partie  de  .ce  calcul  est  inutile  en  ce  qui  concerne  les 
tensions.  On  a  en  effet  N;,  =  F  =  const.  partout».  Quant  à  N<  et  Nj, 
leur  valeur  ne  dépend  que  de  celle  des  deux  quantités 

'2(a -t- jx)a -h  Ac         et         "i  ' 

dont  les  expressions  sont  données  plus  haut.  Il  est  à  remar- 
quer que  ces  quantités  sont  indépendantes  en  fait  des  coefficients 
d'élasticité,  et  Ton  pouvait  s'y  attendre,  car  le  problème' traité  est  au 
fond  un  problème  d'élasticité  à  deux  dimensions  (i^""  problème), 
puisque  l'on  a  posé  à  l'origine  la  condition  w  =  cz^  c  étant  une 
constante. 

On  trouve  explicitement 

Ni  = 

N,= 

En  groupant  les  termes  en  Pq  et  en  P|,  et  en  tenant  compte  de 
ce  que  l'on  a  Tq  <C  '*  <  ^ij  on  voit  facilement  que  N|  est  toujours 
négatif  et  représente  toujours,  par  suite,  une  compression.  Il  n'en 
est  pas  de  même  pour  N2  qui  peut  être  tantôt  une  tension,  tantôt 


Po/-?-Pi'î        Po-P. 

'0'  1 

rf  —  rj             ■  r« 
Por;-P,r?        P,-P, 

..« ..1 

rt  ri 

rî-rî                 r> 

■  rî  r« 
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une  compression,  suivant  les  valeurs  relatives  de  P©  et  de  P|. 
Lorsque  Nj  est  une  tension,  c^est  elle  surtout  qu'il  faut  prendre 
en  considération,  car  elle  tend  à  produire  une  rupture  ou  une 
lissuration  dans  le  plan  méridien.  Si  l'on  a  Po}>  P|,  le  maximum 
de  No  a  toujours'  lieu  lorsque  /•  est  le  plus  petit  possible,  c'est-à- 
dire  atteint  la  valeur  /'q.  Ce  maximum  est 

^   _  Po/•;-»^/♦?  ^  (Ho-Pi)rt 
'  I  —  '  0  '^i        '  0 

Application  aux  corps  cylindriques  des  chaudières  à  vapeur,  ou 
aux  conduites  dl'eau  sous  pression.  —  Dans  ce  cas  on  suppose.  P|  =  o, 
en  négligeant  la  pression  atmosphérique.  Si  Ton  désigne  par  P  la 
pression  intérieure,  et  par  r  le  rayon  intérieur,  et  si  Ton  suppose; 
que  l'épaisseur  e  du  métal  est  relativement  petite,  on  pourra 
poser  Ti  =  /•  4-  ^  et  prendre  approximativement  r\  =  H-f-  2r«r. 

Dans  ces  conditions,  l'expression  du  maximum  de  Nj  devient 


„        Prî-f-P(/«-f-2re) 

ÎNj=  '■ 


ire 


-^iH) 


et  l'on  pourra,  la  plupart  du   temps,    négliger  le  terme  -  devant 

l'unité. 

Il  est  intéressant  de  calculer  raugmentation  du  ravon  intérieur 
de  la  chaudière,  indépendamment  bien  entendu  de  la  dilatation 
causée  par  la  chaleur.  On  a 


b 

u  =  er  ^=  ar  -\ • 

/• 

Pour  calculer  le  terme  en  a,  il- faut  tenir  compte  de  la  valeur 
de  F.  Si  les  fonds  de  la  chaudière  sont  des  demi-sphères,  ou  des 
demi-ellipsoïdes  de  révolution,  on  a  pour  la  pression  totale  sur  ces 
fonds  -îtr^P,  et  cette  pression  se  répartira  sur  la  surface  2:: r^. 

D'oùF=:~. 

2e 

On  en  déduit  .  , 

Xh-2{jl        Pt» X  P/«  _         I         Pr« 

"~  2  ;ji(  3  X  -h  2  ti  )  a  re        2  ji  (  3  X  -h  2  |Ji  )    -le   ~~  3  X  H-  2  ;i.    -2  6 

Si  l'on  substitue  aux  coefficients  de  Lamé  le  coefficient  d'élas- 


1 

J 


Ô54  GMAFITRB.  \Xl^ 

licite  et  le  coefficienl  dte  l^oiseon,  cette  exp^essiou  devien 


E         ne 
D'autre  part,  on  a 

^  _  JP^    r»  I     P/«  _  iH-Tj  P/» 

♦ 
Finalement,  on  trouve 

P  /•*  r  I  —  2  Tj        ï  -+-  ^4 1        '^'  —  7)  P  r' 


P  /•*  r  I  —  2  T.        ï  -+-  r,  1        9.  — 


2C 


AppliQatioa  au  ûie^ge  des  canons.  —  Nous  mentionnerons 
^eul/f'ment  cette  ap])IicatLon. 

A^flicaition  aux  cyiîndlcea  comprkaéa  en  béton  fretté.  On 
appelle  biUon,f relié  un  matériau  conupotié  de  béton  et  de  harres 
de  fer  ou  d'acier,  disposées  non  pas  parallèlement  à  Taxe  de  la  pièce 
pour  se  substituer  à  des  fibres  At  béton,  mais  sous  forme  de  spires 
contenant  une  série  d'anlieaux  près  d\i  contour  des  sections  droites. 
En.  éprouvant  jusqu'à  la  rupture  des  poteaux  ainsi  constitués,  on 
a  reconnu  qu'ils  pouvaient  supporter  des  charges  beaucoup  supé- 
rieures à  celles  que  supporterait  un  poteau  de  béton  non  fretté. 
On  peut  chercher  dans  la  théorie  qui  précède  une  explication 
sommaire  de  ce  fait. 

Supposons  un  poteau  cylindrique  non  fretté  supportant  sur  ses 
bases  une  compression  uniforme  Ff  o*»  une  traction  -  -  F.  Il  serait 
sur  toute  sa  longueur  soumis  aux  tensions  principales  suivantes  : 

La  eoiHraciMR  SH4va»l  l^axe  sepail 

I 

F 

La  dilatation  suivant  un  rayon  serait 

r,F 

Suppoâooâ  maiftteiuKBl  k  oiétte  polimuf  nuQÀ  d^  Ctf«tl«i$>  sous 
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forme  d!sanvBsaa%  (Vépaiss«ur  <?,  compris  eulse  les  rayoas  /r  et 
/•i  z=z  r  -\-  e.  Ces  anneaux  sont  supposés  séparés^  les  uns  des  aulce.s 
par  des  intervalles  très  petits,  de  manière  qu'ils  ne  puissent  se 
transmettre  de  Tun  à  l'autre  aucune  compression  longitudinale. 
Liirsque  la  cmopressitMi:  F  s'exercera  S4ic  le  poteay^  U  se  dévelop- 
per» nae  pitsssion  P  à)  la  s«drface  de  contact  des  anneaux  et»  du 
héivtÊj  suivant  le  cjlindpe  die  rayon  /*.  Cette  pressiam  P  est  propai- 
ti4>nnelle  à  F  et  peut  se  calculer  eiKécrivaBl  que  le  déplacej3aejQ.L  // 
est  le  même  pmirk  bét4»a  et  pour  le  inéLllail^  suivaat  le  cvUnxlre  d/; 
raymi  /*. 

Pour  le  béton,  on  aura  u  =  a/'-f--«  et  les  valeurs  deât  et  k*»e 

déduiront  des  formules  générales  en  faisant  Po  =  o,  r^  =  o,  P<  =  P, 
J'i  =  /*,.  avec  F  =  —  F.  On  en  déduit  ô  =  o,  puis 

a= èjt2!i_p+ t ir=-'— J^P+ir, 


d'où 


u  =  ar  —  /.' 


if:' 


^-l- 


Pour  le  métal,  les  valeurs  de  a  et  ù  s'obtiendront  en  faisant 
Pq  =  P,  ''o  =  '"î  l\  =^^y  ^i  =  r  +  fi,  avee  F  =  o.  On  en  déduit 

""  a-far  e^Hi-ey—r*'"*      Ji'       "  (f-|-«;^— r«  ' 


^^  A  -f.»f*'        ^  it«  _  *— 1)  „  r* 


u  =  ar  -^ 


■2fi'(3X'H-2,u')     (/-H-e)*  — r*  E'         (rn- «)>—/•» 

Par  suite, 

Si  Ton  pose  -pr  ^  m^  on  obtient  pour  déterminer  P  l'équation 

Pour  simplifier,  nous  pvendirons  VextmpAe  Auxnér^tte  suÂvanA 

,        ^  r 

lo  TO 

Oa  mm^e j^ovs  P  =  <fc,f7  F  emripcMà. 
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Cela  posé,  le  massif  de  béton  est  soumis,  sur  toute  sa  longueur, 
aux  tensions  principales  suivantes  : 

N,:=-P,        N,  =  -P,        IV,=— F. 

Ces  tensions  sont  toutes  des  compressions,  tandis  que  sans 
fretlage  on  avait  des  compressions  nulles  dans  le  sens  transversal. 
On  peut  en  inférer  que  les  conditions  de  résistance  sont  améliorées, 
certaines  causes  de  désagrégation  accidentelles  près  de  la  surface 
pouvant  disparaître,  et  le  massif  se  rapprochant  en  quelque  sorte 
d^un corps  soumise  une  compression  extérieure  uniforme  pouvant 
supporter  des  efforts  considérables. 

Certains  auteurs  pensent,  d'ailleurs,  que  le  danger  de  rupture 
d'un  poteau  en  béton  est  fonction,  moins  des  valeurs  absolues 
des  efforts  de  compression  qu'il  supporte  que  sa  dilatation  dans 
le  sens  transversal,  c'est-à-dire  du  coefficient  a. 

Or,  à  l'état  naturel,  on  a  pour  ce  coefficient 

Après  frettage,  il  devient 

^     "i''-T-''-ê''[-(^)F]-- 

Il  se  trouve  donc  diminué.  Si  nous  reprenons  l'exemple  numé- 
rique considéré  ci-dessus,  le  rapport  des  deux  coefficients  est 
0,6 1  environ 

Le   coefficient   de   contraction    suivant   l'axe,    qui,   dans  l'état 

naturel,  serait  c  =  —  ^  »  devient  d'ailleurs  après  frettage 

F  aX  ^  F        î>.r,  _  Ff  PI 

Il  se  trouve  lui  aussi  diminué  en  valeur  absolue.  Dans  l'exemple 

.  P 

numérique  choisi,  on  aurait  i  —  2T|=;  =  o,90  environ,  comme  si 

le  coefficient  d'élasticité  E  avait  été  majoré  de  jj. 

La  théorie  précédente,  sans  être  complète,  rend  donc  compte 
du  sens  des  phénomènes  et  peut  fournir  des  évaluations  approxi- 
matives. Elle  peut  mettre  en  évidence  aussi  quelques  points  d'un 
caractère  général.  Il  y  a  intérêt  à  augmentei*  le  plus  possible  le 
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.  On  V  narvi 


rapport  -r.»  On  y  parviendra,  dans  une  certaine  mesure,  en  augmen- 


«  •::*' 


tant  le  rapport  m  =  -j^»  c'est-à-dire  en  recourant  à  du  métal  ayant 

un  coefficient   d'élasticité  aussi    grand   que   possible.    On   devra 

chercher  aussi  à  prendre  le  rapport  -  aussi  petit  que  possible.  Pour 

une  quantité  de  métal  employé,  il  y  a  un  rapport  optimum  entre 
la  grosseur  des  anneaux  et  leur  espacement. 

IV.  —  Équilibre  u'uxk  couche  simikhique. 

On  considère  ici  une  couche  homogène  comprise  entre  deux 
sphères  concentriques  de  rayon  r^  et  /'i  (ri>/*o).  La  surface 
intérieure  est  soumise  à  une  pression  P©  et  la  surface  extérieure  à 
une  pression  P|. 

En  supposant  le  centre  immobile,  le  déplacement  d'un  point 
doit  s'effectuer  suivant  le  rayon  et  l'on  pourra  poser 


u  =  6jr,         vz=sz,         w  =  zz 


1 


t  étant  une  fonction  de  la  distance  r  =  y/j;'-*  -f- j^^  -|- ^''*  du  point  M 

(xyz)  au  centre.  , 

En  suivant  la  même  marche  que  pour  la  couche  cylindrique,  on 
vérifiera  que  £  est  de  la  forme 


h 
£  =  a  -h  — » 


a  el  b  étant  des  constantes. 

En  ce  qui  concerne  les  équations  indéfinies  d'équilibre,  on 
observera  que  m,  ^',  w  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 
©  =1  fzrdr  dont  la  différentielle  totale  est 

i r  dr  r=  t(.v  dx  -h  y  dy  -\-  zdz). 

Il  suffit  donc  encore  de  vérifier  que  la  dilatation  cubique  d  est 
une  constante..  Or,  on  a 


du                  dt  dr 
dx                 dr  (IX 

'^bx'^ 
r» 

du               3  6  V» 
__  —  e -_, 

dy     '         .  / « 

div              '\bz^ 
dz  "  '          /•« 
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•En  additionnaai,  oalroiive 

En  ce  qui  concerne  les  équations  à  la  surface,  il  suïïît  de  les 
écrire  pour  un  point,  celui  qui  correspond  à  Taxe  Oa:,  par 
exemple.  Alors,  par  raison  de  symétrie,  on  a 

D'autre  part,  ou  a,  d^ine  manière  générale, 

du  f         \bw^\ 

Ma»S4»k-f-.2{JL[  £ j— j- 

Pour  le  point  x  =  /',  y  ::=  z  =  o,  on  obtient 

N,  =  ZXa  +  a fx.|^a  -h  ^3  -  ^  j  =  (3X  -f-  ^i±)a  -  77  ^, 
N,=  N3=  3Xa-h2jJi/^<n-  — j  =(3X-h2|Jt)a-H^'*. 

Sur  la  sphère  intérieure  on  doit  avoir  Wi  =  — P»,  et  «ar  bi 
sphère  extérieure  N,  =rz  -  -  1^^,  en  tenant  compte  du  sens  de  la 
normale  extérieure.  11  en  résulte,  pour  déterminer  a  et  fr,  les  deux 
conditions 


(3X-+-2:x)a-i^^=-P|. 
On  en  déduit  facilemen-t 

/.x^  (Pô-Pi)/;/'?  r^l    .   m^^^z^  Po/'î-Pgr» 


fï   _^   /•'*  ^  '     '  y»   r 


u 


Et,  par  suite,  les  expressions  des  tensions  pqur  le  point  ar  =  r, 
y^  :=!  z  =  o  deviennent 

f'i  f'^  i»ï  r*^  /•' 

'  1  '  0  '  I  '  0  ' 
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Ces  expressions 'HT  dépmwlent  pas<des  coefficients  d'<4astioité. 
Quant  au  (iéplaceraeat  du  même  point,  qui  se  réduit  à  sa  seule 

composante  a  =  sr  =  ar  -|-  —  »  on  Tohtiendra  en  portant  dans  cette 

expression  les  valeurs  de  a  et  è,  qui,  elles,  dépendent  de  A  et  de  a. 
Si  Ton  suppose  P|  =  o  et  V^  =  P,  et  si  Ton  fait  /•  =  /'o,  on  obtient 
les  résultats  suivants  p6iir  la  surface  sphérique  intérieure  : 


Ni  =  -P, 


Sii'on  suppose  relativement  petite  Tépaisseur  e  =  f'i  — /v»,  on 
pourra  rwnphiGcrrJ  |>ar  rj  -f-  SerJ  et  Ton  ol>tieiidra,>en  supprtai€^at 
riudi'ce  de  /'e. 


et  Ton  pourra   la  plupart  du  temps   négliger  le  terme  -  de\Tinl 

Tunité. 

Si  Fon  compare  cette  formule  à  la  formule  analo<;ue  trouvée 
pour  les  enveloppes  cylindriques,  on  voit  que  la  tension  !N2  est  ici 
deux  fois  plus  faible  et  que,  à  égalité  de  fatigue,  on  pourrait,  pour 
une  chaudière  compgsée  d'un  cylindre  et  de  deux  demi-sphères, 
prendre  une  épaisseur  deux  fois  moindre  pour  les  sphères  que^ 
pour  le  cylindre. 

Calculons  Taugmentation  du  rayon  intérieur,  dans  les  mêmes 
conditions.  On  a 

I  P/'        I  —  -aï)  Pr 

ût  =  -TT r, —  =   T\ -7. —  > 

i  yv  -h  -2  jx  i  tf  It.        3  c 

,  _  _i_  Pr(r'-+-3gr«)  _  m- r,   Pr*  /         3£\  _  \^t\   Pr^ 
"~  4  :^  3c  ~~     i  M      Se  \         /•  /  ~     "2 E      Se 

approximativement.  '' 

On  en  déduit 


a  =  ar  -\' 


Comparons  à  la  formule  analogue  trouvée  pour  une  enveloppe 
cylindrique,  et  cherchons  la  condition  pour  qu'une  enveloppe 
sphérique  d'épaisseur  e'  se  dilate  comme  une  en\T4oppe  cylindrique 
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du  même  rayon,  el  d'épaisseur  e,  nous  trouverons 

•2  —  r,  P  r»       3   i  —  7,  P  /  « 
d'où 


E 

a  c        'À      E 

9 

. 

• 

C--  '~^'c 

2— T, 

3 
Si  l'on  suppose  Tj  =  —  »  on  trouve 


«7 


On  serait  donc  conduit,  quand  on  a  à  construire  un  bouilleur 
formé  d'un  cylindre  et  de  deux  demi-splières,  pt  qu'on  veut  éviter 
des  dilatations  inégales  suivant  les  lignes  de  raccordement,  à 
prendre  pour  les  sphères  une  épaisseur  de  métal  inférieure  à  la 
moitié  de  l'épaisseur  du  cylindre.  Datis  ces  conditions,  si  les 
sphères  travaillent  au  taux  de  fatigue  maximum  admissible,  le 
cylindre  aura  un  taux  de  fatigue  un  peu  moindre,  en  vertu  des 
formules  qui  expriment  IN^j. 

En  pratique,  on  suil  d'autres  régies,  notamment  pour  des  raisons 
d'économie;  mais  alors  il  se  développe  des  réactions  transversales 
suivant  les  lignes  de  raccordement,  et  les  calculs  simples  des^  enve- 
loppes spliériques  ou  cylindriques  isolées  ne  sont  plus  rigoureux, 
pas  plus  qu'ils  ne  le  sont  dans  le  cas  de  calottes  sphériques  substi- 
tuées aux  demi-sphércs. 
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PROBLÈME  DE  SALNT- VENANT. 


Énoncé  et  conditions  générales.  —  On  doit  à  Saint- Venant  la 
solution  d'un  problème  qui  présente,  au  poin\  de  vue  des  applica- 
tions, une  très  grande  importance.  Il  s'agit  de  déterminer  Féqui- 
libre  élastique  d'une  pièce  prismatique  ou  cylindrique  très  longue 
par  rapport  aux  dimensions  de  sa  section  transversale  et  soumise 
uniquement  à  des  forces  appliquées  sur  ses  deux  bases.  C'est  en 
quelque  sorte  le  problème  inverse  du  problème  des  tranches 
minces  envisagé  au  Chapitre  XX. 

L'axe  du  prisme  étant  supposé  parallèle  à  0>3,  la  solution  de 
Saint- Venant  consiste  à  admettre  que  les  deux  tensions  normales 
dirigées  suivant  Oxet  Oy  sont  nîiUes,  c'est-à-dire  que 

N,=  N,  =  o 

« 

et  qu'il  n'y  a  pas  non  plus  de  force  tangentielle  parallèle  à  Ox\\ 
dans  les  plans  parallèles  à  O5,  c'est-à-dire  que  T3=  o. 

Il  résulte  évidemment  de  ces  hypothèses,  pour  les  foncions  Uy 
v^  (V  et  Ô,  des  conditions  plus  restrictives  que  celles  qui  corres- 
pondent  au  cas  général. 

Jlécrivons  les  équations  qui  lient  les  composantes  des  tensions 
aux  composantes  des  déplacements,  savoir  : 

(E)        ,  .  N,=  .0^.(.-^,  T.=  fx(^-^^^), 

PlOKAUD  ^^ 


[ 
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et  les  équations  générales  d'équilibre  : 

(A)  ^^  (X-h^i)_-i-|4i^  =o, 

De  la  supposition  N|  =  o  et  N2=  o,  on  déduit  d'abord 

du  _         X    « 

d»  ^       _^A—  ^", 
/(^  '2ix         dw 

Comme  on  a^  d'autre  part,  d'une  manière  générale, 

on  a  dans  le  cas  actuel 

N,=73X-hafJi)è 


et,  par  suite. 


dw  _  N3 — X6  _  X -f-jji 
dz  *^       au       "~      u 


Or  6  satisfait  en  général  à  la  condition  A6  =  o.  11  en  résulte 

immédiatement 

du  _^  .  dv  ^     dw 
dx  ~"     dy  ~"      diz 

Si  Ton  tient  compte  de  ces  conditions  dans  les  équations  générales 
d'équilibre,  respectivement  différentiées  par  rapport  k  x^  y  ^X  z 
respectivement,  on  obtient  immédiatement 

dx^  "  dy^  "  \dz^  ""  ^' 

D'un  autre  côté,  de  la  supposition  T3  =  o  on  déduit 

du       dv 

dy       dx'^    '' 

si  Ton  différentie  par  rapport  à  j^  la  première  équation  générale 
d'équilibre,  et  la  seconde  par  rapport  à  x^  et  qu\in  les  additionne 


' 


PROBLBHfi  0B  SAINT-VENANT.  563 

enàuîLe,  on  obtiendra 

,.        \     </»Ô  ,  /du       dv\ 


d^où  la  nouvellr  condition 


=  o. 


Ainsi    la   dilatation   cubique   6   et  les   fonctions  X3,    -p-»   -r-> 

^  .  ^    ds     dx 

—  y  qui  lui  sont  proportionnelles,  ont  une  forme  aiudjtique  nctte- 

ment  précisée.  Elles  ne  peuvent  contenir  x^  y^  z  'a  une  puissance 
supérieure  à  la  première  et, 'de  plus,  elles  ne  peuvent  renfermer  le 
produit  xy.  On  aura  donc  en  particulier  pour  N»  «ne  expression 
de  la  forme 

N3  =  {«-♦-  aiar-+-  atjr)-f-«(^-i-  h^x  ^  ^\y)* 

Pour  une  valeur  de  3,  c'est-à-dire  dans  une  secti<m  transversale 
donnée,  Ns  est  donc  une  fonction  linéaire  de  x  et  de[^.  C^est  une 
justification  de  Thypothèse  qui  sert  de  base  à  la  résistance  des 
matériaux,  et  nous  y  reviendrons  plus  loin. 

On  ^eut  môme  reconnaître  immédiatement  que  le  coefficient  b 
doit  disparaître,  si  Torigine  des  coordonnées  est  supposée  placée 
au  centre  de  gravité  de  la  section  de  base,  ce  qui  revient  à  dire  que 
l'axe  Oz  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  des  différentes  sections 
transversales.  On  a 'dans  ce  cas,  en  appelant  d^  un  élément  de  la 
section  de  base, 

/•a7fl?j  =  <),  j  y  dj  ^=  o. 

D'un  autre  côté,  puisque  Ton  a  supposé  qu^iln'j  a  aucune  force 
appliquée  tout  le  long  de  la  surface  latérale  du  prisme,  l'intégrale 


/»■ 


d<j 


doit^  dans  une  section  transversale  quelconque,  conserver  la  même 
valeur.  Or  on  a  évidemment 


jH^d's  «(a-f-^».)  fd9. 


Il  en   résulte  nécessairement    h  =  o,    dans    le    système   d'axes 
choisi. 
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Cela  posé,  on  peut  parvenir  par  intégration  à  la  détermination 
analytique  de  «,  p,  «p,  puisque  Tori  connaît  en  fonction  de  6  et  par 

suite  de  N*  les  trois  dérivées  -t-i  -r->  -r-*  Mais  dans  cette  déter- 

dx    dy     az 

mination  on  peut  apporter  encore  quelques  restrictions. 

Envisageons  en  particulier  la  fonction  ii.  Nous  avons  vu  que 

Ton  a,  d'une  part, 

'  du       dv  ^  •  ' 

dx  ~"  dy 
et,  d'autre  part, 

du  dv 

dy  dx 

Il  en  résulte  immédiatement 

d^u  d*u  _ 

dx^  dy^  ~" 
U  en  résulte  ensuite 

\     d^u 

D'un  autr^  côté,  la  première  équation  générale  d'équilibre  (A) 
donne 

|JL       dx '^       \t,{Z\^7,\L)   dx   ^       E    dx 
Par  suite,  on  peut  écrire  comme  nouvelle  condition 

d^u  __2,  ^. 

on  obtiendrait  deux  conditions  toutes  semblables  pour  v. 

Enfin,  il  est  loisible,  pour  simplifier,  de  tenir  compte  des  con- 
ditions que  Ton  peut  s'imposer  à  l'origine  des  coordonnées.  On 
peut  supposer  notamment  que  cette  origine  ne  subit  aucun  dépla- 
cement, c'est-à-dire  qvie  l'on  a  pour  j:  =  y  =  <2  =  b 

ii  =  b,        «>  =  o,        «»=o; 

ou  peut  supposer  aussi  qu'il  y  a  encastrement,  c'est-à-dire  que  le 
petit  élémeut  dirigé  suivant  l'axe  des  z  ne  subit  pas  de  déplace- 
ment transversal,  c'esl-à-dire  que  l'on  a  à  l'origine 

du  dv 
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on  peut  supposer  aussi  qu'il  n'y  a  pas  de  rotation  et  que,  par 
exemple,  le  petit  élément  dirigé  suivant  Oa;  ne  subit  aucun  dépla- 
cement parallèle  à  Oy,  Il  en  résulte  à  l'origine 

dv  du 

•-7—  =  o,         et  par  suite  aussi         -r-  =  o. 

< 
Détermination  analytique  de  u.  —  Nous  avons  trouvé 

du  ^       X  . 
dx'^      ajjL    * 


on  eh  déduit  en  fonction  de  Ns 


du 


N,  =  -^Na 


dx  2f*(3X-ha(x)     •  E 

ou  encore 

^^*  du       .  s        /L.  t     X  • 

— -  =  (a-+-  aix-^  dty)-^  s(OiX-^bty). 

Ti  ax 

Par  suite, 

•     E  X* 

en  désignant  par  F  une  fonction  arbitraire.  Mais  cette  fonction 
doit  elle-même  satisfaire  aux  conditions  restrictives  écrites  plus 
haut  pour  la  fonction  a.  On  doit  avoir  d'abord 

et  ensuite 

Tj  dz^        Tj    aar  dz^        r, 

On  satisfera  à  ces  deux  conditions,  en  même  temps  qu'aux  con- 
ditions 

du  du 

en  posant 

y*        i  /      z^       ,   z^\       k 
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k  étant  nue  nouvelle  consUnte.  H  vient  donc  finalement 

E 

x'i y«        \  f     z^  z^  \ 

-H  (ai -h  bxz) ^  -+--(ai-;;--f-*i-g-  —  kysy 

Détermination  de  v.  —  Cette  délerniination  se  fera  tout  simple- 
ment en  permutant  respectivement  x,  ai,  fc|  aveej^,  «2,  62  et  en 
introduisant  à  la  place  de  k  une  autre  constante  A'.  Mais  on  peut 
.   d'ailleurs  voir  facilement  que  l'on  doit  avoir  A*'  =  —  A",  afin  de 

satisfaire  à  la  condition 

dx       dv  ^ 

dy       dx 
On  aura  donc 

p  =(a -+- aïo?  H- Oia7«)^ 

'^{a^-\'hxX.Y' -^-  («j h&«-7-  -i-  kxz\* 

2  7j  \      a  6  / 

.  Détennination  de  \v.  —  On  a 

£/«  -       ,ji  |ji(3Xh--ih)     '""  E     '• 

Par  suite, 

F  étant  une  fonction  arbitraire,  qui  doit  toutefois  satisfaire  à  la 
troisième  équation  f^énérale  d'équilibre,  savoir  : 

ou  bien 

On  en  déduit  aisément 

■ 

d>'?       d^F 


On  peut  prendre  comme  solution 


Fs=—  i(6|j:»-f-*,j^»  )-+-©, 
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f  désignant  une  sokilian  de  ré<fuatk>n  sans  seconck  Meninre 

I 
c/esl-à-dire  une  fbncCion  Rarraoniqiie. 

La  valeur  de  w  est  donc  finalement  donnée  par  l'équation 

Expression  génécale  des  tensiona  N^^  '^w  T2..  —  On  a  d'abord 
pour  Na  l'expression  posée  plus  haut 

Pour  avoir  T| ,  îl  faut  calculer  ?  (  ^  H~  5^  /  ^  ^^^  trcwrc 

On  trouverait  de  même 

On  peut  vérHïer  en  passant  ofxfs  ces  ejqppessîows  sartfsfonl  bien 
aux  trois  équations  jçéirérales  d'équilibre,  exprinrées-  en  famrfïon 
de»  tensions  et  se  réduTsant  ici  à 

éfTj  dix 

éTTi       ûfT^       û[N3  ^ 

dx         dy         dz.   ^    '       ^ 

Les  deux  premières  se  vérifient  imiftédiatement,  puisque  T|  et 
Ta  ne  renferment  pas  z.  Quan-l  à  la  troisième,  on  a 

df9^       ^  ,       • 

R/cTTî        dTt\       d*9       (fio         ,  ,,,  .      . 
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puisque  o  est  une  fonction  harmonique.  On  a  d'ailleurs 

en  vertu  des  expressions  de  E  et  de  tq  (Chap.  XXi). 

Équations  à  la  surface.  —  Ces  équations  doivent  maintenant 
intervenir  pour  déterminer  les  six  constantes  arbitraires  a,af,a3, 
Z>i,62?^etla  fonction  arbitraire  ç.  Elles  sont  de  deux  espèces, 
celles  qui  se  rapportent  à  la  surface  latérale  du  prisme  et  celles 
qui  se  rapportent  à  ses  basés  supérieure  et  inférieure.  Prenons 
d'abord  les  premières. 

Aucune  force  extérieure  n'agit  par  hypothèse  sur  la  surface 

latérale  du  prisme.  Si  Ton  désigne  par  a,  ^  et  v  =  o  les  cosinus 

directeurs  de  la  normale  en  un  point  de  cette  surface,   on  devra 

écrire  X  =  Y=:Z=:o.  Or  X'et  Y  sont  toujours  nuls,  en  vertu»  des 

hypothèses  N<=N2  =  T|=:o  et  y  =  o.   Quant   à  Z,  sa  valeur  se 

réduit  à 

Z  =  T,aH-T,?. 

On  doit  donc  avoir  en  tout  point 

T,a-hTi3  =  o. 

T|  et  Ta  ne  dépendent  d'ailleurs  pas  de  :?,  de  sorte  qu'il  suffit  de 
satisfaire  à  cette  condition  pour  une  section  transversale  quel- 
conque, par  exemple  pour  la  base  inférieure.  Si  cette  base  a  pour    , 
équation  F  {xy)  =  o,  on  a 

d?  ^     dF 

•de  sorte  que  l'équation  de  condition  s'écrit 

dV  d? 

En  y  introduisant  maintenant  les  valeursdeT^  et  Ta,  on  obtiendra 
une  équation  différentielle  à  laquelle  la  fonction  harmonique  » 
•doit  satisfaire  sur  le  contour. 

On  démontre  en  Analyse  qu'une  pareille  condition  détermine 
sans  ambiguïté  la  fonction  harmonique  ©,  à  une  constante  prés 
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que  Ton  peut  négliger,  puisque,  pour  ^  =  o,  j^  =  o,  on  a  supposé 
w=  o. 

L'équation  au  contour  se  présente  d'ailleurs  sous  la  forme 

dF  d%        dF  d^        ,    ,,         ,    „        ,.,, 

puisque  T|  et  T2  contiennent  linéairemertt  les  trois  constantes 
Aj,  62,  A",  et  celles-là  seulement,  H|,  Ha  et  H'  sont  d'ailleurs  des 
fonctions  de  x  et  y^  dont  les  expressions  sont  : 

d¥  /   ^  ^»— y»\        d? 

II       ^P"/  •         r*  — a?«\      dF 


dx 


y^xy 


dx  ^  ■     dy 


Il  en  résulte  que  la  solution  o  de  l'équation  au  contour  se  pré-» 
sentera  elle-même  sous  la  forme 

r 

la  détermination  des  fonctions  harmoniques.  <pi,  îpj  et  ©'  pouvant 
faire  l'objet  de  problèmes  séparés  plus  simples,  en  supposant  deux 
des  trois  constantes  è<,  62,  A'  égales  à  zéro  et  la  troisième  égale, 
à  l'unité.  Ces  fonctions  ne  dépendent  donc  aucunement  des 
constantes,  mais  uniquement  de  la  forme  du  contour  de  la  section 
droite. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que,  lorsque  le  contour  de  la  sec- 
tion droite  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  de  coor- 
données Ox  et  Oj',  les  fonctions  C0|  et  'fa  seront  des  fonctions  dites 
impaires^  ce  qui  veut  dire  qu'elles  changent  de  signe  sans  changer 
de  valeur  lorsqu'on  passe  du  point  {x^  y)  au  point  ( — x^  — /).  En 
effet,  l'équation  différentielle  ^e  doit  pas  changer  (^uand  on  fait 
tourner  les  axes  de    180**,  ce  qui  revient,  à  changer  x  en  ( — x) 

et  y  en  ( — y)  ;  or  les  coefficients  de  -7—  et  —  dans  II|  et  lia  sont 

des  fonctions  paires  et  ne  changent  pas.  11  doit  donc  en  être  de 

même   des    coefficients   différentiels  -r^  et  -r^-  Les    fonctions  o 

dx         dy  * 

correspondantes  doivent  donc  être  impaires. 
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Le  contraire.se  produira  pour  H,  qui  est  une  fonciion  impaire^ 

et  par  suite  pour  çp'  qui  doit  être  ainsi  une  fonction  paire. 

Ceci  posé,  examinons  les  conditions  relatives  aux  deux  hases  du 
prisme. 

Si  les  six  constantes  étaient  données  el  si  la  fonction  ç  était 
supposée  déterminée,  il  en  résulterait,  en  chaque  point  {xyz)  de 
la  pièce,  des  valeurs  déterminées  pour  les  tensions  N3,  Tj,  Tf  En 
un  point  quelconque  de  la  Surface  latérale,  il  n'y  aurait  aucune 
tension  ;  mais  sur  les  bases,  la  distribution  des  tensions  serait  coin* 
plètement  déterminée  et  la  distribution  de  Nj  notamment  devrait 
obligatoirement  se  faire  suivant  une  loi  linéaire  en  xy. 

Pour  la  base  inférieure,  sur  laquelle  n'inter>dennent  pas  des 
forces  appliquées  connues  a  priori^  il  n*j  a  ai/cune  difficulté  à 
admettre  ce  résultat  en  ce  qui  concerne  les  réactions  développées  sur 
cette  base.  Mais  en  ce  qui  concerne  la  base  supérieure,  la  répar- 
tiiioA  dies  forces  qui  y  sont  appliquées  ne  saurait  être  arbitraire 
pour  que  la  solution  de  Saint-Venant  puisse  convenir.  C'est  là 
un  résultat  qui  ne  saurait  surprendre,  attendu  qu'en  faisant  la 
supposition  initiale  N,  =N2  =  T3=  o,  on  s'imposait  a  priori  des 
restrictions  assez  considérables. 

Mais  il  est  très  remarquable  que  la  détermination  des  six  cons- 
tantes ne  dépend  pas  de  la  loi  réelle  de  répartition  des  forces  sur 
la  base  supérieure  du  prisme.  Elle  dépend  uniquement  de  fa  résul- 
tante  de  toutes  ces  forces  et  de  leur  moment  résultant. 

Désignons  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  translation  de  celle 
résultante  et  par  M„  Mj^,  M-  les  composantes  du  moment  résnhant 
pris  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées. 

D'un  autre  côté,  supposons  que  cette  origine  soit  au  centre  de 
gravilé  de  la  section  de  base  et  que  Ojr  et  Oy  soient  dirigés 
suivant  les  axes  de  l'ellipse  centrale  d'^inerlîe,  de  sorte  que  Ton  ait 

« 

pour  une  section  transversale  quelconque. 
Posons,  en  outre, 


x' 


/ 
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Le  système  des  forces  N3,  Tj,  T<  afférent  à  la  base  supérieure  est 
identique  au  système  des  forces  qui  lui  sont  appliquées.  Mais 
puisqu'il  n*y  a  aucune  force  appliquée  à  la  surface  latérale  du 
prisme,  il  est  statiquement  équivalent  au  système  des  forces 
N3,  T2,  T<  afférent  à  une  section  transversale  quelconque,  définie 
par  une  ordonnée  h  arbitraire.  En  particulier,  on  peut  choisir  la 
base  inférieure. 

On  a  alors  les  six  équations  de  condition 

}r=rT,rfîr,  Y=/Tirf<T,  Z=rN,rfcr: 


M 


X 


=  f^iyd9,         My=  Ç^^xdv,         Mz=  r(Ti}r  —  Tix)d(j. 


En  développant  les  calculs,  on  trouve 


X 
9 


(5)  Zr=aS, 

(4)         Mx=atî^, 
(>)         M^=aiïy, 

—  Tif-Î  fx{x^'^y^)d^ >-  i  y\xi -^  y^)  d^. 

Les  équations  (3),  (4)  et  (5)  fournissent  respectivement  a,  ai ,  a^* 
Les  équations  (i)  et(2)  fournissent  6,  et  63,  car  on  peut  démon- 
trer que  les  intégrales  j  ^  dv  et  1  -j^  d7  ne  dépendent  pas  de  la 

forme  analytique  de  la  fonction  cd.  Il  suffit  de  leur  appliquer  le 
théorème  de  Green.  Mais  on  peut  obtenir  très  directement  è<  et  f)* 
en  remplaçant  les  équations  (i)  et  (2)  par  deux  autres  équivalentes. 
11  suffit  d'écrire  des  équations  analogues  à  (4)  et  (5),  non  plus 
pour  la  base  inférieure,  mais  pour  une  section  transversale  arbi- 
traire, d'ordonnée  A. 

Dans  cette  section,  le  moment  des  forces  extérieures,  par  rapport 
à  une  parallèle  è  Oar,  est,  par  exemple,  Mx  -f-  AY.  Ce  moment  doit 
i^trc  é^al  à  /Nj^rfr,  la  valeur  de  N3,  dans  cette  intégrale,  ayant 
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pour  valeur 

En  développant  le  calcul,  on  trouve  , 

d'où  la  condition 

M;c  -+-  A  Y  =  a,  1^  -h  h  6s  f  x. 

Cette  condition  doit  être  satisfaite,  quel  que^oil  h.  Il  en  résulte  J 

d*abord  l'équation  (4)  et  ensuite  la  nouvelle  relation 

qui  donne  6o. 

On  trouverait  de  même  pour  b^  la  relation 

(I)'  X  =  6»V 

Quant  à  la  sixième  constante  /r,  elle  sera  donnée  par  l'équa- 
tion (6)  quand  6j  et  b^  seront  ainsi  déterminés. 

Il  convient  de  remarquer  immédiatement  que  cette  équation  (6) 
se  simplifiera  notablement  dans  deux  cas  importants,  savoir  : 

i®  Quand  on  aura  b^  =  62  =  o,  c'est-à-dire  quand 

X=Y=o; 


\ 


2**  Quand  on  aura  affaire  à  une  section  symétrique.  En  effet, 
dans  ce  cas,  toutes  les  intégrales  qui  figurent  dans  le  second  membre 
comme  coefficients  de  fe|  et  de  62  portent  sur  des  fonctions  im- 
paires, et  deviennent  par  suite  nulles.  D'autre  part,  nous  a>ons  vu 
plus  haut  que  la  fonction  ©  est  de  la  forme 

et  que,  dans  le  cas  d'une  section  symétrique,  les  fonctions  Çi  et  oj 
sont  impaires.  Il  en  sera  de  même  des  expressions 

do*  dot  doi  d^i 

^  dx  dy  "^  dx  dy 

» 
Par  suite,  quels  que  soient  6j  et  ^2?  i's  disparaîtront  entièrement 

de  l'équation  (6),  qui  ne  renfermera  plus  que  la  constante  X",  et 
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qui  deviendra,  tout  comme  dans  le  cas  précédent, 

Généralisation  de  la  solution  de  Saint-Venant.  —  Ainsi  que  nous 
l'avons  remarqué  plus  haut,  la  solution  obtenue  ne  peut  convenir 
rigoureusement  que  lorsque  les  forces  appliquées  à  la  base  supé- 
rieure du  prisme  remplissent  certaines  conditions,  et  que  les  forces 
normales  en  particulier  y  suivent  une  loi  de  répartition  linéaire. 
Cependant,  Saint- Venant  a  justifié  son  extension  par  les  considé- 
rations suivantes. 

En  réalité,  on  ne  peut  presque  jamais  connaître  la  loi  de  la 
distribution  des  forces  sur  une  surface,  exception  faite  du  cas 
particulièrement  simple  où  il  s^agit  de  la  pression  d'un  fluide. 
Quand  on  parle  d'un  système  de  forces  données,  on  ne  connaît  que 
les  copiposantes  de  leur  résultante  de  translation  et  celles  de  leur 
moment  résultant.  Dès  lors,  rien  ne  permet,  en  fait, "de  distinguer 
deux  problèmes,  pourtant  analytiquement  distincts,  correspondant 
à  deux  systèmes  de  forces,  équivalents  au  sens  de  la  mécanique 
rationnelle,  pour  l'un  desquels  on  aurait  la  loi  de  distribution 
voulue  parles  formules,  tandis  que  pour  l'autre  on  ne  l'aurait  pas. 
Au  premier  seul  de  ces  problèmes,. la  solution  trouvée  serait 
rigoureusement  applicable.  Mais  il  est  clair  que  cette  solution  doit 
approximativement  convenir  au  second,  du  moins  dans  toute  la 
partie  du  prisme  un  peu  éloignée  de  la  base. 

Pour  préciser  ce  dernier  point,  supposons  qu'on  applique 
simultanément  à  la  base  du  prisme  les  deux  systèmes  de  forces 
envisagés,  le  second  étant  changé  de  signe.  On  aurait  alors  affaire 
à  un  troisième  problème,  dans  lequel  les  forces  appliquées  à  la 
base  auraient  une  résultante  de  translation  nulle  et  un  moment 
résultant  nul.  On  pourrait  donc  grouper  ces  forces  en  résultantes 
partielles  égales  et  opposées  deux  à  deux.  Or,  il  est  presque 
évident  qu'un  pareil  système  ne  saurait  produire  de  déformations 
appréciables  que  dans  le  voisinage  des  points  d'application. 

Enfin,  on  peut  ajouter  à  tout  cela  une  raison  qui,  de  toutçs,  est 
peut-être  la  meilleure,  c'est  que  l'expérience  permet  de  constater 
dans  un  certain  nombre  de  cas  simples  que  les  déformations  d'un 
solide  élastique,  en  des  points  un  peu  éloignés  de  la  région  d'appli- 
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..'  4iation  d'un  système  de  forces,  ne  dépendent  pas  du  mode  d'appli** 
cation  de  ces  forces,  mais  seulement  de  la  résultante  et  du  moment 
résultant  du  système.  Il  en  est  ainsi  dans  le  cas  de  l'extension 
d'un  barreau  prismatique.  La  forme  des  mâchoires  de  l'appareil* 
d'essai  n'a  aucune  influence^  et  l'on  constate  les  ménies  allonge- 
ments dans  le  corps  du  barreau  quand  la  traction  est  transmise  par 
divers  mpjens,  mâchoires,  broches  traversières,  etc.  II  en  est  de 
même  dans  les  phénomènes  de  torsion  de  prismes  à  base  circulaire, 
bu  dans  ceux  de  flexion  de  barreaux  de  section  rectangulaire 
aisément  observables^ 

Saint- V^enant  a  donc  eu  raison  d'affirmer  la  valeur  pratique  de 
sa  belle  solution.  Elle  constitue  une  justification  de  l'hypothèse 
fondamentale  de  la  Résistance  des  Matériaux  et  permet  de  pousser 
très  loin  l'analyse  des  déformations  ei  des  tensions  intérieures 
dans  les  prismes. 

Nous  allons  passer  en  revue  quelques  applications  et  traiter  des 
cas  tout  à  fait  simples,  dont  les  solutions  peuvent  être  combinées 
par  voie  d'addition  pour  s'appliquer  à  des  cas  plus  complexes. 


Applications  du  problème  de  Saint -Venant. 


I.    >-    t^XTKNSlO.t   SIMPLR. 

Supposons  que  Ton  ait  à  la  fois 

X  fi=  Y  =  Mx  ==  M r  *=  Mt  ==  o        avec        Z  jz^  o. 


on  aura 


a  =  g»        •£?,  =  « 

»,  ^  «1  ss  Oi  =  AT  s=  O. 

On  en  déduit  pour  les  tensions 

Nj  =  a  =  ^  f 

T,  =  T,  =  o 

et,  pour  les  déplacements, 

On  retrouve  donc  les  résultats  connus. 
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IL  —  Flexion  simple. 


Supposons  que  Ton  ait  à  la  fois 

X  =  Y  =:  Z  =  Mx  =  M  -  =i  o        avec        I^^  =  o, 

On  aura 

a  =  <i2  =  6|  =  6)  =  o        et        «i  =  -T^  • 

Quant  à  la  constante  A',  appelée  constante   de  lors f on ^  elle  est 
également  nulle,  en  vertu  de  l'équation  (6)', 
On  en  déduit  pour  les  tensions 

et,  pour  les  déplacements, 

ï)       a?* —  y^         I        «* 

Ces  résultats,  plus  complets  que  ceux  fournis  par  la  Résistance 
des  Matériaux,  ne  sont  pas  en  contradiction  avec  eux. 

En  particulier,  si  l'on  considère  les  points  de  la  libre  moyenne 
axe  du  prisme,  pour  lesquels  on  a  x=y  =  o^  on  trouve 

M  *  z* 

u  =  — 

d'où 


u  — 

Kl 

—  f 
1 

= 

— 

M 

El' 

111.  —  Flexion  composée. 
Supposons 

Y  =  Z  =  M;f  =  M-  SB»  o        avec         X  ^  o        et         Myyti.o, 

On  aura,  en  vertu  de  (^a)',  (3  ,  ^4)^ 

6i  =  a  =  as  =s  o, 


L  ... 
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et,  en  vertu  de  (i)' el  (5),  \ 

'y  *r 

Si  la  section  est  quelconque,  l'équation  (6),  donl  le  premier 
membre  est  nul,  et  qui  sera  débarrassée  de  b^  et  de  ©2j  fournira 
pour  la  constante  de  torsion  A'  une  valeur  proportionnelle  à  6| ,  le 
coefficient  de  proportionnalité  dépendant  d^ailleurs  des  fonctions  ©, 
et  op'  qu'on  peut  suppose^  déterminées  à  part. 

Mais  si  la  section  est  symétrique,  ce  que  nous  supposerons  désor- 
mais, l'équation  (6)'  fournit  Jc  =  o .  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  . 
torsion. 

Les  expressions  des  déplacements  se  réduisent  à  : 


w 


^      l[a.x^  +  6.^(^-Ç)+A,<p.]. 


Les  expressions  des  tensions  sont  données  par 

}x  dx  2 

On  peut  donner  à  N;,  la  forme  la  plus  expressive  : 

Vy  \y 

en  posant  M  =  M^.  -+-  Xj.  On  reconnaît  que  M  est  le  moment  des 
forces  appliquées  pris  par  rapport  à  la  parallèle  à  Oy  menée  par. 
le  point  X'=i  o,  y=r  o,  5  =  0,  c'est-à-dire  par  le  centre  de  gravité 
de  la  section  d'ordonnée  5.  C'est  ce  que  l'on  appelle  le  moment  de 
flexion  relatif  à  cette  section. 

Dans  une  même  section,  pour  z  constant,  N,  varie  proportion- 
nellenïcnt'à  x  distance  du  point  à  Taxe  neutre,  lequel  est  ici  la 
parallèle  à  Oy  passant  par  le  centre  de  gravité.  Ce  sont  les  résultais 
de  la  Résistance  des  Matériaux. 
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Quant  aux  tensions  T|  et  To,  elles  dépendent  de  la  fonction  0|, 
laquelle  dépend  elle-même  de  la  forme  du  contour  de  la  section 
droite.  On  ne  peut  donc  avoir  leur  valeur  explicite  sans  particula- 
riser cette  section.  Nous  en  donnerons  quelques  exemples  plus  loin. 
Cependant,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  «ection,  on  peut 
retrouver  le  résultat  relatif  à  la  valeur  moyenne  de  To  sur  une 
parallèle  telle  que  MN  à  Oy  dans  la  section  d'ordonnée  z. 


as 


\ 


Reprenons  Téquation  générale  d'équilibn; 


dx 


dy 


d\^ 
ds 


=  (». 


Multiplions  par  ^fe,   élément  de   surfaire,   puis  inté«;;rons  pour- 
retendue  de  la  surface  hachurée  MNA.  En  désignant  par  a  et  ^ 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  un  point  du  contour  MINA 
cl  par  dl  un  élément  de  ce  contour,  nous  aurons 

rinlégrale  siipple  du  second  membre  étant  prisj  tout  le  long  du 
contour  MNA.  Or,  tout  le  long  de  Tare  de  courbe  NAM,  ou  a 
Tja -i- T,  p  =  ().  C'est  la  condition  à  la  surface  relative  aux  parois 
latérales  du  prisme.  D'autre  part,  tout  le  long  de  la  droite  M\,  on 
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a  a=  I,  p  ±±  o,  de  sorte  que  Tinté grale  se  réduit  à 


c'est-à-dire  à  w^a,  si  Ton  désigne  par  «la  longueur  de  MNçt  par/2 
la  valeur  moyenne  de  T^  le  long  de  MN. 
D'autre  part,  on  a 


/  -~  ûf «r  =.  /  btxd<i  =  bi m, 


en  désignant  par  m  le  moment  par  rapport  à  Oy  de  Taire  MNA. 

On  a  donc  finalement 

X 

uif=  birn  =  ^  m. 

C'est  encore  conforme  à  la  Résistance  des  Matériaux,  X  étant 
ici  Teffort  tranchant. 

Cas  pïarticulier  de  la  section  elliptique.  -  Nous  allons  chercher  à 
déterminer  pour  ce  contour  la  formé  de  la  fonction  harmonique  0| 
dont  dépendent  T|  et  T2. 

Soit  —  -f-  -^  ==  I  Téquation  de  contour,  on  a 


dV       'àx  df       'xy 

da-        a^  dy        b* 


Par  suite  la  fonction  ©i  doit  satisfaire  à  Téquation  différentielle  qui 
se  déduit  de  Téquation  générale  donnée  plus  haut  en  faisant  fe,  r^  i , 
èa  =  K  =  o,  savoir 

^  rf(p       ^F  £][«p  _ 
dx  dx       dy  dy  * 

avec 

^F  /   .         rrs_yt\        rfF 

Cette  équation  devient  ici 

X  do       Y  do       X  [  ^        3^'  —  y*  \       y 

On  y  satisfait  en  prenant  pour  y  un  polynôme  harmonique  de  la 
forme 
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dont  les  coefficients  a  et  ô  sont  à  déterminer,  de  manière  à  obtenir, 
une  identité  pour  les  points  du  contour.  Or,  pour  de  tels  points,  on  a 


dm 

» 

dx 
do 


=  —  &^ry. 


r 

En  substituant,  on  obtient  une  équation  homogène  du  troisième 
degré,  ne  contenant  que  des  termes  en  x^  ou  en  xy^.  En  égalant 
séparément  leurs  coefficients  à  zéro,  on  obtient  les  deux  équations 
de  condition 


a        3fi        I 


Ti 


a*        a*        a'        jia* 


En  résolvant  par  rapport  à  a  et  p  on  trouve 

(3a2-+-6*)a  =  a«['2a2(i  -+- tj)  h- ^*  ], 

On  trouve  alors  pour  Tt  et  Ta  le^  expressions  suivantes  : 

E  :r5 V* 

- —  T,  =  a  .+.  33(ar«— yî  )  —  ar*  —  •/; ^^ 

On  voit  que  T|  s'annule  pour  x  =  o  et  pour  y  =  o^  c'est-à-dire 
tout  le  long  des  axes  de  coordonnées.  11  prend  des  valeurs  égales  et 
de  signe  contraire  pour  deux  points  symétriques  par  rapport  à 
Tun  ou  à  l'autre  de  ces  .axes.  Sa  valeur  maxima  est  atteinte  sur:  Je 
contour  aux  points  ou  le  produit  xy  est  maximum.   Le  maximum 

de  xy  atteint  la  valeur  — v. 

Quant  à  Tj,  il  prenTl  des  valeurs  égales  et  de  même  signe  pour 
deux  points  situés  symétriquement  par  rapport  à  l'un  ou  à  Tautni 
des  axes.  Comme  i  —  2rj  est  toujours  positif,  sa  valeur  maxima 
s'obtient  pour  x  =  o  ely  =  o,  c'est-à-dire  au  centre  de  l'ellipse. 
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Il  est  nul  pour  r  =  o  et  a?.  =  dz  a,  c'est-à-dire  aux  sommets  situc'rs 
sur  l'axe  Oa^.|Le  long  de  droites  parallèles,  soit  k  Ox,  soit  à  Oj', 
il  varie  suivant  une  loi  parabolique.  ^ 

Cherchons  pour  différentes  valeurs  de  y  =  p  et,  en  supposant 

7j  =  ->  le  rapport  des  valeurs  niinima  et  maxima  que  prend  T^  le 
long  de  Taxe  Oy,  Ce  rapport  a  pour  expression  générale 

2a*(l-4-7j)H- 6'*— ô*(i  —  2r,)__  6»  (  I  —  2  T^  )  T 


2a*(i-f-7j) -V- ^*  2a«(^i -t- •/)) -f- 6*  b^'*'-\*'i 

On  trouve  les  résultats  suivants  : 


Valeur  de  -r-  =.P 
o 


1 

-  -  • 
4^ 

1. 

0 

4. 

,69 

o,8G 

0,95 

0,99 

Valeur  du  rapport 0,69 

Ces  résultats  montrent  que  même  pour  une  section  aplatie,  lellc 
que  sa  hauteur  soit  la  moitié  seulement  de  sa  longueur,  le  mini- 
mum de  To  le  long  de  Oy  représente  encore  69  pour  100  du  maxi- 
mum, et  que  par  suite  la  valeur  moyenne  de  Ta  représente  environ 
les -^  de  ce  maximum.  Dès  que  la  hauteur  atteint  ou  dépasse  la 
largeur,  la  valeur  moyenne  de  T.j  sur  Taxe  de  flexion  de  diffère 
que  de  quelques  centièmes  de  sa  valeur  maxima.  La  règle  usuelle 
qui  consiste  à  déterminer  seulement  la  valeur  moyenne  se  trouve 
donc  justifiée. 

On  peut  de  même  comparer  le  maximum  de  T,  au  mji^imum 
deTo,  c'est-à-dire  a6  [«-*  (i +yi) -+- é^y.]  à  a2[2a2(i -|-7;)4-è*). 

Le  rapport  a  pour  expression  générale 


2  5    3p*-K  M 

Il  est  égal  au  précédent  rapport  multiplié  par — -Pour  qu'il 

2p 

devînt  supérieur  à   1 ,  il  faudrait  que  p  ^^  j  devînt  voisin  de  -r- 

Pour  p  ^:=  I,  le  rapport  n'est  que  de  0,4-^  environ.  C'est^donc  à  bon 
<lroit  qu'on  néglige  la  détermination  de  T|  dans  les  calculs  pra- 
tiques de  la  Résistance  des  Matériaux. 

Cas  particulier  de  la  section  rectangulaire.    -  Soit  sîale  plus 
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grand  côté,  supposé  parallèle  à  Ox;  26  le  plus  petit  côté,  paral- 
lèle à  Oy, 

Uéquation  au  contour  se-  dédouble  en  deux  autres,  qu'on  peut 
écrire  ainsi  : 

Pour  x  =  ina^  on  doit  avoir 

rr  1  •  ^9'  •         opi  —  y* 

r*  =  o  ou  bien  — r—  =x*-\-'rï = — • 

dx  1 

Pour  y  =  ±1  b^  on  doit  avoir 

//fÛ  ' 

Ti  =  o  ou  bien  -T^=''Q^/' 

Essayons  la  fonction  harmonique 

1 
Nous  aurons 

--i  r=  a*-(\  -4-  r,)  —  5  {x'-  —  y*')  -h  Ao-H  S/?  A/,(e/'-^-4-  e-A'x)  cos/?j^, 

— :-  T=zrixy —  ^p  \p{ei-^—  e--i'^)%\ïipy. 
cly 

'Si  Ton  fait  p  =  -y^'>  m  désignant  un  nombre  entier  quelconque, 
on  aura  toujours  sin pb  =  o,  et  la  seconde  condition  au  contour 
sera  bien  remplie,  -7^  se  réduisant  à  'i\bx, 

La  première  le  sera  également,  si  pour  j;  =  a  on  a  identique- 
ment  > 

«-(i-M^)  —  -{ai  —  y'-)-h  \o-h^p\p(€P'^~e~P'')cospy' 

1 


11  s'agit  donc  de  développer  la  fonction  paire / (jk )  = — '^iY' 
suivant  un  développement  de  Fourier,  valable  de     -  b  i\-\-  b. 
Le  terme  constant  Aq  a  pour  expression 

i    r ^  t\   r^  b* 
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Le  coefficient  B^  de  cos     *'•    a  pour  expression 

y 

I 

•>;/i  ^  T    I     y  (*)  COS  — ^ —  aj.  = ~  I      a*  cos  — r—  «« 

Or,  en  posant  —  =2  z.,  on  a 

r''    ,         mita    ,  /y»     T^    ,  . 

I      a-  cos  —7 —  ûTa  =  — -    /      5*  cos  m  2  a«, 

et  rintéj^rale  générale  de  z^  cos  mz  dz  est 


5Î     .  2v5  -2 

—  sin  niz  H cosm^ sxnmz. 


Pour  :;=:=:  o  tous  les  termes  s'annulent,  et  pour  5  =  tî  le  second 
t(,'rme  seul  est  différent  de  zéro  et  a  pour  valeur 

X 

iMnaloment  on  a 
et  par  suite  il  faut  poser 


m* 


e    ''    -+-  e     .  '^ 


On  trouve  alors  pour  déterminer  Tj  et  Ta  les  équations 


//lit.»'  OTÎTJ" 


■    —  '—       -  ^  sin — r^— > 


6ï  [X     *       riy  '    T-    ^        m*  "''^"         _  '"^^'^  b 


e    ^     -i-e        ^ 


K  d^  x*  —  yi 


Ai  fi     "       dx  '         '        2 


i^  V  '~  '^ 

7:'   ^       m«" 


71  7    cos — : • 


e    ^'    -he       ^ 


En   ce   qui   concerne   T|,    on  voit  qu'il   s'annule  pour  x  =  o 
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kly=:o,  c'est-^-dire  tout  le  long  des  lignes  qui  joignent  les  milieux 

des  côtés.  11  s'annule  également  le  long  des  grands  côtés  pour 

^  y  =  ±  b.  Pour  une  valeur  donnée  de  a:,  il  atteint  son  maximum  en 

valeur  absolue  lorsque  y  =  -•  Alors,  dans  le  second  membre,  on  a 

sm —  =( — i)*""*  quand  m  est  impair,   et  sin —  =o  qu^nd 

m  est  pair.  Son  maximum  maxiraorum  s'obtient  d'ailleurs  en 
faisant  x  =  a.  Alors  le  second  membre  a  pour  expression  en  valeur 
absolue 


mfZn  mtta 


— -  >  — -  — rr-- =-         {m  icDûiair). 

—  i    ^^  ^fii      mica  mna  ^  ^        * 


En  ce  qui  concerne  Tj,  le  second  membre  de  l'équation  corres- 
pondante s'annule  évidemment  pour  j:  =  ±:  a.  L'expression  ren- 
fermant le  signe  ^  a  une  valeur  moyenne  nulle.  On  s'en  assure 
facilement  en  intégrant  terme  à  terme  de  —  i  à  +  6.  A  la  place  des 
cosinus  s'introduisent  les  sinus  de  — -f^  qui  sont  nuls  aux  deux 

limites.  La  valeur  moyenne  est  même  nulle  quand  on  la  prend 

«ntre  o  et  è,  pour  le  même  motif,  et  d'ailleurs  cette  eg^pression  est 

paire   en  y.    Ses   valeurs    extrêmes    sont    atteintes    pour  y  =z  o 

ety=b.   Si  l'on  faitiF=;.o,  la  première  de  ces  valeurs  a  pour 

expression 

86*  yi  (~i)w-i I 


e    ^     -+-« 


et  la  Seconde  n'en  diffère  que  par  le  changement  de  ( —  i)"*"' 
en  ( —  i),  car  cos  rmz  =  ( —  i)*". 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que,  pour  peu  que  a  soit  égal 
ou  supérieur  à  t,  comme  nous  l'avons  supposé,  ces  deux  dernières 
expressions  sont  très  petites  et  négligeables  par  rapport  à  rjè^.  gn 
se  bornant  au  premier  terme  de  ces  sommes,  on  trouve  pour  a  =  6 
et  m  =  I 

de  sorte  que  le  coefficient  de  v|6^  est  de  l'ordre  de  grandeur 
de  oJo35.  Pour  a  =  :j6,  il  «erait  de  l'ordre  de  grandeur  de 
OjOoiS. 
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11  suffit  donc,  pour  x  =  o,  de  réduire  pratiquement  l'équation 
relative  à  T^  à 

E 


T,=  anH-Ti)^T.(7^-~) 


Lçs  valeurs  extrêmes  du  second  membre  sont  : 

a*(i-hrj— Tj-j  pour        ^  =  o;- 

'     «•(«H-'^'J-HiQ-ô-  pour        y^b,  . 

Sa  valeur  moyenne  est,  en  intégrant  d-e  o'à  è, 

a»(i-+-rO. 

Le  plus  grand  écart  par  rapport  à  cette  valeur  moyenne  a  donc 
pour  valeur  relative 

Si  Ton  fait  r.  —  -  et—  :-^  i  on  trouve  -  seulement. 

*        4       a  7 

Pour  -  =  -,  on  trouverait  seulement  —  •  Cela  confirme  à  nouveau 
a        2  28 

la  règle  pratique  de  la  Résistance  des  Matériaux. 

Si  Ton  revient  maintenant  à  l'expression  donnée  plus  haut  pour 
le  maximum  de  T|,  on  voit  également  que  dès  que^/Jft,  cette 
expression  est  sensiblement  égale  à 

'^ir^ZàHii^         (''^impair). 
Or 

On  trouve  donc  facilement  7^7-*  Son  rapport  à  la  valeur  moyenne 
de  Ta  pour  x  =  o  est  donc 

■2  a*   1  -H  Tj  ~"  10  a* 

Il  est  donc  toujours  notablement  plus  petit  que  i,  de  sorte 
qu'on  n'a  pas  à  se  préoccuper  de  Tj  dans  les  calculs  pratiques 
relatifs  à  la  fatigut»  de  la  niiitière. 
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V 

IV.  —  Torsion  simple. 

Dans  ce  problème,  on  suppose  X  =  ^=  Z  =  o,  M^.  =  M^  =  o 
et  Mz  seul  différent  de  zéro. 

.  Toutes  les  constantes  a  et  è  sont  nulles  et  il  reste  une  seule 
constante  à  déterminer,  K,  constante  de  torsion,  que  fera  connaître 
Téquatiori  (6)  dès  que  la  fonction  o'  aura  été  déterminée. 

Les  expressions  des  déplacements  se  réduisent  à 

tt  =0,         V  =.o,         <r  =  gAf  , 

de  sorte  que  la  détermination  de  sv  ou  celle  de  '^'  constituent  dans 
ce  cas  un  seul  et  même  problème. 

D'autre  part,  les  expressioiis  des  tensions  se  réduisent  à 


Il  n'y  a  donc  [)lus  à  s'occuper  que  des  tensions  T|  et  T^,  lesquelles 
dépendent  de  ©'. 

L'élude  d'un  problème  de  torsion  simple  consiste  donc  essen- 
tiellement à  trouver  la  fonction  harmonique  o  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion au  contour  de  la  section  transversale,  équation  qui,  dans  le  cas 
actuel,  s'écrit  : 

dx  dx        dy  dy  dx"^        dy 

C'est  là  un  problème  difficile  en  général.  Mîiis  on  peut  traiter 
un  certain  nombre  de  cas  simples  en  suivant  une  méthode  inverse, 
indiquée  par  Saint-\  enant,  et  consistant  à  se  donner  a  priori  la 
fonction  harmonique  cp'  et  à  en  déduire  au  moyen  de  l'équation 
différentielle  précédente  la  fonction  F  qui  lui  correspond  et  par 
suite  la  forme  du  contour  qui  convient.  On  peut  ainsi  collectionner 
un  grand  nombre  de  résultats  et  avoir  des  solutions  approchées 
pour  des  formes  de  sections  ne  s'écartant  pas  trop  des  formes 
étudiées. 
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i^  Cas  de  lasection  circulaire, —  Supposons  o'=  mx  H-  ny-^-p. 

Cette  hypothèse  conduit  évidemment  à  une  expression  linéaire 

pour  le  déplacement  w.  Elle  équivaut  donc  à  supposer  que  les 

sections  transversales  demeurent  planes  dans  la  déformation. 

On  en  déduit 

d^*  do 

de  sorte  que  l'équatron  différeatielle  ilu  contour  devieat 


ou  encore 
ou  enfin 


dF.  .       ^F. 


cfy{m  -^y)  —  dx{n  —  a?)  =  o 


a : —  =  n  dx  —  m.  dy. 


En  intégrant,  on  trouve 

C'est  l'équation  d'un  cercle.  On  en  déduit  que  c'est  seulement 
dans  le  cas  de  sections  circulaires,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  l'on 
a  affaire  à  un  cylindre  de  révolution,  que  les  sections  transversales 
peuvent  demeurer  planes. 

Si  l'origine  des  coordonnées  est  au  centre  du  cercle,  son  équa- 
tion se  réduira  évidemment  à 

en  désignant  par  R  le  rayon. 

La  constante  de  torsion  K  se  détermine,  comme  nous  l'avons  dit, 
par  l'équation  (6)'  savoir 

qui  devient  dans  ce  cas  particulier,  en  tenant  compte  de 

/   xd^  =    j  y  d9  =^  Oy 
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Les  expressions  des  tensions  se  réduisent  d'ailleurs  à 


Leur  résultante  est 


T  =  v/Tî  +  Tî=^r, 


en  posant  r  =  y/a?^  -^y^- 

Cette  résultante  est  maximum,  pour  r  =  R  et  a  pour  valeur 


T  = 


ttR» 


a°  Ca5  rfe  la  section  elliptique.  —  Supposons  cp'=  mxy. 
Nous  aurons 

L'équation  au  contour  sera 

d¥ ,  ^      dF ^ 

ou  encore 

dy(my-hy)  —  dx(mx  —  a:)  =  o 
ou  enfin 

x^(i  —  /II)  -H^-/i  -h  m)  =  A. 

C'est  l'équation  d'une  courbe  du  second  degré  rapportée  à  ses 
axes.  Ce  sera  une  ellipse  si  m  •<  i. 

Désignons  par  a  et  b  les  demi-axes  de  cette  ellipse,  de  sorte  que 
son  équation  soit 

On  aura  en  identifiant 


a*   '    6*  ~"  '' 


I  —  m        b*  n* —  6* 

=  —  ou  m  =  — j- 


La  constante  K  se  déterminera  par  l'équation  (6)',  qui  devient 
dans  ce  cas  particulier 

E 


E  /* 


_  A  (  I^ -H  I3,) -4- Ar  ^j— ^  (  1,,  -  ly  )  _  a  A: -^j-p^j^ 
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Comme  on  a 


4  4 


on  trouve  finalement 


A     =    —  M-  r-T 


Les  expressions  des  tensions  sont  alors 


% 


_  a^-{-bi  9.x 

7t  a^b^  ^  Tz  ab^ 

Leur'  résultante  est  maxima  ou  minima  aux  points  du  contour 
correspondant  à  l'un  des  axes,  ainsi  quMl  est  facile  de  s'en  assurer, 
et  elle  est  alors  égale  soit  à  T'i,  soit  à  Tj. 

A  l'extrémité  du  grand  axe,  on  a      ^ 

T  =  Ti=:-M.     ^ 


Tz  a^b 
A  l'extrémité  du  petit  axe,  on  a 

''"  =  'r'=    *'=;^; 

C'est  cette  seconde  valeur  qui  est  la  plus  grande  en  valeur 
absolue,  et  c'est  là  un  résultat  digne  de  remarque,  car  il  est  con- 
traire à  qe  qu*on  admettait  autrefois  a  priori, 

■ 

4 

3**  Cas  de  la  section  rectangulaire.  —  Soit  a  a  le  plus  grand 
côté,  supposé  parallèle  à  Ox\  26  le  plus  petit  côté,  supposé  paral- 
lèle à  Oy, 

L' équation  au  contour,  qu'on  peut  écrire,  en  supprimant  l'accent 

de  «', 


dF  /df 
dx  \dx 

-^y)-^ 

dF  /d^ 
dy  \dy 

-') 

=  0. 

se  dédouble 

comme  il  suit  : 

Pour  X 

' .  a,  on  a 

dF 

et  par 

suite 

dx 

—y 
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Pour  j^  =  ±:  6,  on  a  * 

dF  do 

-r-  =0  et  par  suite      i   -r-  =  ^. 

dx  ^  dy 

a 

Parmi  les  fonctions  harmoniques,  essayons  la  suivante  : 


9  =a?^  -H  S  A(e/'*—  e-/'*)siojP^; 


on  en  déduit  : 


do 
Si  Ton  fait  p  =  -^  en  désignant  par  m  un  nombre  impair,  on  aura 


cos  po  =  cos  —  =  o  et  la  condition  -r*-  =  -^  sera  satislaile  lonl 
^  2  dy 


le  long  des  côtés  y  =:±  b. 

Le  long  des  côtés  x  =  dz  a,  on  aura  alors  : 

,  /    mita  /// Tt/i\ 

d^      -^  ib   ^  ^  ib 

Pour  que  la  condition  t^  =  —  ^  soit  satisfaite  sur  ces  côtés,  il 
faut  que  Ton  ait  identiquement 

£  A— rAe  *''   -f-e      *"   /  sin — /-  =  —  '}.y. 
'2Ù   ^  '  ib  -^ 

Il  s'agit  donc  de  développer  la  fonction  —  2. y  en  une  série  ana- 
logue à  celle  de  Kourier,  valable  entre  —  b  et  -f-  b^  et  où  figurent 

■  * 

seulement  les  valeurs  impaires  de  Tentier/n. 

On  sait  que,  siy(x)  est  une  fonction  impaire,  on  peut  la  déve- 
lopper par  une  somme  de  termes 

.    mr.x 
i.B,,,  sin — j^y 

'lu 

où  m  est  un  entier  quelconque,  et  que  ce  développement  est  valal)le 
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entre  —  26  et  +  26,  Texpression  générale  de  B„j  étant 


On  a  un  autre  développement,  mais  valable  seulement  entre 
—  6  et  -1-6  en  substituant  dans  rinlervalle  H-  6  à  -f- 26  la  fonc- 
tiony"(2è  —  x)  À/{x).  On  peut  alors  remplacer  dans  Pexpression 

de    Bm  rintégrale  /       par  2   /     si  wt  est  impair,  et  par  zéro  si 

m  est  pair. 

On  obtient  alors  la  formule  indiquée  par  Poisson 


Dans  le  cas  actuel,  on  a  pour  m  impair 


4 
b 


asm  — r-aa  =  -r  | acos — -, : — sm  — r~  1 

7.0  0  yntiz  10  m^Tz^  26   Jo 

-'-o-i(l|)'. 

Il  en  résulte 

A  =  (-l)    «     -r(-^)   -Tizrz :r:^,y 


•  I        m  tin  toTZn 

et  finalement 


e  *^   -+-C      »" 


w-4-1      rmz.r  «tTcr 


7!»* /4\3  vC-'v'    "^      e^^    -e      **      .    mirj^ 


o  =  xy  H I  -  I     >  ~ —  — = ■=-  sin 


11  est  évident,  d'ailleurs,  que  Ton  aurait  une  seconde  formule 
équivalente  en  permutant  j?  en  j^  et  a  en  è. 

Cela  posé,  la  constante  K  se  déterminera  par  l'équation  (6)'.  Ku 
développant  les  calculs,  Saint-Venant  est  parvenu  à  une  formule 
équivalente  à  la  suivante  : 


/»/  7C  /r  «lu  n 


[X    A'  3  Vit/    ^aà  m 


e  '^ 

e      ** 

0        //f  71  fl 

m  TT  II 

e      " 
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II  a  ensuite  mis  celte  formule  sous  la  forme  pratique 
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E  M.        ^    ^, 
-X  =  i6a63 

[JL      A' 


(l-^i) 


et  calculé  la  valeur  de  A  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de 


a 


r argument  j  •  Voici  quelques  résultats  : 


a 
d 


A. 


1 0,19276 

i,'25 0,20200 

1 ,  5o . .  • o ,  206  36 

1,75 0,208  38 

2 o,2p9  3o 

a,5..... 0,20992 


a 

à'  '     k, 

3 o,2ioo5 

4. a,%ioo8 

5 o,2~too8 

10 0,21008 

X 0,21008 


Quand  a  =  6,  c'est-à-dire  quand  la  section  est  carrée,  on  a 

-^=2,249a*. 
En  ce  qui  concerne  les  tensions,  on  a 


E  T,        û?ç 

jx    A:    "  dy 


—  X  = 


Vir/    ^       m^  HE 


E  T,        dtD 

]x    k         dx       ^         ^ 


(i)'2'-=^ 


m  IZ  x                m  11  ,-r 

e  ^^  — c      *^ 

ces 

mir  r 

m  1C"               mr^  n 

26 

e^^  -^e      *^ 

WI7C.1'               mit.»' 

e  "  +e      •* 

sin 

mr  V 

mTZrt                wKtt 

2Ô 

e  '^    -+-e      *'' 


On  voit  facilement  que  T|  s'annule  pour  tout  point  de  Taxe  Oy, 
c'est-à-dire   pour    x  =:  o,    en   même   temps   qu'il   s'annule   pour 

De  même  Ta  s'annule  le  long  de  Oar  et  des  deux  petits  côtés. 

Saint-Venant  a  montré  que  c'est  toujours  au  milieu  des  côtés  les 
plus  longs  que  se  produit  l'efTot-t  maximum.  En  supposant  comme 
nous  l'avons  fait  a  >  6,  c'esl  donc  la  valeur  de  T2  pour  x  =^  o^ 
yz=b^  qu'il  faut  prendre  en  considération  pour  déterminer  la 
fatigue  de  la  matière.  Cette  valeur  résultera  de  l'équation 


E  T, 

[JL    k 


,4,_/iyy_L \ 1. 

\^l    ^fni     mit,,  '"t"  I 
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Voici  quelques  valeurs  de  la  parçnthèse,  coefficient  de  2h  : 


a  a 

à  Coefficieni.  .  à 


1 0,675  ,              3.. 

1,2-3.........  0,776  3,5 

i,5o. ....... .  6,847  4-  • 

1,75 o ,  896  5 . . 

2 0,930  10. . 

2,5 0,968  X.. . 


Coefiicient. 

0,985 

0,993 

«,997 

0,999 

1 ,000 

1 ,000 

Remarques  générales  sur  la  méthode  indirecte  de  Saint-Venant. 
—  Nous  avons  dit  plus  haut  que,  lorsqu'on  se  donne  a  priori  la 
fonction  harmonique  cp,  on  peut  trouver  l'équation  du  contour  qui 
lui  correspond.  En  effet,  l'équation  au  contour  s'écrit  : 


(â--)-f(|-')=« 


OU  encore 


ou  enfin 


*(â*-^)-'''(^-')-° 


^' -/($*- â*)" 


const. 


L'intégrale  figurant  dans  le  premier  membre  peut  toujours  être 
déterminée,  puisque  la  condition  d'intégrabilité  est 

oa;^        dy-  ~ 

que  remplit  précisément  par  hypothèse  la  fonction  o. 

On  voit  d'autre  part,  puisque  l'équation  finale  obtenue  ronfcrmr 
une  constante  arbitraire,  qu'à  une  fonction  o  correspond  non  pas 
un  contour  unique,  mais  une  famille  de  contours,  (^ette  sim|)lo 
remarque  permejt  de  iraller  dans  certains  cas  les  problèmes  de  tor- 
sion relatifs  à  des  prismes  ou  cylindres  creux. 

Il  suffit,  en  effet,  que  les  contours,  intérieur  et  extérieur,  appar- 
liennent  à  une  famille  de  courbes  correspondant  à  une  même  fonc- 
tion o.  Cette  fonction  conviendra  à  la  section  annulaii'c  comprise 
entre  les  deux  courbes. 

Bien  entendu,  la  constante  de  torsion  K  se  déterminera  tcnijours 
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par  Téqualion  (6)',  à  condition  de  n'y  faire  intervenir  que  les  élé- 
ments cJt  de  la  surface  annulaire. 

Les  exemples  traités  plus  haut  donnent  donc  la  solution  pour 
des  tubes  circulaires  d'épaisseur  constante,  ou  pour  des  tubes 
elliptiques  dont  la  section  serait  comprise  entre  deux  ellipses 
concentriques  et  semblables,  etc. 

On  sait  qu'à  toute  fonction  de  variable  imaginaire,  mise  sous  la 
forme  P  +  Qi,  correspondent  deux  fonctions  harmoniques  V  et  Q, 
et  que  P  et  Q  ont  ce  caractère  de  satisfaire  à  l'équation 

d*o      rf*  o 
précisément  parce  que  Ton  a  entre  elles  les  deux  relations 


dp 

dQ 

dx 

ày 

dp 

dy-- 

dQ 
dx 

Il  en  résulte  que  si  l'on  a  choisi  P,   par  exemple,  et  si  Ton  a  fait 
o  =  P,  l'équation  du  contour  deviendra 


ou  encore 


a?*  H-  y*       ^ 

1-0  =  const. 


'Z 


Telle  est  donc,  en  définitive,  la  forme  générale  des  équations  des 
contours  pour  lesquels  on  peut  trouver  des  solutions  relativement 
simples.  Pour  les  autres,  il  faut  recourir  à  des  approximations  ou 
a  des  développements  en  séries. 

Pour  chaque  degré  p^  il  existe  deux  polynômes  homogènes  P^ 
et  Q^  qui  sont  harmoniques.  On  les  obtient  en  mettant 

(x  -r  îyy 

sous  la  forme  1*^  +  îQp-  Cela  revient  à  prendre  dans  le  développe- 
ment de  (x-[-y)P  les  termes  de  deux  en  deux,  en  alternant  leurs 
signes.  On  a  là  une  ressource  non  négligeable  que  Saint- Venant  a 
largement  utilisée. 
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Signalons  enfin,  en  terminant,  qu'après  avoir  étudié  une  série 
de  contours  assez  variés,  Saint- Venant  a  reconnu  que  Ton  avait 
toujours  approximativement  la  relation 


E  M, 

[i    k 


4oS 


^r-+-^r 


en  désignant  par  S  la  surface  de  la  section.  On  peut  vérifier  facile- 
ment, par  les  formules  données  plus  haut,  que  cette  relation  est 
exacte  pour  le  cercle  et  pour  l'ellipse.  On  la  considère  comme 
générale.  Malheureusement;  elle  ne  dispense  pas  de  la  détermi- 
nation de  la  fonction  o  lorsque  Ton  a  besoin  de  déterminer  les 
valeurs  des  tensions  T|  et  Tj. 
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FLEXION  DES  PLAQfUES  FLANES, 


L   —  Théorie  générale. 

Défiadtions  et  hypaâiès^t.  —  Une  plaque  est  le  solide  découpé, 
dans  un  prisme  ou  un  cylindre,  par  deux  plans  perpendiculaires 
aux  arêtes  et  dont  la  distance,  mesurant  l'épaisseur  de  la  plaque, 
est  relativement  petite  par  rapport  aux  autres  dimensions.  Nous 
n'envisagereons  ici  que  des  p]a4:}ues  minces,  c'est-à-dire  telles  que 
l'épaisseur  puisse  être  regardée  comme  infiniment  petite  par  rap- 
port aux  autres  dimensions. 

On  appelle  feuillet  moyen  le  plan  mené  à  égale  distance' de 
deux  bases,  plan  qui  sera  pris  pour  axe  des  xy.  La  coordonnée  z 
variera  de  —  A  à  -fr  /«,  l'épaisseur  de  la  plaque  étant  2 h. 

Nous  nous  bornerons  à  examiner  le  cas  où  l'une  des  bases,  la 
base  supérieure  par  exemple,  est  seule  soumise  à  des  charges  et  ou 
ces  charges  lui  sont  normales.  D'autre  part,  la  plaque  sera  suppo- 
sée recevoir  sur  tout  son  pourtour,  ou  sur  une  ligne  infiniment 
voisine,  les  réactions  d'appui  nécessaires  pour  équilibrer  les 
charges.  t  ^ 

La  petitesse  supposée  de  l'épaisseur  de  la  plaque  permet  d'in- 
troduire certaines  simplifications,  au  moins  approchées,  analogues 
à  celles  qtii  servent  de  base  à  la  théorie  des  poutres,  où  l'on  utilise 
le  fait  que  deux  des  dimensions  sont  petites  par  rapport  à  la  troi- 
sième. De  même  que  dans  cette  dernière  théorie  on  rattache  lout>es 
les  circonstances  de  la  déformation  à  celles  de  la  déformation  de 
la  fibre  moyenne,  ici  il  s'agira  de  mettre  en  (euvre  les  simplifi- 
cations introduites  pour  tout  rattacher  à  la  déformation  du  feuillet 
moyen. 

La  principale  simplification  consiste  à  admettre  que  dans  Tinté- 
rieur  de  la  plaque  on  a  partout  N,  ==  o,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas 
de  réaction  normale  entre  les  (différentes  tranches  découpées  piu* 
des  plans  parallèles  au  feuillet  moyen. 
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Celle  condition  paraît,  au  premier  abord,  incompatible  avec 
rhjpotliése  de  char<çes  normales  appliquées  sur  la  base  supérieure. 
N3  doit  en  effet,  sur  celte  base,  avoir  des  valeurs  données  a  priori, 
dans  les  régions  chargées  tout  au  moins.  Mais  cette  difficulté  est 
plus  apparente  que  réelle.  Elle  est,  en  tout  cas,  du  même  ordre 
que  celle  que  l'on  rencontre  pour  les  poutres,  où  les  hypothèses 
N|  =  N2  ^=  o  sont  conciliées  en  pratique  avec  Tapplication  des 
forces  sur  les  surfaces  latérales.  Voici  du  reste,  en  gros,  comment 
on  peut  la  résoudre. 

Si  Ton  a  affaire  à  des  charges  réparties  sur  des  régions  étendues 
de  la  base  supérieure,  ces  charges  sont  toujours  par  unité  de  sur- 
face très  petites  par  rapport  aux*  efforts  moléculaires  tels  que  N, 
et  Na  qui  se  rencontrent  dans  la  masse.  La  densité  des  premières 
est,  par  exemple,  de  1000''*  par  mètre  carré,  ou  de  0*^8,001  par 
millimètre  carré #  Les  efforts  moléculaires  sont  couramment  de 
Tordre  de  5  à  6*^^  par  millimètre  carré.  Il  n'est  donc  pas  absurde  de 
supposer  que  N3  est  partout,  sinon  nul,  du  moins  négligeable  par 
rapport  aux  autres  efforts,  et  qu'en  tout  cas  il  ne  pexit  avoir  de 
valeur  appréciable  que  dans  une  couche  voisine  de  la  base 
chargée  et  dont  l'épaisseur  serait 'infiniment  petite  du  second 
ordre. 

Si  l'on  a  affaire  à  des  charges  concentrées,  c'est-à-dire  en  réalité 
à  des  charges  dont  la  densité  superficielle  est  grande,  c'est-à-dire 
comparable  à  l'intensité  des  efforts  moléculaires,  elles  ne  peuvent 
intéresser  que  des  zones  représentant  au  total  une  très  faible  frac- 
tion de  la  base  chargée. .  Il  restera  entre  elles  des  zones  non  char- 
gées, comprenant  la  presque  totalité  de  la  plaque,  dans  lesquelles 
la  supposition  i\:,  =:  o  correspond  à  la  réalité.  Dans  l'épaisseur  de 
la  plaque,  il  pourra  y  avoir  des  régions,  voisines  des  zones  chargées, 
où  la  distribution  des  eflorls  se  fera  d'une  manière  en  quelque 
sorte  anormale,  et  pourra  même  affecter  la  forme  du  feuillet 
mo^en.  Mais,  dans  l'ensemble,  le  tracé  du  feuillet  moyen  déformé 
n'en  éprouvera  que  des  perturbations  locales,  négligeables  vis-à-vis 
de  sa  déformation  générale. 

La  seconde  simplification  qui  est  généralement  faite,  d'une 
manière  plus  ou  moins  explicite,  c'est  que  les  déplacements  e/,  i\ 
parallèles  au  feuillet  moyen,  d'un  point  (x.y^z)  sont  liés  aux 
déplacements  Wq,  Pq,  çpq  du  point  correspondant  (:3r,y,  o)  du  feuillet 
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moven  par  les  relations 

dvÙQ 


i>  =  Vq—  z 


ày 


On  justifie  ces  hjpolhèse§  par  des  analogies  avec  la  flexion  des 
poutres,  et  en  généralisant  certains  résultats  exacts  que  Ton  peut 
obtenir  dans  certaines  conditions  de  charges  et  d'appuis.  Elles 
reviennent  à  dire  que,  dans  la  déformation,  des  éléments  de  droites 
perpendiculaires  au  feuillet  moyen  demeurent  droites  et  perpen- 
diculaires au  feuillet  mojen  déformé.  A  la  vérité,  ainsi  que  Saint- 
Venant  Ta  fait  remarquer,  il  suffirait  de  poser  des  équations  ana- 
logues pour  les  dérivées  -t"^^  rr  ' 

Le  problème  étant  ainsi  défini,  le  premier  objet  de  la  théorie 
consiste  à  trouver  les  équations  différentielles  auxquelles  satisfont 
les  déplacements  w©,  v^^  w^  du  feuillet  moyen. 

I 

Transformation  particulière  des  équations  générales  d'équilibre 
élastique.  --  Les  équations  générales  étant,  comme  on  sait, 

rfN,       fV\^       cTT, 

-f-  -H  -*-  -T^  -+-  \  =  O, 


dx         dy         ds 
dTji        dSi        dTi 


dx         dy  ds 


-f-  Y  =  o, 


^Vi      ^      ^!^      z  _ 

dx         dy         dz  ""    ' 

on  peut  tout  d'abord  les  débarrasser  des  termes  X,  \  ,  qui  sont  ici 
nuls  ;  puis,  sans  introduire  aucune  autre  hypothèse  que  celle  rela- 
tive aux  charges,  les  intégrer  par  rapport  à  z  sur  tpute  la  hau- 
teur 2  A  de  la  plaque.  Cela  revient  évidemment  à  poser  les  condi- 
tions d'équilibre  des  prismes  élémentaires  de  base  dxdy^  et  de 
hauteur  ih. 

L'intégration  des  termes  de  la  troisiènxe  colonne,  qui  sont  des 
dérivées  en  z,  fournira  des  résultats  nuls  pour  Ta  et  T^,  puisque 
sur  les  deux  bases  on  a  T|  =  Ta  ^=  o,  et  donnera  pour  N3  la  valeur 
qu'atteint  cette  fonction  sur  la  surface  supérieure,  et  qui  est  une 
doublée  du  problème. 
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Enfin,    I  Xdz  représente  le  poids  du  prisme  de  hauteur  2  A. et  de 

base  unité.  C'est  également  un/î  donnée,  et,  si  on  Tajoute  â  la  valeur 
de  N3  à  la  surface,  on  aura  une  fonction  — f{xy),  qui  représen- 
tera en  chaque  point  {x^y^h)  la  somme  des  charges,  poids  propre 
et  surcharge  réunis. 

On  obtiendra  donc  les  trois  équations 

,    .  C  [à:^^       dNi\, 

L^équation  (3),  qui  contient  T^  et  T|,  peut  être  transformée  en 
la  combinant  linéairement  avec  les  deux  premières  équations  géné- 
rales, ou  avec  celles  qu'on  en  peut  déduire  par  différcntiation  ou 
intégration. 

Si  Ton  prend  la  première  équation  générale,  différentiée  par 
rapport  à  a?,  puis  multipliée  par  z  et  intégrée  par  rs^pport  à  s,  on 
obtient 


M^-m'"-/' 


z  —, — T-  az  =  o. 
az  dx 


Or,  le  dernier  terme  intégré  par  parties  donne 

L     dx  \-h    J    dx     "         j    dx       ' 

Car,  à  la  surface,  pour  5=i±iA,  on  a  T2  identiquement  aul, 
ainsi  que  ses  dérivées. 
On  en  déduit 

On  obtiendrait  de  même 

J    dy  J      \dxdy        dy^  ) 

en  se  servant  de  la  deuxième  équation  générale.  Par  suite,  rét|H«- 
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m 

lion  (3)  peut  être  remplacée  par 

^^^        J'[-d^-^''d^^-djT)'^'--''^^'^^' 

Introduction  des  hypothèses  simplificatrices.  Équations  du  feuillet 
moyen.  -  -  Rappelons  les  formules  qui  lient  les  tensions  aux  dépla- 
cements, savoir  : 


TVT        ,  •              N  <3?w        ^  dv        ,  dw 
^^  dx          dy           dz 

^           /  £^tv        dv  \ 

_,            du       ,^               dv        ^  dw 

(du       dw'\ 

-,        ^  du       ,   dsf        ,.             .  dw 
cto           rf/        ^            ^'  dz 

(  dv        du\ 

De  la  supposition  N3  --=  o,  on  déduit  —  en  fonction  de  -t-  et  —  > 

et,  si  Ton  fait  la  substitution  dans  les  valeurs  de  Ni  etN2,  on  obtient 
les  expressions  suivantes  : 

E     /  rf«  dv\  „  V.     /    du       dv\ 

E  étant  le  coefficient  d'élasticité  E  ir=  : — ^-^ — -^  ; 

•  X-f-  fx 

T,  étant  le  coefficient  de  Poisson  Ti  ==:  ■    ^  ■' 

Si,  à  présent,  on  introduit  les  valeurs  supposées  de  a  et  p  dans 
les  expressions  de  N,  et  N^,  ainsi  que  dans  celle  de  T3,  on 
obtient  : 

H      Vdua  dvù'\  Ez     fflf'wp    ,       d*Wo\ 


*  ""  -2(14-  T,)L^  "^    '<r    I  >  -+-  ^   ^*  ^.X  ' 


Il  ne  reste  plus  qu'à  porter  ces  expressions  dans  les  équations  (i), 
(2)  et  (.H), 

11  convient  d'observer  immédiatement  que,  dans  les  intégrations 
faites  par  rapport  à  la  variable  2,  toutes  les  dérivées  de  u^^  p©?  «^©î 
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sont  des  constantes,  et  que  pour  une  constante  quelconque  on  a 

A  dz      =ihA, 


/ 
/ 


\z  dz    =  o, 
kz^dz=.-—\  =  lA 

0 


en  posant  I  =3=  -— .  I  esl  le  moment  d'inertie  de  la  plaque  pour 

Tunité  de  longueur  de  sa  section. 

L'équation  (i)  donnera  donc  simplement,  puisque  les  termes 
en  z  fournissent  un  résultat  nul; 

J  \dx         dy  J  i  —  T)«  L  ^^0  i-       dx  dy  -à        dy^  J 

L'équation  (2)  fournirait  une  équation  toute  semblable,  et  ces 
deux  équations  différentielles  simultanées  du  second  ordre  ne 
<".ontiennent  que  Uo  et  ç^  à  Texclusion  de  Wq.  La  détermination 
des  déplacements  horizontaux  Uq  et  ^o  du  feuillet  moyen  est  donc 
indépendante  de  celle  des  déplacements  verticaux,  au  moins  en  ce 
qui  concerne  leur  forme  générale.  Elle  est  indépendante  des 
<!  barges. 

D'autre  part,  dans  l'équation  (3'},  on  n'a  pas  à  tenir  compte  des 
termes  indépendants  de  z.  Les  autres  donnent 


JK^y)  -        i^r^^ldx'^    ^  '  dx^  dyi 
ou,  en  simplifiant, 


d^  wq  d^  wo         d^  w'o 

dx^  dy^        '  dx"*  dy'*'         dy 


?] 


ou  encore 

El 


—  AAwo  =  — /(:rx). 

C'est  l'équation  de  Lagrange.  Elle  est  du  quatrième  ordre  et 
permet  de  déterminer  w^  indépendamment  de  u^  et  Pq- 

Il  y  a  donc,  au  point  de  \ue  de  leurs  expressions  générales, 
indépendance  complète  entre  (T'q  d'une  part,  et  «o?  <'o  d'autre  part. 
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Aussi  se  borne- t-on,  en  pratique,  à  supposer  e/^  =  <'o  =  o,  et  à 
déterminer  (Vq  par  Téquation  de  Lagrange. 

Expressions  simplifiées  des  tensions.  —  En  ce  qui  concerne 
N|,N2,T3,  nous  en  avons  donné  plus  haut  les  expressions,  et  il 
suffit  d'y  supposer  nulles  les  quantités  Uq  et  Tq. 

En  ce  qui  concerne  T|  et  Tj,  on  ne.  peut  en  écrire  les  valeurs 
locales,  car  on  ne  connaît  pas  la  façon  dont  (v  varie  avec  z. 

Mais  on  peut  exprimer  les  valeurs  totales  de  T<  et  To  sur  des 
éléments  verticaux  ayant  pour  base  dx  ou  dy^  et  pour  hauteur 
l'épaisseur  de  la  plaque  2  A.  En  eûet,  si  Ton  prend  la  deuxième 
équation  générale  d'équilibre,  et  si,  après  l'avoir  multipliée  par  Zy 
on  rintègre  par  rapport  à  z,  on  obtient 

I        z     -5 h  -7—  \  dz  -^  I        z  —=—  dz  =  o. 

Or,  le  dernier  terme  intégré  par  parties  donne 

,  J-h  ^ -h 

car  à  la  surface  on  a  T|  =  o.  11  en  résulte,  en  désignant  par  T',  la 
valeur  de  l'intégrale  cherchée, 

ou 

*  I  — r,«  ydx-'dy         dy^  \' 

On  trouverait  de  même  pour  l'intégrale  /       T2dz  =^  T\ 


'  I  —  Tjî  [  dx-^    "*"  dx  dy*] 


Ces  expressions  donnent  donc  les  cisaillements,  parallèlement 
à  O^,  sur  des  éléments  de  hauteur  2 h  et  perpendiculaires  respec- 
tivement à  Oy  et  Ox. 

Considérons   maintenant  un   élément  vertical  quelconque,   et 
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appelons  a  Tangle  que  fait  sa  normale  avec  Ox,  l«s^  cosinus  direc- 
teurs de  cette  normale  étant  par  suite  sin  a,  ces  a  et  o.  Les  compo- 
santés  X,  Y,  Z  des  tensions  sur  cet  élémant  seront 

X  =  Ni  cosa -4- Tj  sîna, 
Y  =  Tj  cos  a  -h  Nj  sin  a, 
Z  =  Ts  cosa  H- Ti  sinï. 

Si  Ton  envisage  les  deux  premières  de  ces  équations,  on  recon- 
naît qu'elles  sont  exactement  de  la  même  forme  que  celles  que 
Ton  a  à  considérer  en  élasticité  à  deux  dimensions,  Tj  et  Tj 
n^intervenant  aucunement.  On  en  déduîrs^  toutes  les  mêmes  consé- 
quences. 

La  composante  normale  et  la  composante  tangentielle  horizon- 
tale seront 

N—      X  cos  a -h  Y  sin  a» 

T  = —  X  sina  -f-  Y  cosa. 

Le  maximum  et  le  minimum  de  N  s'obtiendront  pour  les  valeurs 
(le  a  satisfaisant  à  Téqualion. 

Ces  directions  pourront  encore  être  appelées  directions  principales. 

Si  en  quelqne  point  on  a  à  la  fois  iN,  =  Nj  =  o,  les  plus  grandes 
tensions  seront  égales  à  T3  et  seront  dirigées  parallèlement  aux 
bissectrices  des  axes  Oa?  et  Ov,  etc. 

Si  Ton  envisage  la  dernière  équation^  donnant  la  valeur  de  Z,  el 
si  on  l'intègre  par  rapport  à  z,  dans  toute  l'épaisseur  de  la  plaque, 

on  obtient,  en  désignant  l'intégrale   j  Tjdz  par  Z',  la  relation 

Z'=T'jCOSfitH-T;sîna. 

Z'  est  le  cisaillement  (ou  effort  tranchant)  parallèle  à  0«,  sur 
rélémeiil  vertical  considéré.  Sa  valeur  est  donc 

Équation  de  condition  à  la  surface  de  la  plaque.  —  Il  est  biea 
évident  que  les  conditions  à  la  surface  sont  d'elles-mêmes  remplies, 
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en  ec  qui  concerne  letf  deux  bases,  quelles  que  soient  les  quantités 
ou  fonctions  arbitraires  qui  se  seront  introduites  dans  la  détermi- 
nation  de  i^oî  d'après  la  seule  considération  de  Téquation  de 
Lagrange.  On  en  a  fait  état  d'une  manière  explicite*  dans  la  trans- 
formation des  équations  indéfinies  d'équilibre.  Il  reste  donc  à 
satisfaire  aux  conditions  que  l'on  s'imposera  sur  la  surface  latérale 
de  la  plaque. 

Si  l'on  supposait  toutes  les  quantités  arbitraires  déterminées  a 
priori^  les  valeurs  de  \  et  Y  pour  un  élément  de  cette  surface,  et 
la  valeur  de  Z'  pour  un  élément  de  hauteur  2 A  ne  pouvaient  être 
évidemment  que  conformes  aux  expressions  données  plus  haut. 
Z'  en  particulier  représenterait  la  réaction  verticale  de  l'appui  aU 
pourtour. 

Si,  au  contraire,  on  veut  que  X  et  Y  aient  des  valeurs  données  a 
priori,^  par  exemple  dans  le  cas  où  la  surface  latérale  ne  supporte 
pas  de  réactions  horizontales,  et  que  par  suite  \  =  Y  =  o,  les 
expressions  données  se  changent  en  équations  auxquelles  les  quan- 
tités arbitraires  devront  satisfaire. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  vérifier  que  si  Fon  intégre  Z'  pour 
tout  le  pourtour  de  la  plaque,  on  retrouvera  la  charge  totale  que 
celle-ci  supporte. 

On  sait,  en  effet,  que  l'intégrale  suivant  un  contour  peut  se  trans- 
former en  une  intégrale  double  appliquée  à  l'aire  enfermée  par  ce 
contour,  au  moyen  de  la  relation- connue 

Son  application  au  cas  actuel  donne 

Dans  tout  ce  qui  suivra  nous  supprimerons,  pour  faciliter  l'écri- 
ture, l'indice  de  iï'oj  aucune  confusion  n'étant  plus  à  craindre. 

Oèserration  sur  l'équation  de  Lagrange.  —  On  peut  tout  d'abord 
faire  ressortir  la  grande  analogie  qui  existe  entre  cette  équation  el 


\* 


6o4  ,  CHAPITRK   XXIil. 

réqualion  différenlielle  des  poutres  droites,  savoir  : 


El 


dx* 


On  passe  de  Tune  à  l'autre  en  supposant  que  p^=/{xy)  ne 
dépend  pas  de  y  et  que  les  appuis  sont  tels  qu'il  en  soit  de  même 

de  «\  Il  faut  constater  cependant  la  disparition  du  facteur  -— — j, 

qui  tient  à  ce  que,  dans  la  flexion  des  poutres  droites,  on  suppose 
Na  =,o,  ce  qui  suppose  la  libre  dilatation  des  sections  dans  le  sens 
des  j^. 

Les  différents  problèijies  que  Ton  se  pose  à  propos  des  poutres  ne 
diffèrent  les  uns  des  autres  que  par  les  hypothèses  relatives  aux 
conditions  des  appuis.  Pour  les  plaques,  il  en  est  absolument  de 
même.  En  effet,  supposons  que,  pour  une  certaine  hypothèse  faite 
au  sujet  des  réactions  au  pourtour,  on  ait  trouvé  une  fonction 
iv  =  iv  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  du  problème.  Pour 
une  autre  hypothèse  quelconque,  on  pourra  poser 

W  —   iv'  -h  tl»! 

et  Ton  aura  évidemment 

A  AiV|  =  o. 

Il  s'agira  donc  uniquement  d'ajouter  à  la  première  solution  tV|, 
une  solution  de  l'équation  précédente  (équation  de  Lagrange  sans 
second  membre)  et  de  faire  en  sorte  que  la  solution  complète  satis- 
fasse aux  nouvelles  conditions  imposées  au  pourtour.  Nous  avons 
vu  comment  on  pouvait  composer  des  solutions  de  cette  dernière 
équation,  qui  joue  un  si  grand  rôle  dans  toutes  les  questions 
d'élasticité.  A  défaut  de  la  solution  générale  et  complète,  on 
pourra,  dans  certains  cas,  utiliser  une  série  finie  ou  infinie  de  solu- 
tions particulières  et  disposer  des  coefficients  arbitraires  pour 
satisfaire  exactement  ou  approximativement  aux  conditions  données 
sur  le  contour. 

Nous  utiliserons  cette  remarque  à  l'occasion  des  plaques  rectan- 
gulaires encastrées,  ou  posées  sur  appuis  élastiques. 

» 

IL  —  Plaques  circulaires  uniformément  chargées. 

Soit  R  le  rayon  de  la  plaque  et  soit  p  la  charge  par  mètre  carré 
qu'elle  supporte.  La  fonction  f\ooy)  se  réduit  à  cette  constante 
dans  le  second  membre  de  l'équation  de  Lagrange. 
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Par  raison  de  symétrie,  le  premier  membre  de  cette  équation  doit 
se  réduire  à  une  simple  fonction  de  r,  rayon  vecteur  allant  du  centre 
de  la  plaque  au  point  (xyO).  En  prenant  des  coordonnées  semi- 
polaires  la  transformation  se  fait  aisément,  toutes  les  dérivées  par 
rapport  a  l'angle  a  étant  nulles. 

On  a 

'i  ' 

et  l'on  en  déduit  : 

dr        X  dr        r 

—r-  =  —  =  cosa,  -r-  ~  —  =  sma, 

dx        r  dy        r 

dcL  sina  drt.  _  cosa 

dx  r  dy  r 

On  trouve  par  suite  (en  supprimant  l'indice  de  i\\))  : 

r/ii'        dw  dr        dw 


.dx         dr  dx         dr 

et 

dw        dw    . 
dy         dr 

d*w        d*w   dr  dw    .       da        d*w       .  1   dw    .   , 

—7—-  =  — =-—  -î— cosa j— sina  -7-  ^  — ;— -cos'a  h -j-  siii'a, 

dx^         dr^    dx  dr  dx        dr^  r   dr 

d^w        d*w    .   ^  I   dw 

—^—r  =  -7-— sin*a  -) T-cos'a, 

dy'^         dr^  r   dr 

d'où 

d^  w        d*  w        d^w        I   dw  \    d  f    dw  \ 

dx^         dy'^   ^    dr^   ^  ;•   dr  ~  r  dr\     dr  / 

rt  fi 

Enfin,  en  répétant  la  même  opération  ;t-^+  7-^»  on  al'équati<m 

d*  w  d'*  w  d^  XV 

1 


dx^  dx*^  dy"^        dy'* 

''  r  dr]''  drlr  dr\    dr)\\'~  Et     ^' 

Cette  équation  s'Intègre  facilement.  En  multipliant  par  r  et  inté- 
grant, on  a  d'abord  pour  l'accolade  j      {  l'expression 

un     ^^^• 

En  divisant  par  r  et  intégrant  une  seconde  fois,  on  a  pour  la 


'    .1 


/ 


% 
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parenthèse  carrée  [     ]  l'expressioii 

Multipliant  par  r  et  intégrant  une  troisième  fois,  on  a 

■A(-Jogr—  -)  -hB--  -hC. 
\  ^.  \  I  4 


dw  _       (i  —  ï)*  )/?'•* 


€/r  16EI 

Ou,  en  désignant  par  les  mêmes  lettres  x\,  B,  G  d'autres  cons- 
tantes, on  a,  pour  -7—»  une  expression  de  la  forme 

dw  (i—r,^)pr^        .      ,  i>  ^^ 


w  = 


Finalement,  on  obtient 

__i__  +  A(--logr--j+B-+Clogr^D. 

Ou,  en  changeant  encore  de  constantes  pour  simplifier  Técriture, 

flf'  =—  ^'"TJ^pt^'  -^  ^'•'-^  B  -*-  C  logr  -+-Or«  logr. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  doit  faire  0  =  0,  car  sans  cela 
on  aurait  iv=^  —  x  pour  i^  =  o,  ce  qui  est  absurde.  On  doit  encore 

avoir  D  =  o,  car  sans  cela  on  aurait  --r-^  =  oo  pour  i'  =  o,  ce  qui 

est  également  impossible  à  admettre,  la  surface  du  feuillet  moyen 
ne  pouvant  avoir  de  point  anguleux  en  son  centre. 

La  constante  B  se  détermine  aisément  en  fonction  de  A,  en  écri- 
vant que  tv  =ir  o  pour  r  =  R,  de  sorte  que  Ton  a 

Quant  à  la  constante  A  elle  dépendra  des  èonditions  que  l'on 
s'imposei*a  sur  la  surface  latérale  de  la  plaque,  el  nous  distinguerons 
deux  cas:  celui  où  la  plaque  est  encastrée  sur  tout  son  pourtour, 
el  celui  où  elle  est  simplement  appuyée. 

Dans  le  premier  cas,  il  faut  écrire  a  priori (]ne  -7-  =^  o  au  pour- 
tour, el  Ton  en  déduit  la  valeur  que  doit  avoir  la  composante  nor- 
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maie  N  sur  la  surface  latérale  pour  que  cette  condition  soit  remplie. 
Dans  le  second  cas,  on  devra  écrire  que  cette  composante  N  est 
nulle  au  pourtour.  En  considérant  le  point  situé  sur  Taxe  des  j?, 
pour  lequel  a  =  o,  on  a  d^arlleurs 


d^w  I  dw\ 


r'-h  2  Ar 


I**  Plaque  encastrée, .--  On  a 

dw  __      (i  —  'r\^)p 
1?  ""  i6£I 

On  déterminera  donc  A  par  la  condition 
d'où 


A  = 


32ËI 


L'équation  du  feuillet  moyen  est,  par  suite, 

La  flèche/ au  centre  est  la  valeur  maxima  de  «v  et  a  pour  valeui 

^Calculons  maintenant  les  valeurs  de  N<  et  N2  pour  un  point 
quelconque  de  Taxe  des  x.  Ces  tensions  sont  proportionnelles  à  z 
et  atteignent  leurs  plus  grandes  valeurs  pour  z  =  ±h.  Mous  sup- 
poserons généralement  z=  -\-  h.  Les  valeurs  calculées  se  rappor- 
teront ainsi  toutes  à  la  base  supérieure  et  pourront  être  comparées 

en  grandeur  et  en  signe. 

■n     ^  I  •  1     d^w       d*w 

Ln  tenant  compte  des  expressions  de  ^— j-  et  ^-5-  pour  y  =  a  ==  <>, 

on  a  d'abord 

\  —  _      ^^      Vd^w  d^wl  _  _     Ez     rd^w        T)  dw] 
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Or,  on  a 

dr  64 El      ^^           ^^  '^^^ 

r/r»  64  El      ^^^'        '**^^' 


et  par  suite 


Nj  est  négatif  et  représente  une  compression  au  centre,  pourr  =  o, 
et  y  atteint  la  valeur 

qui  est  d'ailleurs  le  minimum  de  iS|. 

11  est  positif  et  représente  une  tension  sui"  le  contour,  pour  /•  =  R 
et  y  atteint  la  valeur 

Cette  valeur  est  indépendante  des  coefficients  d'élasticité  et  est 
toujours  plus  grande  en  valeur  absolue  que  la  précédente,  puisque 

Quant  à  No,  il  a  pour  expression 

_     Ez     r    d^        d*_w'        _     E;;     V    d^w       £  dwl 
'  ~  ~  1  —  r,i  l^  dx^  "^  dy^  J   ~        1  —  T,î  [^  dr^   "*"  r   dv  }' 

ce  qui  conduit  à  la  valeur 

Pour  r  n=r  o,  N2  atteint  encore  son  minimum  négatif,  égal  à 
celui  de  \|. 

Pour /•  =  R,  Nj  est  positif,  et  représente  une  tension,  dont  la 
valeur  est  ^ 

toujours  inférieure  à  la  valeur  correspondante  de  N|.  C'est  donc 
cette  dernière  seule  qui  est  à  retenir  pour  calculer  la  fatigue  de  la 

matière,  dont  le  taux  est  ainsi  :    -7:  yf>  quand  On  remplace  I  par 
sa  valeur  1  ==  -— • 
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II  reste  ù  examiner  la  plus  jurande  valeur  des  cisaillements.  Sur 
la  circonférence  d'un  cercle  de  rayon  /•  <;  R,  la  charge  est  p  x  t;/*-. 
•  Elle  se  réj3arlil  sur  la  surface  cylindrique  iizvx^h.  Le  cisaille- 
ment moyen  est  —•  Il  est  maximum  pour  /•==R. 

La  fatigue  au  cisaillement  est  toujours  inférieure  à  la  fatigue 
<lue  à  la  flexion,  exprimée  par  la  valeur  de  N,  au  pourtour.  Pour 
(|u'il  en  fut  autrement,  il  faudrait  que  Ton  eût 

iG  n        i  3 

On  n'aurait  j)lus  affaire  à  une  véritable  plaque  mince. 

2**  Plaque  siîhplement  appuycc  au  pourtour.  -  -  On  doit  celte 
fois  déterminer  A  par  la  condition  que  N|  s'annule  au  pourtour, 
c'est-à-dire  pour /•  =  R.  Etant  donnée  l'expression  de  N|,  cette 
condition  revient  à  écrire 


Or,  on  a 


On  en  déduit 


d'^iv       r  dw 
a/-*         /•   dr 


div  (i  —  ri^)p  .      '■        . 

dr  641il      ^     -i^^^'- 

dr^  6  i  liJ 


';.A(i  +  r.)=  ^-i^r7^4R'(3-hT.). 


L'équation  du  feuillet  moyen  est  alors 


w 


G4  Kl      L  «  ■+•  n  J 


La  flèche  au  centre  s'obtient  en  faisant  r=o: 


/  =  - 


()i  H-T. 


Si  on  la  compare  à  celle  trouNce  pour  la  plaque  encastrée,  on 

\oit  qu'elle  est  plus  grande,  leur  rapport  étant  j — ^-  Si  l'on  sup- 

3  53         /     o 

i)Ose  71-=  —I  ce  rapport  esl    — -  =   |,oo. 

I  •  ,  (,  1  1  15 

PlOEAUD  ^u 
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pnrlrf»    1p    rnînil   i\o 


Pour  calculer  N|   et  Na,  il  faul  reprendre  le  calcul  de  —     el 


» 


dr ëTEr^L^'  •"  '   i-+-tJ 

^/^  64FI      [  i-+-rj       - 

La  tension  IN ,  a  pour  expression 

^.=  t1V[S?-?- S] 'o«^  «'-.'■)<'■-"■)■ 

Elle  est  nulle  au  contour  <M  niinînia  an  centre, ^pour  /'  =  o,  où 
elle  est  négative  et  où  elle  atteint  la  val<uir 

(pliant  à  \2,  elle  a  pour  expression 

Pour  l'i^o^  on  retombe  sur  unr  valeur  négative  égale  à  celle 
de  N,.  C'est  d'ailleurs  un  minimum.  Pour  r=R,  e'est-à-dire  «u 
contour,  on  trouve 

valeur  encore  néj;ative  et  forcément  plus  petite  que  la  précédenle. 
On  voit  d'ailleurs  directement  que  :>.  (i  —  r,)  <]  3  +  7^. 

l^e  taux  de  fatigue  de  la  matière  esi  donc  donné  ici  parTexpres- 

sion  ~  ('^  +  ''i)   /T'  ^^  remplaçant  1  par  sa  valeur. 

Si  on  le  compare  à  celui  cpii  corresponjl  au   bord  de  la  plaque 

encastrée,    on  voit  qu'il  est  plus  fort   et  dans  le    rapport  '• 

33  .^    .  3 

Ce  ra[>porl  est  égal  à  —  =  i  ,(i5  si  r,  — -  — • 

On  oblient  pour  la  valeur  du  cisaillement  au  pourtour  le  même 
résultai  ({ue  plus  haut. 
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ill.  —  Plaques  circvlaihes  ixcomplktehvnt  soumises 

A   UNE   CHARGE   UNIFORME,  OU    SOUMISKS  A  UNE  CHARGE   CENTRALE  CONCENTRÉE. 

Nous  supposerons  d'abord  qu'une  cliar^e  uniforme/?  soit  appli- 
t\{wv  seulement  à  rintérlcur  d'un  cercle  de  rayon  «  <;  fl. 

.       Fig.   188-, 


ï/é([ualion  dilVérentielle  du  feuillet  moyen  sera  la  même  que 
précédemment  dans  l'intérieur  <lu  cercle  eliar^é,  de  sorte  que 
il'  y  sera  toujours  donné  par  la  formule 

Dans  la  couronne  annulaire,  Fécpialion  dillérenlielle  du  feuillet 
moyen  sera  privée  de  son  second  membre,  et  si,  pour  exiler  toule 
confusion,  nous  désignons  par  \v'  le  déplacement  \erhcal  dans  r!'ll<' 
réj^ion  et  par  A'  B'  C  D'  de  nouvelles  constantes  arbitraires,  nous 
aurons  simplement  dans  cette  ré  ««ion 

Ici  encore,  on  doit  faire  (V^-o,   car  on  ne  saurait  axoir  (v' — ^  x 

pour  r=^  o. 

La  constante  IV  se  détermine  parla  condition tv'  -=  o  |>our  /•  :=^  J^, 

c^*  (nii  donne 

0==  A' Ri  H    B-^  n  IVIo-R, 

de , sorte  (pie  ïv'  se  réduit  à 

w'=  A' (/•-*—  RO-^  I>'(/-Mogr—  U=»logR). 

D'autre  part,  pour  r  =  a,  les  deux  surfaces  doivent  se  raccorder. 
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()ji  doit  donc  poser  les  conditions  : 

,  div        d\v'  d'iv        d-iv' 

'  dr         dr'  dr'-  dr'- 

\)our  r  z=za.  Cola  dcterminc  trois  des  couslanles  A  IV  A'  1)'  ni 
fonction  de  rime  d'elles,  A  par  exemple.  Les  équalions  de  conili- 
lions  dévelop[>ées  deviennent  :     .  ' 

—  ^J7y^  P'^''  -^  Art-*-h  B.=  A'(«^~  R«)  -+-  D  (a*  loga  —  R*  logR), 
TrrrrT-  îprt'-f-  ïAa      =  -2  A'a -h  D'(2a  loiça-hr/), 

f  —  Ti^ 

rrrrrr-  i'J»P«-H-  ^A.       =  2A'-h  D'(-2loga  -f-  3). 

Des  deux  dernières,  on  déduit 

^'==-^4rr^^'^'        "'        A'=A  +  ii^^^/>aMoga, 

=  A  — D'ioga. 
Ensuite,  la  j>i'eniière  donne; 

B  =  (A  —  D'logfl)(rt^~  R2)  — Afl-'4-  D  («Ooga  — R^ogR)-^  D'  — , 
=  _AH-Lv(^-R.|og^). 

\ 
Les  équiilidus  ijoniiant  (v  cl  n»'  deviennent  <l"ailloiir.s 

()/|  VA  i}c\  VA  a 


iV 


■-^("-i^')-%ppa'-[r^io,'--i^no,'^] 


W  reste;  à  déterininer  la   conslante  A  d'après  les  condilions   {m 
()ourtour  de  la  j)la(pie. 

i"  Plaque  eticashce,   -      On  doit  a^oir -7-;- =  o  [)Our  /-r^R, 
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ce  qui  donnr  : 

v     ='AR-l<illjli;,a.[.RIog|H-R]=o, 


_4(i-v.')„ 

-    (>4i:t    ^" 


•h■^;] 


On  a  (Jonc  fiiialeineiit  les  expressions 


w 


La  llrche^an  centre  s'ohlienl   en  faisant  r-— o  dans  la  première 
formule.  Elle  est 


/  =  - 
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En  ce  qui  concerne  les.  tensions,  on  j)roçé(lera  comme  prccc- 
dcmmcnl.     ^ous    nous    bornerons    au    calcul    de 


••V 


Sur  la  couronne  annulaire  «  -<  /•  <^  R,  on  a  w  =  iv'  : 

dr  I 
'  r/*  cf.' 


f/;î  G i  i; I  V    "  u '      / 

I 


Pour  r^iR,   on   trouve  la  valeur    |)osilivc   et    indcpendanle    des 
coef(ici(»nls  d'élaslicité 

Pourra  a,  on  irouve 


i\i=  j^«rt-  Ki-^  OI<>gj|-+-'J. 


Celle  valeur  (\sl   toujours  al<;él)ri(|ncm(»nt    inféi'ieure    à  la   prccé- 


/ 
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dente.  Elle  est  positive  ou  urj^alive.  siiivaiilque 


.       1^         I 
a      I  H-  Y, 


Dans  rinlérieur  du  cercle  cKari»é  /•  -<«,  on  a 

dr  ()4Ki       1_  "1 

dUv  (y  —  r^i)p  r  RI 

<//■-'  (i4lî:i      L  <M 

N,=  1^"^^  r(i2-f-4T,)/-*-  1«*ri-+-rO  — 8aM.>-i^(H-T,) 

Pour  r=za^  on  retrouve  la  valeur  précédente. 
Pour  /•  =  (>,  on  trouve  la  valeur  truijours  né<»ativ«* 


N.  =  -g!i8..(..-.)[.ogJ.i] 


f^a  valeur  maxima  de  N,  n'est  plus  forcément  rencontrée  sur  le 
pourtour  de  la  plaque,  cmiiuK*  <*ela  avait  lieu  dans  le  cas  d'une 
charge   complète.    Elle  se   rchcc mirera,   au  contraire,   au  cenln*, 

lorscpie  le  rapport  —  sera  suffisamment  grand,  et,  l'on  |)eul  méuïc 

Cm 

|»réciser,  quand  ce  rapport  satisfera  à  l'inégalité 


1  -r, 

(l 

> 

f 

I  ^r, 

On  \érilie  que,  j)our  a -=^  U,  on  rclomhe  sur  les  formules  trouvées 
précédemment  pour  la  plaque  conq)lélement  chargée. 

11  est  intéressant  de  reconnaître  ce  que  deviennent  ces  diverses 
formules,  lorsque  a  devient  de»  plus  î*n  plus  petit  et  tend  vers  zéro, 
rn  même  temps  que  l'a  charge  totale  P^-^Tcr//-/;  demeure  constante, 
c'est-à-dire  quand  (»n  envisage  un(»  charge  concentrée  placée  au 
<*enire  de  la  plaque. 

f.a  formule  qui  donne  la  flèche  tend  vers  une  limite  finie 

La  formuhî  qui  donne  \|  au  l)oi*d  de  la  plaqu(»  l(md  égalenienl 
\ers  une  limite  finie.  Mais  celh*  qui  donne  ]\|  au  centre  conduit  à 
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une  valeur  inlinie,  car  la  parenthèse  1 — l--l<)g— 1  devient  infinie. 

Toutefois,  il  faut  rejnarquer  (jue  cette  parenthèse  croît  lenleriient 
h»rsque  a  diminue.  Pour  r/^::o,oiR,  elle  n*a  encore  pour  valeur 
(|ue  5,  lo  environ. 

La  fiction  analytique  dune  chart^e  c<mcentrée  n'est  donc  \ms 
admissible  pour  (îes  cal(*td^.  Vax  réalité,  une  charge  dite  concentrée 
est  simplement  une  charj;<'  de  densité  superficielle  relativement 
j;rande,  mais  limitée,  ce  qui  \eut  dire  que  le  cercle  de'^  répartition 
de  rayon  a,  que  nous  avons  supposé,  peut  être  très  petit  relative- 
u>enl  au  rayon  de  la  plaque,  mais  non  pas  ri<»oureusen1ent  nul. 
Il  sera  nécessaire  de  se  faire  une  idée  de  la  orandeur  de  a  avant 
d'être  en  mesure  d'appréci(u*  les  conditions  de  résistance  de_  la 
plaque  à  hi  flexion. 

Il  en  serait  d'ailleurs  de  même  pour  d'autres  efforts,  et  en  parti- 
culier pour  les   efforts  de  cisaillement.  Au   pourtour    du    cercle 

P 
rhari'é,  Tt^fToVl   moyen  de  cisaillement  serait   évidemment  r -- 

II  tend,  lui  aussi,  vers  rinfînt  pour  a^o.  Il  croît  même  plus  vite 

que  N|. 

.  P 

Enfin,  il  en  est  de  même  de  Tintensilé  de  la  charj^e  ciui  est  — -* 
'  ^      1  ira* 

et  croît  comme  le  carré  (h;  -•  (  )uand  a  devient  d^  plus  en   plus 

[»elit,  cette  valeur  de  rinlensiié  de  la  charge  peut  devenir  incom- 
patible avec  la  résistance  de  la  matière. 

* 
'2^  Plaque  simplement  appuyée.     -  On  doit  cette  fois  détermi- 
ner A  par  la  condition  que  ^,  s'annule  au  pourtour,   c'est-à-dii*e 

pour  /•  :=:r  R. 

On  a 

dw'  ^  { 


cir 


dr 

On  en  déduit 

•>..\(l  -h  r/)  =    ^^'i^r^^y^   \Ct'  [>.(  H-  T.  )  log-   4-  3   -H  J  , 

d'où 


6 


r,i)p  ,        r,        K  3-f-r,     1 

\\A  L         ''        '2(1 -+-r^) 
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On  a  donc  finalement  les  expressions 


«V 


La  flèche  au  centre  s'obtient  en  faisant  r  =  o  dans  la  preniîèrt' 
formule 

Comparons  celle  formule  à  celle  de  la  plaque  encastrée.  Le  rap- 
port des  deux  flèches  a  pour  expression  i»ènérale 


I  -r-r, 


Lorsque  a^^R,   ce  rapport  alteinl >  ainsi  que  nous  l'avioiiii 

trouvé  précédemment.   Lorsque  a  tend  vers  zéro,  ce  rapport  tend 
vers seulement.   Poifr  r,  =  —,  il  va  donc  en  décroissant  de 


4,o8  environ  à  —  =2,5  environ. 


La  valeur  deN,  dans  Tintérieur  du  cercle  chargé  r<Cci  se  déduit 
des  formules 

dr  ()4K1       L  I  -+-  r,  °  a  | 

N,  =  ^  [^4  /•-(3  -HT,)  -  4«-*<' 3  +  r,  )  -  Ha^-i  i  -f-  rj    log  ^1  • 
Pour  r--=r.'^i^  on  trouve  la  valeur  toujours  négative 

^>  =  —  iTT7  8«'(l-4-'r,  ,)log  — . 

Pour  /*  =  <),  on  trouve  la  valeur  toujours  négative  et  supérieure  en 
valeur  absolue 

64 1  L       «       '  <  ï  -+  ■'i  '  J 
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Cetlo  dernière  formule  est  à  comparer  à  celle  qui  lui  correspond 
dans  le  cas  de  la  plaque  encastrée.  Le. terme  -dans  la  parenthèse 

est  simplement  remplacé  par  -  '■ qui  a  pour  valeur  habituelle 

-  X-r,»  pour  7[  =  — <. 

Quand  la  plaque  est  complètement  chargée,  log— =  0,  et  le 
rapport  des  deux  valeurs  de  N,  atteint  -t=  2,5  environ.  Au  con- 
traire, lorsque  a  est  petit,  c'est  le  terme  log  -  qui  devient  prépon- 

dérant  dans  la  parenthèse,  et  le  rapport  des  efforts  tend  vers  l'unité. 
11  convient  de  remarquer  que,  dans  le  dernier  cas,  ce  rapport  est 
bien  celui  des  plus  grandes. fatigues  de  la  pièce  à  la  flexion,  car 
dans  la  plaque  encastrée  N,  est  plus  grand  au  centre  que  sur  le 
pourtoi#,  lorsque  a  est  suffisamment  petit.  Pour  a  =  R,  la  plus 
grande  fatigue  pour  la  plaque  encastrée  se  rcncoptre  sur  son  pour- 
tour et  le  rapport  des  plus  grandes  fatigues  serait  celui  que  nous 

avons  déterminé  précédemment,  savoir  :  —^ — ^:^  1,55  environ. 

En  réalité,  le  rapport  des  jdus  grandes  fatigues  ^de  la  plaque 
appujée  et  de  la  plaque  encastrée  varie  de  i  ,55  à  i ,  lorsque  a  varie 
de  a  -=ï{  èi  a  =z  o,  toutes  les  autres  circonstances  étant  supposées 
les  mêmes. 

.  Bernan/ues.  —  Avant  de  terminer  ce  qui  est  relatif  aux  plaques 
circulaires,  on  peut  remarquer  que  l'équation  de  l^agrange  s'inté- 
grerait sans  difficulté  si,  au  lieu  de  supposer  une  pression  uniforme 
dans  uu'cercle  de  rayon  <7,  on  supposait  une  pression  donnée  par 
une  fonction  algébrique  simple  de  /•.  On  peut,  par  exemple,  envi- 

sager  la  formule/?  -~  -^-r  {u-  --  r'^  ),  qui  fournirait  //  =  o  pour  /•  =  a 

et  p=^ — -,  c'est-à-dire  le  (louble  de  la  pression   movenne,   pour 

/•  =  ().  Cette  répartition  doit  se  rapprocher  beaucoup  plus  de  la 
réalité  pour  des  charges  dites  concentrées. 

On  peut  se  servir  aussi,  dans  certains  cas,  des  formules  qui  vien- 
nent d'être  trouvées  et  les  intégrer  directement,  en  supposant 
<|u'on  a  une  série  de  charges  uniformes  dans  des  cercles  de  rayon 
\ariables  entre  o  et  a,  La   charge   élémentaire  uniforme  afférenliî 


\ 
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au   cercle  de  rayon    r<^a  sera,    par  exemple,    dp -^    ~  "TT  ^'*- 

On  aura  donc  à  remplacer  dans  les  formules  a  par  la  variable 
(rinté*;ration  r,  puis  à  remplacer^  par  dp^  cl  à  int6gi*er  de  r  =  a 
k  /•  =  <». 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  la  plaque  encastrée. 

\ous  avons  obtenu  pour  la  flèche  au  centre  la  fornuile 

En  faisant  les  changements  indiqués,  nous  obtiendrons 

64  Kl      T^u*  J,  ^  04  Kl      ?:«*    6  ^ 


ou  encore 


Si  on  la  compare  à  la  première  f(»rmule,  après  avoir  remplacé  dans 

p 
celle-ci  pa-  par  — ?  on  constate  que  Fon  trouve  la    même   valeur 

limite  pour  a==o.  Cela  veut  direque  pour  une  charge  concentrée  P 
la  flèche  ne  déj)end  pas  du  mode  de  répartition  de  la  charge. 

Si  l'on  fait  a  =  R,  c'est-à-dire  si  Ton  suppose  la  plaque  chargée 
dans  toute  son  étendue,  on  trouve  que  dans  le  cas  où  la  répartition 
de  la-charge  P  suit  la  loi  parabolitpu*  supposée,  la  flèche  devient 
les  j  de  ce  qu'elle  serait  dans  le  cas  d*une  répartition  uniforme. 

On  peut  faire  un  calcul  tout  semblable  pour  la  valeur  de  \,  au 
centre.  Nous  avons  trouvé 


8//ri-hr. )      r.    i^     n 


9 


En  faisant  les  chauffenients  indiaués  nous  obtiendrons 


'O 


up 


8A0-4-O  4P 


641 


4P     r"  ,  fi      ^       «1^ 
-^   /      /'     log  —  -f-  -     dr 


S/tfi-f--/;)   V  r,       R        HT 


FLEXION   DES   PLAQUES   PLANF8.  619 

La  nouvelle  expression  ne  diflère  de  la  première  que  par  le 
remplacement  de  -par-(lans  la  parenthèse. 

Lorsque  a  est  petit  par  rapport  à  R,  ras  d'une  cliarj»e  concentrée, 

c'est  le  t«rme  log  — qui  esl  prépondérant,  et  la  modification  de  la 

valeur  de  N,  est  insignifianle. 

Lorsque  Ton  a  a=:R,  phupic  complètement  chargée,   on  a  au 

cfinlraire  log —  =  o,  et  \  i  a  pour  valeur  une  fois  cl  demie  sa  valeur 

primitive. 

Si  Ton  faisait  le  même  calcul  pour  la  valeur  de  N  i  au  pourtour,  on 
verrait  qu'elle  ne  dépend  pas  de  la  répartition  de  la  charge.  On 
peut  le  reconnaître  a  priori  iïi\[}vvs  son  expression  primitive,  qui  ne 
<lépend  que  de  />r/-,  c'esl-à-dire  de  la  valeur  totale  de  la  charge. 

I' 

IV.  —  Plaques  RECTAN(iCL\uii':s  sl\ii*lembnt  appuyées  a  leur  pourtour. 


Principe  de  la  méthode  de  Navier.  —  Le  problème  des  jilaques 
rectangulaires  simplement  ap|)ii\ées,  mais  chargées  d'une  manière 
(jueleonque,  a  été  résolu  par  Aavier  dès  1820.  Sa  belle  solution, 
très  générale,  introduit  des  séries  dcuibles  dont  le  maniement  est 
heureusement  moins  complicpié  qu'il  ne  le  paraît,  et  .Navier  a 
montré  que  dans  le  cas  simple  d'une  charge  uniforme  on  peut 
réduire  ces  séries,  très  conv(»rgenles,  à  un  très  petit  nombre  de 
termes,  ce  qui  fournit  des  solutions  aussi  simples  et  aussi  [U'atiques 


Fij?.   189. 


y   , 


qu'on  peut  le  désirer.  Le  principe  de  la  uuUhode  cousisle  dans 
l'emploi  d'un  développement  de  Fourier  pour  re|)réseiUer  la 
f<»nctiony(xy  )  qui  définit  la  charge. 


♦ 


4.^ 
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Prenons  pour  origine  des  coordonnéeslun  des  an«;les  delaplaqii^* 
el  plaçons  l'axe  des  x  dans  la  direction  de  l'un  de  ses  cùlés  OA, 
de  longueur  a,  l'axe  des^  dans  la  direction  de  l'autre  côté  OB,  dr 
longueur  b. 

On  sait  qu'une  fonction  quelconque  de  x  peut  être  reprêsenlr<* 
dans  l'intervalle  de  o  à  a  par  la  série 


/(^)=2'^«'^^"^ 


et  que  le  coefficient  A;,,  a  pour  valeur 


X 


r      -.    .    .     /«Ta  ' 
I       f(a)sin aoL. 


Une  fonction  de  deux  variables /(a:y)  peut  de  même  être  repiv- 
sentée  dans  le  rectangle  de  côtés  a  el  b  \mr  la  série  double 


«         oc 


1      1 


le  coeffi'ciept  A^n  ayant  pour  valeur 

.  ^  ...    -'v 

Une  fois  opérée  cette  représentation  de /(j;>')  il  suffit  de  con- 
sidérer à  part  les  diflérentes  charges  simples  représentées  par 
chacun  des  .termes  de  la  série  et  d(*  fain^  ensuite  la  somme  des 
résult<'irs  obtenus. 

Dans  le  cas  ccMisidéré  d'une  plaque  sim[)lement  appuyée  à  sou 
pourtour,  la  solution  correspondant  à  chacjue  charge  simple  est  en 
(^IFel  immédiate.  Considérons,  par  ex('n:j)le,  la  charge  simple 

j.,       ,        ,  .     mr.T   .    mzy 

/(-'py)  =  A;;„|Sin sin— r^-. 

a  o 

L'équation  de  Lagrange  correspondantt*  s'écrira 

1  —  r^  ,               WTT.r    .     tiT.y 
AAa*  = rrr— A,„„5Mî sm— y^. 
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Elle  sera  sulisfaile  par  iiiie  expression  de  la  forme 

a  0 

On  trouve,  en  efTel  : 

AiP,„„  =  ~(^— ^^j   i:Uv,,.„. 

La  seule  condition  à  remplir  |)Our  que  réqualion  de  Lagrange 
.suit  identiquement  satisfaite  est  donc 

D'un  autre  côté,  les  conditions  au  contour  sont  toutes  satisfaites. 
En  effet,  ces  conditions  sont  : 


i**  que  l'on  ail  tv=  o  sur  les  quatre  cotés.  Elle  est  évidemment 


remplie.  11  en  découle  du  reste  nécessairement  que  Ton  a -7-7  =  o 


tout  le  long  des  cotés  a,  parallèles  à  Ox  ^t-^-^-  ^^  o  tout  le  long 

des  cotés  6,  parallèles  à  Oy  ; 

:i®  qu(;  l'on  ail  N,  :r=:  o  le  long  des  côtés  b.  Cela  revient,  en  vertu 

<le  1  expression  de  i\  ,  a  la  condition-; h  vi-t— -  =  o,  ou  a  la  con- 

»^ 
dition  plus  simple^ — ^  =0.  Elle  est  évidemment  remplie  et  il  en 

ce  •X' 

résulte  de  même  que  l'on  aura  ^2  =  ole  long  de  ces  mômes  côtés; 
3"  que  l'on  ait  ^0=  <>  l^^  long  des  côtés  a.  On  le  reconnaîtra  de 
la   même   façon,  et  tout    1(»  long  de  ces  côtés  on  aura  par  surcroît 
ISi=:o. 

On  obtiendra  donc  une  solution  terme  à  ternie,  ce  qui  est  très 
remarquable,  et  il  est  pres((ue  évident  que  s\f{xy)  peut  pratique- 
ment être  représ(»nté  par  la  somme  d'un  petit  nombre  de  termes,  il. 
suffira  pour  avoir  une  solution  ap[)rocliée  déconsidérer  ces  lermes- 
I  là  seulement.  11  ne  sera  pas  nécessaire  alors  de  s'inquiéter  de  la 
convergence  des  séries  (|ue  la  suite  des  calculs  ferait  apparaître 
dans  la  solution  complète.  Aulrement  dit, on  aura  substitué  à  la 
charge  y (jr^),  dont  la  connaissance  est  d'ailleurs  toujours  impar- 


) 


\ 

I 
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faite,  une  aiilre  cliarge  pratiquement  équivalente,  «n   du  nioîii^ 
jugée  telle,  et  fournissant  des  résultats  simples. 

Cas  d'une  charge  uniformément  répartie  sur  toute  la  plaque. 
Supposons  que  f{xy)  se  réduise  à  une  constante  />.  D'après  le 
principe  général,  on  la  développera  en  série  de  Fourier.  Le  coeffi- 
cient S.,uH  du  développement  aura  pour  expression 

N 
I 

=  A  I  —  cosmTT  )  (  I —  cos/iir). 

Ce  coefficient  est  nul  si  Tun  des  nombres  m  ou  n  est  pair.  li  a 

pour  valeur  A„<„=  — ^^lorque  les  deux  nombres  m  et  n  sont  à  la 

fois  impairs.  Nous  ne  retiendrons  donc  expressément  que  les 
nombres  impairs. 

ïl  serait  fîicile  de  s'assurer  qu'il  suffit  d'un  assez  petit  nombre  de 
termes  du  développement  pour  réaliser  une  charge  pratiquemeul 
équivalente  à  une  charge  uniforme,  'du  moins  pour  Tensemble  de 
la  plaque. 

En  se  limitant  aux  quatre  premiers  termes,  par  exemple,  ou 
obtiendrait,  au  lieu  d'une  surface  de  charge  parfaitement  réglée 
suivant  un  plan,  une  surface  de  charge  plus  ou  moins  mamelonnée, 
mais  qui,  pratiquement,  serait  aussi  rationnelle  que  la  première. 
Nous  n^insisterons  pas  sur  ce  point,  car  dans  le  cas  actuel  il  n'v  a 
aucune  difficulté  à  considérer  les  séries  complètes  et  à  profiler  des 
avantages  de  leur  convergence  rapide.    ■ 

Fai  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  la  solution  WtMn  corres- 
pondant au  lerme  A,,,,,  a  pour  ex(>ression 


(I  —  r,*)p   ib  I  niTT   .    nizy 

,,.         -r:  r — : m  s»" s^ï" — 7^ 

Kl         7r«  \  m*-        /iM2  a  b 


La  solution  complète  est,  par  suite, 


(i-in*)>3  i6  v*  I  .    rmzx   .    mzy 

mn 
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la  soninu'  S  s'étendanl  à  toutes  les  valeurs  impaires  de  m  et  de  /<, 
depuis  runité  jusqu'à  riufini. 

Celle  expression  est  symétrique  en  a  et  b.  On  peul  y  mettre  en 

évidenec  Tune  ou  l'autre  de  ces  dimensions  el  leur  rapport  p  —-  j  • 

En  meltant  a  en  éNidenee,  on  oblient  l'expression 

En  meltant  h  en  évidence,  on  obtiendrait  de  même 

(I  —  r.-)pb^   i6  v^  l  .*   niTtx   .    ni: y 

^  sin sin — r^. 


mn 


[y-]'  " 


Observations  sur  la  convergence  de  la'sèric  représentant  n'  et 
de  ses  dérivées  successives.  —  On  démontre  dans  les  rours  d'Ana- 
lyse que  la  série  double  7  - — ;: —-dans  laquelle  m  et  //  peuvent 

prendre  loutes  les  \aleurs  entières,  de  i  à  oc,  esl  absolument  con- 
vergente, lorsque  a  est  plus  grand  que  1 . 

En  effet,  considérons  tous  les  termes  pour  lesqu(»ls  ni  et  n  sont 
égaux  ou  inférieurs  à  un  nombre  donné  .r.  Leur  nombre  est  j:-.  De 
même  le  nombre  des  termes  pour  lesquels  m  et  n  sont  égaux  ou 
inférieurs  ù  .r+  1  esl  {x  +  1  )'".  I^n*  suite,  le  noml)re  de  ceux  pour 
lesquels  Tiin  au  moins  des  nombres  m  et  n  est  égal  à  .r  -h  i ,  sans 
que  l'autre  dépasse  j?  -f-  î ,  est 

Or,  cluHHin  de  ces  termes  est  au  plus  égal  à 

I  I 

<- . 

Leur  >()mme  sera  donc  au  plus  égale  à 

•>.  (  .r  -»-  1  )  2 

(  a:  -h  I  )^*        (a:  -h  i)**~* 

La  série  sera  abs^olumenl  convergente,  pourvu  que  l'on  ait 

ax  —  I  >  1        ou        a  >  1. 

Ce  résultat   s'applique  a  fortiori   lorsque  les  suitivs  des  nombres 
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m  Cl  n  ne  eomprenneni  que  les  nombres  impai;*s.  Il  s'applique 
encore  à  Ja  série   7  — r-r-r»  c\i\e\  que  soit  p. 

Celte  dernière  série  est  une  fonction  du  paramètre  p  qui  va  en 
décroissant  lorsque  ^  augmente. 

Enfin,  le  résultat  s'applique  à  la  série  entrant  dans  rexpression 
de  II'  j)uisqiie  les  difTérenlî?  fadeurs  introduits  sont  tous  inférieurs 
à  l'unité  en  valeur  absolue,  (^elte  série  étant  absolument  conver- 
gente, on  peut  la  dériver  terme  à  terme,  soit  par  rapport  à  x^  soîl 
par  rapport  à  y^  et  les  séries  dérivées  sont  elles-mêmes  conver- 
gentes. On  peut  s^assurer  par  le  même  procédé  qu'elles  sont 
absolument  convergentes.  Il  en  est  de  même  des  (dérivées  secondes. 

I^ar  exemple,  pour  -j-i  on  aura  à  envisager  la  convergence  de  la 
série  double 

ni  m*-+-  7i*p*  ><* 
Or,  on  a  é\idemment 

m  ' 

—  <  />i  <  (m*-+-/i*p*  )-. 

i 

m 

Par  suite,  cette  série  est  encore  absolument  convergente. 

En  ce  qui  «concerne 'les  dérivées  troisièmes,  il  en  sera  de  même 
quand  toutes  les  dérivations  ne  seront  pas  faites  par  rapport  à  une 

même  variable.  Mais,  dans  le  cas  contraire,  quand  il  s'agitde-7-j  par 
exemple,  on  a  à  considérer  une  série  double  de  la  forme   . 


2 


m  2 


Sa  convergence  est  liée  à  celle  de  la  série  plus  simple 

y — '- — 


tM 


qui  est  eiicore  absolument  con\ergenle. 
-f iroupons  en  effet,  dans  cette  dernière,  les  termes  qui  correspoii*- 

dcnt  à  une  valeur  donnée  de/?.  Leur  somme  sera  — A„  en  désignant 

n    /  ^ 

|)ar  Af,  la  série  simple 


///  =  00 


■^"  -  2i  mt-,-n* 


/H=  I 


I 


1 
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qui  est  convergente  quel  que  soit  /i.  Sa  valeur  tend,  d'ailleurs,  vers 
zéro  quand  a  croît  indéfiniment,  car  on  peut  écrire 

.  m=p     ms  m  ' 

et  Ton  peut,  quelque  soit/i,  trouver  un  nombre  fixep  suffisamment 
grand  pour  que  le  second  terme  de  celte  somme  soit  plus  petit  que 
toute  quantité  donnée.  Quant  au  premier  terme,'  il  peut  également 
être  rendu  plus  petit  que  toute  quantité  donnée,  en  prenant  n  suf- 
fisamment grand.  ^ 

En  conséquence,  la  série^  —  est  absolument  convergente. 

I-.ÇS  dérivées  quatrièmes  de  iv  seront  donc  convergentes. 

En  résumé,  on  pourra  donc,  dans  tous  les  calculs  où  n'inter- 
viennent que  les  dérivées  d'un  ordre  inférieur  à  quatre,  opérer  ces 
calculs  terme  à  terpie. 

Il  faut,  du  reste,  remarquer  que  les  termes  des  séries  obtenues  ne 
seront  jamais  tous  de  même  signe.  Prenons,  par  exemple,  celle  qui 

représente  (v.  Quelque  soit  le  rapport  -»  le  facteur  sin est  po- 
sitif pour  m  =  I ,  puis  il  passe  alternativement  par  une  série  de 

valeurs  positives  et  négatives  lorsque  m  croît  indéfiniment.  Il  en 

il  ^  ^  ^ 

est  de  même  du  facteur  sin  — r^- 

On  pourra  donc  former  des  groupes  de  termes  alternativement 
positifs,  et  négatifs  suivant  certaines  lois  procédant  par  valeurs 
croissantes  de  m  et  de  ^,  et  la  valeur  absolue  de  ces  groupes  ira 
forcément  «n  décroissant  à  partir  d'un  certain  rang  puisque  la  série 
des  modules  est  convergente.  On  pourra  donc  se  rendre  compte  du 
degré  d'approximation  obtenu,  comme  pour  toute  série  alternée. 

Flèche  au  centre.  -  Lu  des  premiers  résultais  à  déduire  de 
l'expression  générale  de  (t»,  c'est  la  valeur  de  la  flèche  au  centre  de 

la  plaque,  qu'on  obtient  en  faisant  J7=  -,y=:  -•  C'est  un  maximum 

pour  fv,  attendu  qu'on  a  alors  -r-  =  -j-  =  o. 

On  a 

niTz.r        .    /ht:       ,        — ïT" 
sni =  sin =  (  —  I)    *    , 

n  —  l 
PiGKAUD  LjO 
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« 

et,  par  suite, 


•n  +n  —  i 


•^  El  7r8^/n/i(m*-^/i*p«)*  El  ir^     ^^^ 

r 

en  désignant  par  F(p)  la  valeur  de  la  série  double.  Pour  cal- 
culer F(p),  on  peut  grouper  ensemble  les  termes  correspondant  à 
une  valeur  constante  de  m  4-  /i.  Le  premier  groupe,  correspondant 
à  /h  +  n=2,  comprendra  un  seul  terme  (/n=i,  /i  =  i).  Le 
second  groupe,  correspondant  h  m-\-n  =  /\^  en  comprendra  deux 
(/w  =  3  avec  /i  =  i  et  m  =  i  avec  n  =  3),  et  ainsi  de  suite.  Ces 
groupes  seront  alternativement  positifs  et  négatifs. 

Le  Tableau  suivant  donne,  pour  un  certain  nombre  de  valeurs 
de  p,  les  résultats  que  Ton  obtient  pour  F(p)  en  limitant  les 
calculs  à  un  groupe  de  rang  égal  ou  inférieur  à  5. 

_  1  _  1 

Un  groupe '2,810000  0,640000  o,*a5oooo    0,040000  o,o»oooo 

Deux  groupes o,7'2*>.65i  0,604546  o, 9.43333     0,087784  o,oo89'>.i 

Trois  groupes 0,738093  0,609387  o^'Z^^à^S    0,088096  o,(H)9ir>. 

Quatre  groupes 0,734015  o,6o8338  o,244o38*  o,o38oi8  0,009061 

Cinq  groupes 0,735659  0,608766  iy,'À4^n6    o,o38o45  0,009079 

On  voit  combien  la  convergence  est  rapide.  11  suffirait,  en  pra- 
tique, de  s'arrêter  toujours  au  second  groupe*,  Terreur  relative  com- 
mise étant  de  Tordre  de  grandeur  du  centième. 

Il  est  bien  clair  d'ailleurs,  puisque  rien  ne  distingue  la  suite  des 
nombres  m  de  celle  des  nombres  /i,  que  Ton  doit  avoir  la  relation 


f(^)  =p^f(p). 


A  la  limite,  pour  p  =  o,  on  peut  mettre  F(p)  sous  la  forme  d'un 

produit  de  de.ux  séries  simples: 

/'•  —  i  //  —  i 

On  connaît  du  reste  la  valeur  de  ces  séries  simples,  doiinée  dans 
les  cours  d'analyse  : 

r— i)    *  TT  VC— i)""^         57:5 


Ir'^'i     "     2 


4  Xmâ       /n<>  -i*  X  3 
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Ou  en  déduit 

On  en  déduit  aussi,  en  tenant  compté  de  la  relation 


F(i)  -p*F(p) 


que,   pour  la  limite  0  =  00,  on  a.F(p)  =  o.   On    aurait  même 
p'F(p)  ==  o,  puisque  p*F(p)  tend  vers  une  une  lipuite  finie. 

Cela  suffit  à  définir  la  courbe  représentant  F(pV  Nous  en  réca- 
pi  tuions  quelques  valeurs  dans  le  Tableau  suivant  : 

p  =  0.  ^        3*         ^       2'  p  =  l.  p  =  2.  p  =  3.      psaoo. 

F(p)...     0,7829.3     0,73566    0,60876    o,';t44ii     o,o38o4     0,009079      o 

Supposons,  que  a  restant  constant,  on  fasse  croître  b  indéfini- 
ijoieni,  de  manière  que  p  tend^  vers  zéro.  La  flèche  tendra  vers  la 
valeur 


•^  El  384' 


384 

c'est  la  formule  qui  conviendrait  à  une  poutre  droite  de  portée  a, 
avec  cette  seule  différence  qu'elle  contient  le  facteur  i  —  r, 2.  Il  en 
sera  de  même  pour  la  plupart  des  formules  qui  seront  successive- 
ment rencontrées.  Le  facteur  1  — r^^  tient  compte  des  liaisons  qui 
sont  imposées  le  long  des  côtés  pandlèles  à  Oj?,  lesquels  ne  peuvent 
s'abaisser  comme  dans  la  poutre  droite. 

Inclinaison  de  la  plaque  à  son  pourtour.  —  Désignons  par  J  Tin- 
clinaison  de  la  plaque  à  son  pourtour.  Ce  sera  l'angle  fait  par  son 
plan  tangent  avec  le  plan  horizontal. 

Considérons  d'abord  le  côté  OB,  dirigé  suivantOjK.  L'inclinaison 

est  la  valeur  pour  x  =^0  de-j--  Le  plan  tangent  contenant  toujours 

le  bord  de  la  plaque,  la  surface  déformée  s'y  raccorde  avec  une  sur- 
face réglée. 

En  utilisant  la  formule  (A),  on  a  d'une  manière  généi'ale 

•    dw  (I  —  r,^)pa^  16  v^  O  nnza:    .    nizy 

dx  Kl         •  Tz»  ^d  n(m^ -h  n*p^  y  a  b 
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Si  l'on  fait  ^  =  o,  le  second  membre  devient  une  simple  fonction 
de  y  et  Ton  a 


10  "^  ï . 


El  TT*  ^  n(/?i*-i- /i*p*) 


On  peut  suivre  les  variations  de  J  lorsque  y  varie  entre  o  et  i. 
Aux  deux  extrémités  pour  ^'  =  o  et  jk  =  ''^  on  a  J  =  o.  En  deux 
points  symétriques  par  rapport  au  milieu  du  côté,  c'est-à-dire  pour 
deux  valeurs  telles  que^  et  j^'=  h  — y^  on  a  deux  valeurs  égales. 

On  a  donc  toujours  un  maximum  pour  y  =  --Ce  maximum  a  pour 
valeur 


en  posant 


n  —  \ 


(^>=2n 


(-1)  * 


(/?i*-i-  /i*p<)* 


Cette  série  est  encore  très  convergente.  Pour  la  limite  p  =  o,  la 
valeur  de  J(p)  se  présente  sous  la  forme  d'un  produit  de  deux 
séries  simples  qui  sont 

n-t 

1 L =r  _  et  7    =  (  >  ), 

Il  4  Jm^  nx*        96 


de  sorte  qu'on  a 


J(o)=  3y^  =o,8o5>.. 


Pour  la  limite  c  =  00  ,  on  aJ(p)=:o.  C'est  presque  évident, 
chacun  des  termes  devenant  nul.  Mais  voici  une  démonst^ralionqui 
s'applique  à  beaucoup  d'autres  cas  analogues  et  qui  précise  Tallure 
de  la  fonction,   en  fournissant  une  limite  supérieure.  Groupons 


(*)  Voir  Jordan.  Cours  d'Analyse^  t.  I,  p.  36o.  Si  n  est  entier,  pair  ou  impair, 
on  a  . 

> -i-r=B  -^ :: — ,  . 

^^  n'  '"  i,2,J,  ...,2m  / 

B„  étant  le  wî*n>e  nombre  bernouliien.   I>'autre  part,   si  X  représente  la  somme 
réduite  aux  seuls  nombres  impairs,  on  a  évidemment 
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ensemble  tous  les  termes  pour  lesquels  îi  a  une  valeur  donnée.  . 
Leur  somme  sera  la  série  simple 

n—\ 
m  =  «0  — - — 


Or,  on  a,  pour  tout  nombre  a  compris  entre  i  et  4?  l'inégalité 
évidente 


n— l 


Par  suite,  la  série  simple  est  inférieure  à^   ,    ■    y  — r---« 

La  somme  figurant  dans  cette  expression  a  une  limite  finie  M 
pourvu    que  a    soit  inférieur  à  3,    de   sorte   que  la  série  simple 

considérée  sera  inférieure  à — r— r-r-M. 

;ia-Hi  pa 

La  série  double  J(p)  sera  donc  elle-même  inférieure  à 


M  Y_JL_  - 


nsl 


.a-«-i 


en  désignant  par  N  la  série  convergente^  -^ 

On  a  donc  non  seulement  J(p)i=o,  mais  encore  ^'l{^^^z=zo 
pour  p  zrr  x>  .  Ou  a  même  p*J(  p)  =  o  pour  a  aussi  voisin  qu'on  le 
veut  du  nombre  3. 

Voici  une  Table  sommaire  des  valeurs  de  J(p)  : 


.     p:^0.      °       3'     ^       5*       p-1.        p  =  2.         p  =  3.    p  =  «^. 
J(p). o,8<>5>.    0,7498    o,63'^.i     o,'Ji577    o,o45io    o,oi4'>-5      o 

On  peut  encore  préciseï^  davantage  Tallure  de  la  courbe  repré- 
sentant l'inclinaison  J  le  long  du  côté  OB,  en  étudiant  sa  dérivée 
par  rapport  à  j^.  On  a 

dl  _       ( i  — 'f,* ) pa^ p  i6  ^  I  mzy 

dy  """       '-     Ëï  tÏ^  2Li{m'--i-  n^-p^y^^^     à 

Cette  dérivée  s'annule  pour  j'=  -  et   est   maxima    pour"  ^"  =  0 
ely  =  b.  Son  maximum,  pourj^  =  o,  est  d'ailleurs  la  valeur  que 
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prend  au  sommet  (a:  =  o,  y  =  o)  la  dérivée  seconde  ,    i   •  11.  a 
pour  expression 

cfy'  Kl  11*       "^ 

en  posant 

Cette  série  est  convergente  ponr  toute  valeur  de  p,  mais  pour  la 

limite  0=0  elle  devient  infinie.   C'est,  en  effet,  la  somme  >. — r 

répétée  une  infinité  de  fois. 

Pour  la  limite  p=:?oo,  onaT(p)=:oet  Ton  verrait,  parle  même 
procédé  utilisé  pour  J(p),  que  Ton  aurait  pT(p)  =  o  et 
même  p«T(p)  =  o  pour  a  aussi  voisin  qu'on  le  voudra  du  nombre  3. 

Voici  une  Table  sommairç  des  valeurs  de  T(p)  :' 

p  =  0.   °       3'      ^~'2*      p=l.       p  =  2.      p  =  3.    p^oc. 

T(p) 30     ijO.ose   0,79-28   0,7.798   0,0495  0,0148     o 

Considérons  maintenant  le  côté  OA,  dirigé  suivant  Ox.  L'incli- 
naison est  la  valeur  pour  j'  =  o  de  t-«  Si  l'on  part  de  la  formule  (B) 
on  trouvera 


I  (1  —  r^^)pb^  16^  1  .    mil 


J  est  nul  pour  j;  =  o  et  a?  =  a,  et  est  maximum  pour  :r  =  ~  »  la 
valeur  de  ce  maximum  étant  :  '    . 

I      _      (i  — V)/pfe*  16  yi      (—1)'"-'       _      (1  — ii')/>6'  16, /i\ 

Le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  pour  j:  =  oserait  le  môme 

que  précédemment,  puisque  c'est  la  valeur  de  ,        pour  x  =  o, 

y  z=  o.  On  le  vérifierait  facilement,  d'ailleurs.  Les  courbes  repré- 
sentatives de  J  sur  les  deux  côtés  de  la  plaque  ont  donc  mêmes  coef- 
ficients angulaires  aux  sommets. 

Les  flèches  de  ces  courbes  sont  dans  le  rapport  de  a' J(p)  à  i*Jf  -  j  • 
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Ce  rapport  est  donc  ^ — —  et  est  facile  fà  calculer  pour  diverses 

valeurs  de  p.  On  trouve,  par  exemple^ 

0  =  1.      p  --  2.  p  =  3. 

9^*^(9) I         0,5708        u,5i3i 

Calculs  des  tensions  N|  et  N2.  —  Comme  pour  les  plaques  cir- 
culaires,  nous  supposerons  qu'on  calcule  toujours  ces  tensions 
pour  la  base  supérieure  en  faisant  3  =  A.  ' 

Calculons  d'abord 


N,  =  ~ 


(l-^T,S) 


[dx^-        ^  dy^  J 


Nous  trouverons,  en  calculant  ^— ;  au  moyen  de  la  formule  (A) 
et  -T-7  au  moyen  de  la  formule  '(B)  : 


16  r    «V^              ni              ..    mit.r   .    nizY 
—  \  a^7  — : sin sin  — ;^- 


La  tension  N|  est  nulle  sur  tout  le  pourtour  de  la  plaque. 
Partout  ailleurs  elle  est  négative,  le  signe  des  séries  doubles  étant 
déterminé  par  celui  de  leur  premier  terme. 

Le  maximum  a  lieu  pour  x=  —  i  r  =  -»  c'est-à-dire  au  centre 
de  la  plaque.  Il  a  pour  valeur 


max  Ni  = ~ 


[m-^n  —  i  m  -4-^1  —  »  "^ 

Si  Ton  désigne  par  N(p)  la  première  série  double,'  facteur  dea^ 
dans  la  parenthèse,  la  seconde  série  aura  pour  valeur  N  (  -  j  >  car  rien 
ne  distinguâtes  deux  suites  de  nombres  m  et  /i,  et  l'on  pourra  écrire 


X 
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plus  simplement 


max 


L'application  de  cette  formule  est  très  simple  quand  on  a  calculé 
d^avance  la  fonction  N  (p)  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de 
sa  variable  p. 

Pour  la  limite  p  =  o,  la  valeur  de  N  (p)  se  présente  sous  la  forme 
du  produit  des  deux  séries  simples 

n  —  1  m  —  i 


2'-^F--T    •■    2 


m»  3aL 


On  a  donc  N (o)  =  -V.  =  o,  t^oû. 

Pour  la  limite  p  =:  oo ,  on  a  N  (p)  =  o,  et  Ton  démontrerait  mémo 
que  le  produit  p"]N(p)  tend  vers  zéro,  quand  a  <;  2,  mais  aussi 
voisin  de  a  qu'on  le  veut. 

Voici  une  Table  sommaire  des  valeurs  de  ^  (p)  : 


l  1 

-•         0  =   * 

N(p) 0,7609  0,7163  0,5879  o,;/>./|>.  (),0J57ii  0,00417   ^ 


p  =  0.        ^"'.5'        ?-V         0=^1.  p:=0.  p  =  J.      p  =  a:. 


En  ce  qui  concerne  No  = — -  (  yi  -7—  -f-  -7-7  )  1  on  ferait  des 

calculs  tout  semblables,  et  l'on  obtiendrait  en  particulier  pour  le 
maximum  de  Na  Texpçession 


m 


axN,  =  --^^-  ~rr,fl2N(p)-+-6«N^'i) 


II  est  intéressant  de  comparer  le  maximum  de  N|  au  maximum 
de  N2,  car  c'est  le  plus  grand  des  deux  qui  déterminera  la  fatigue 
du  métal  au  centre  de  la  plaque.  Or,  le  signe  deN|  --  N2  est  déter- 
miné par  celui  de  l'expression 

ou  encore  de  l'expression 

p'N(p)-n(1). 

Or,  quand  p  est  plus  grand  que  1,  celle  expression  est  toujours 
négative.  On  peut  s'en  assurer  par  le  Tableau  ci-dessus. 
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Par  suite,  quand  a  >  6,  c'est  le  nia:siiiium  de  IN 2,  tension  paral- 
lèle au  plus  petit  côté,  qui  est  à  prendre  en  considération. 

Calcul  de  T3.  —  On  a  Texpression  générale 


T3  =  - 


i-HTi  dx dy  (r  —  r^*;    dx dy 


En  calculant  la  dérivée  seconde,  d'après  l'expression  (A),  on 

trouve 

_,        phii  —  Ti)  a'  iGv^  I  irnzx        mtzy 

T3  =  ' j ■ — ; >  — ; r4-7  cos cos  — r^ . 

I  ù    t:*^  (//«*-+. /i*p«}*  a  ù 

On  a  T3  =:  o  au  milieu  de  la  plaque  et  tout  le  long  des  paral- 
lèles aux  axes  passant  par  les  milieux  des  côtés,  car  on  a  alors 

soit-  =.  -  ,  soit  /  =  -  ï  et  l'un  des  deux  cosinus  s'annule. 
ai  01 

Le  maximum  de  T3  a  lieu  aux  sommets,  car  en  ces  points  ses 
dérivées  par  rapport  k  x  Qly  sont  nulles  à  la  fois. 

En  un  point  quelconque  du  contour,  comme  on  a  N|  =  N2  =  o, 
les  tensions  principales  ont  leurs  directions  inclinées  à  4*^"  pî*r 
rapport  au  contour  et  ont  pour  valeur  =h  T». 

Pour  avoir  le  maximum  de  T3,  il  suffît  de  faire  j?  =  o  et^=  o, 
ou  de  remplacer  les  deux  cosinus  par  Tunité.  On  trouve  doftc  : 

maxl3= j '-  ':^^{?), 

T(p)  étant  la  fonction  de  p  précédemment  envisagée. 

11  est  utile  de  comparer  le  maximum  de  T3  à  celui  de  N2  dans 

riijpothèse  r  r=  p  >>  1 ,  car  c'est  alors  de  la  plus  grande  de  leurs 

valeurs  absolues  que  dépend,  en  définitive,  la  fatigue  maxima  de  la 
plaque.  Les  expressions  à  comparer  sont  proportionnelles  à 


Ti 


N(p)H-i,N(i)     pour     N: 


et 

(1  — •/i)pT(p)     |)our  Tj. 

Le  résultat  dépendra  cette  fois  de  la  valeur  du  coefficient  de 

Poisson.  Supposons  d'abord ri=  -•  Nous  trouverons 

p  —  1 .         p  =  '2.  p  -^  3. 

Xj 0,2815        0,1 540        (),oS!o6 

T3 (),•^o98         o,o74'>.        o,o333 


P=2. 

p  =  3. 

o,i397 

.  0,0796 

0,0990 

0,0444 

634  CHAPITRE  XXIII. 

Dans  ce  cas,  c'est  la  valeur  de  N^  qui  remporte  toujours. 
Supposons  maintenant  ti  =  oj  nous  trouverons  : 

P  .1. 

N  j o,'?.'?.5'i 

Ta 0,7798 

On  voit  que,  pour  des  plaques  se  rapprochant  de  la  forme  carrée, 
c'est  la  valeur  de  Tî,  qui  pourrait  l'emporter,  lorsque  le  coefficient 
7j  est  très  petit.  Cela  pourrait  expliquer  les  ruptures  aux  angles 
que  l'on  constate  dans  des  plaques  en  ciment  armé,  plus  ou  moins 
bien  armées  d'ailleurs  pour  résister  à  des  efforts  principaux  égaux 
à  Tj  en  valeur  absolue,  et  dirigés  suivant  la  bissectrice  de  Tangle 
et  suivant  la  direction  perpendiculaire. 

Calcul  de9  réactions  au  pourtour  de  la  plaque.  —  Considérons  le 
côté  OA  dirigé  suivant  O^.  L'effort  total  de  cisaillement  sur  un 
élément  plan  perpendiculaire  à  oyj  et  ayant  toute  l'épaisseur  de  la 
plaque,  a  pour  valeur 

^,       '         VA       r   d^w         rfscvl  Er       d  . 

T .    =  I     .     .,1. .4 I     —5  -_ Kvu 

i  {i^r,^)Ydx*dy       dy^\  i  —  r^^dy       ' 

.  En  calculant  encore  les  dérivées  d'après  l'expression  (A)  de  iv, 
on  trouve 

(i  —  T.»)      .  16  V'  I  .    mizx  .    /iitv 

On  en  déduit  : 

_,              a*  16  v^               I                   m'îzx        ntzy 
Ti  = — p— >  — - — r r— — -sin cos — r^- 

Ce  résultat  est  indépendant  des  coefficients  d'élasticité. 
Faisons  maintenant  y  =  o^  et  changeons  de  signe,  nous  aurons 
la  réaction  R  développée  au  point  (xo)  du  côté  considéré.  Nous 

aurpns  donc,  en  remplaçant  d'ailleurs  y  par  bp^ 

R  =  n6— -  >  -^ -—^sin . - 

Cette  réaction  est  nulle  pour  j:  =  o  et  pour  a?  =  a,  c'est-à-dire 
aux  sommets  de  la  plaque.  Elle  est  maxima  pour  a;  =  -  et  'son 
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maximum  a  pour  valeur 


635 


jff— 1 


/w  (  m* -h  n*  p*  ) 


ir' 


2 


t:^ 


R(p). 


En  prenant  la  dérivée  de  R  par  rUpport  à  a?,  on  trouve 


dx  "^    71*  a  ^/n*+n*p> 


p*  mTCT 

«^  cos 


a 


Cette  série  est  convergente  en  général;  c'est  d'ailleurs  une 
somme  de  dérivées  quatrièmes  de  w.  Elle  est  nulle  pour  ^  =  —• 
Mais  pour  a:  =  o,  ou  a?  =  a,  elle  devient  infinie,  la  série  double 
Sm^-T/i'p^  n^étant  pas  convergente. 

Fig.  190. 

C 


11  en  résulte  que  la  courbe  qui  représenterait  R  a  en  gros  la 
forme  d'une  demi-ellipse,  dont  l'un  des  axes  serait  oA,  et  dont  le 

demi-axe  perpendiculaire  aurait  pour  valeur  — ^  I^(p)- 

m  — I 

Étudions  les  variations  de  la  fonction  Rfo)  =    7      T  ', r—r- 

Elle  croit  constamment  avec  p.  Elle  est  nulle  pour  p  =  o.  D'autre 
part,  pour  p  =  qo  ,  elle  a  pour  valeur 


R(«)=2 


iw  — 1  w~1 


m/i* 


-2 


m 


21  ir    TT»  TC» 


de  sorte  que  pour  p  =  00  on  a 

•  roax  R  =  ^-— • 


Pour  toute  autre  valeur  de  p,  le  maximum  de  R  est  donc  infé- 
rieur à  ^*  Autrement  dit,  si  l'on  fait  >y  =  1 ,  et  que  l'on  trace  dans 
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ces  conditions  la  courbe  représentative  de  R  sur  le  côté  o  A,  cette 
courbe  se  tiendra  tout  entière  au-dessous  de  la  droite  joignant  les 
milieux  de  OB  et  de  AC. 

Voici,  d'ailleurs,  une  Table  sommaire  des  valeurs  de  R(p)  : 

1  •    1 

R(p) o        0,9.009     0,39.06     0,61680,8695     0,9189     0,9689 

Il  est  bien  évident  qu'en  étudiant  les  réactions  R  tout  le  long  du 
côté  oB,  on  obtiendrait  des  résultats  semblables.  Le  maximum 

de  R  se  produira  au  milieu  de  oB  et  aura  pour  valeur  — y-  R  (  -  j  • 

Les  quatre  courbes  représentatives  de  R,  pour/>=  i,  auront 
donc  la  disposition  de  la  figure  ci-dessus.  Elles  se  recouvriront  en 
partie  au  voisinage  des  angles  (parties  hachurées),  et  laisseront 
entre  elles  un  certain  intervalle  vide  (partie  à  doubles  hachures) 
vers  le  centre.  La  somme  des  parties  simplement  hachurées  doit 
évidemment  être  égale  à  la  zone  doublement  hachurée,  puisque 
le  total  des  aires  des  courbes  doit  reproduire  la  surface  du  rec- 
tangle de  la  plaque. 

En  pratique,  lorsque  l'on  aura  à  apprécier  les  conditions  de 
résistance  des  poutres  formant  le  cadre  de  support  de  la  plaque,  il 
suffira  amplement  d'assimiler  à  des  ellipses  les  courbes  représen- 
tatives de  R.  Ce  calcul  ne  saurait  d'ailleurs  avoir  une  prétention 
absolue  à  la  rigueur,  car  il  suppose  absolument  indéformable  le 
cadre  de  la  plaque.  Aussi  «e  contente-t-on  généralement  de  règles 
approximatives  telles  que  la  suivante.  On  divise  la  surface  de  la 
plaque  en  quatre  parties,  deux  trapèzes  et  deux  triangles,  en 
menant  les  bissectrices  des  quatre  angles  et  enjoignant  leurs  inter- 
sections deux  à  deux  par  une  parallèle  aux  plus  longs  côtés.  On 
attribue  à  chaque  côté  du  cadre  une  charge  proportionnelle  à  la 
partie  qui  lui  est  adjacente.  La  théorie  qui  précède  permet  de  se 
faire  une  idée  de  la  valeur  pratique  de  cette  règle. 

Examen  sommaire  du  cas  d'une  charge  incomplète.  —  Navrêr 
avait  également  abordé  le  cas  d'une  plaque  chargée  d'un  poids  uni-' 
forme  sur  une  partie  seulement  de  sa  surface,  partie  limitée  à  un 
rectangle  de  côtés  parallèles  à  ceux  de  la  plaque.  Les  résultats  qu'il 
avait  obtenus  sont  en  partie  erronés,  mais  il  est  intéressant  de 
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montrer  que  le  principe  de  sa  méthode  s'applique  encore  entière- 
ment. 

Soient  x\y  les  coordonnées  du  centre  du  rectangle  chargé, 
et  soient  a!  et  V  les  longueurs  de  ses  côtés  respectivement  paral- 
lèles à  Ox  et  O^'. 

La  fonction  f{xy)  représentant  la  charge  e!>t  égale  à  p  à  l'inté- 
rieur de  ce  rectangle,  et  égale  à  zéro  sur  le  surplus  de  la  plaque.[En 
développant  celte  fonction  en  série  de  Fourier  de  la  forme 


9 


le  coefficient  A;,,;,  a  pour  valeur 

b 


,      n'  ,       b' 

•I   -4-  —  V  -+■  "~" 

=  -~    /  rta  sin /  a3  sin  — r — 

ab  J      „.  'J-    J  ,    U'  o 


j'H —  y' 


On  en  déduit 


.  .i/>     r         mr.  l   ,       a'\  mr.  [   ,       tt"\"l 

^  ['^"^  X  (•>''-  T )  -  ''"^  ï  (^'  +  t)  ] 

OU  encor»? 

i()p      .    m-nx'   .    niTza'   .    nr.v'.    nr,b' 

^m:i=^       ^  Sitl  SI  11 Sin  — 7^ — 910  7—» 

Tz^mn  a  .  'la  b  ib 

Ici,  m  cin  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entières  paires  ou 
impaires^  tant  que  x'  et  ^'  sont  quelconques.    Mais   si   Ton    se 

limite  au  cas  d'un  rectangle  concentrique  à  la  plaque,  on  a  jr'  =  -  > 

y'  =  -■'el  Ton  a  A„f„  =:  o  pour  toutes  les  valeurs  paires  de  ///,.  ou 

de  /?,   de  sorte  que  Ton  n*a  plus  à  considérer  que  les  suites  des 

nombres  impairs,  comme   précédemment.    On  a  d'ailleurs  alors 

* 

,  /w  —  I 

•.  .    ni~x  .    niTi  — z — 

sin =  sin =  (  —  I  )    *    , 

a  2 

sin-T =  {—{)   *   ,  . 
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de  sorte  que  l'on  a  finalement 

Le  problème  actuel  ne  diffère  donc  de  celui  de  la  plaque  com- 
plètement chargée  que  par  ce  fait  que  le  coefficient  Amn  contient 

comme  facteurs  de  •\  -   y  d'abord  un  produit  dé  sinus  gui  est 

toujours  inférieur  à  V unité  en  valeur  absolue^  ensuite  Texpres- 


m 


sion  (  —  i  )      *        qui   modifiera   les   signes   d'une    manière   très 

variable,  suivant  les  rapports  —  et  y  La  solution  sera  néanmoins 

obtenue  terme  à  terme,  comme  précédemment,  et  les  séries  doubles 
introduites  dans  les  calculs  seront  toujours  absolument  conver- 
gentes, dans  les  mêmes  conditions  que  précédemment.  Toutefois, 
en  ce  qui  concerne  la  convergence  de  ces  séries,  il  faut  s'i*ttendre 
à  ce  qu'elle  devienne  beaucoup  moins  rapide,  tant  à  cause  des  lois 
différentes  qui  régleront  Talternance  des  signes  des  différents 
termes  qu'à  cause  des  rapports  différents  qui  pourront  s'établir 
entre  les  grandeurs  relatives  de  ces  termes,  au  moins  pour  les 

premiers,  tant  que  les  tacteurs   sm et  sm  — r-  auront  une 

*  *  aa  •xo 

influence  appréciable. 

On- conçoit,  d'ailleurs,  que  la  convergence  dé  ces  séries  est  inti- 
mement liée  au  nombre  des  termes  qu'il  faut  conserver  pour  avoir 
une  représentation  approchée  suffisante  de  /  {xy)  sur  to^te 
l'étendue  de  la  plaque.  Cette  remarque  est  absolument  générale.  Dans 
les  problèmes  pratiques,  il  est  utile  de  commencer  par  la  recherche 
du  nombre  des  termes  qu'il  faut  prendre  dans  la  série  de  Fourier 
pour  avoir  une  représentation  suffisante  de  la  charge.  ^ 

I 

Indication  sur  une  méthode  due  à  M.  Maurice  Leyy  dans  le  cas 
d'une  charge  uniformément  répartie  sur  des  bandes  parallèles  à  Ihin 
des  côtés.  -  Lonsque  la  fonction /"(jTy)  qui  représente  en  chaque 
point  la  charge  ne  dépend  que  de  l'une  des  variables,  x  par 
exemple,  au  lieu  de  la  développer  en  série  double  suivant  la 
méthode  de  Navier,  on  peut  la  développer  en  une  série  simple  de. 
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sinus  et  la  mettre  sous  la  forme 
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na* 


Alors  on  peut  satisfaire  à  Féquation  de  Lagrange  terme  à  terme 

en  posant         • 

2-_       .    mr.x      v^ 
B;,»sin— ^  =^wp/w 

et  en  considérant  B„«  comme  une  fonction  dey  seul. 


Posons  pour  abréger  —  =t:  ;\  nous  aurons 


d^w 


m 


cix^ 


=  —  /*'B/„  sinrar, 


d^w 


m 


^«B 


m 


-ikW 


rf«B 


m 


dy 


dy^  dy"^ 

j    —  r»B/nj  sin/^r, 


Siïirx, 


ffi 


AAcv 


m 


V  dy^ 


d^H 


>.  /*' 


m 


dy^ 


r*B 


//i 


1  sin  rx. 


L'équation  de  Lagrange  sera  satisfaite  terme  à  terme,  si  l'on  a 


dy' 


ir^ 


dy' 


VA 


Posons 


— p.*     A„t=z  P/«r*.  L'équation  différentielle  en  B,;,  a 
lié  t. 


pour  solution  particulière  B,„  =  P,,,.  D'autre  pari,  son  équation 
caractéristique  se  réduit  à  (a^ --/•-)*'*=:  o,  et  a  deux  racines 
doubles  ±  r\  Il  en  résulte  que  Tintégrale  générale  est  de  la  forme 

B,„  =  P«,H-  (C  H-  Giy)en  ^  (  D  h-  D,y)  en. 

On  pourra  disposer  des  quîitre  ^constantes  -arbitraires  pour 
satisfaire  terme  à  terme  à  différentes  conditions  qu'on  aura  à 
s'imposer  sur  les  côtés  parallèles  à  Ox,  c'est-à-dire  poury  =  o 

et  r  =  ^- 

Par  exemple,  si  l'on  envisage  une  plaque  simplement  appuyée 
sur  son  pourtour,  on  aura  à  exprimer  les  quatre  conditions 


w,n  =  o 


et 


d^w 


m 


dy^ 


=  o 


pour       y  =  o 


et 


y  =  b. 


f 


On  peut  également  envisager  une  plaque  qui,  restant  simple- 
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ment  appuyée  suivant  les  deux  côtés  parallèles  à  O^  (pour  x  =  0 
et  X  =  a),  serait  encastrée  suivant  les  deux  autres  côtés.  On  aurait 
alors  à  (exprimer  les  quatre  conditions 

w^,  =  o  '       et         — r —  =  o         pour         ^  =  o         et         y  =  o, 

C*est  là  une  ressource  nouvelle  que  ne  fournissait  pas  la  méthode 
de  Navier.  Mais  il  faut  remarquer  par  contre  que  cette  dernière 
s'appliquait  au  cas  de  charges  quelconques. 

Les  fonctions  dey  désignées  par  B,«  étant  complètement  déter- 
minées, si  Ton  sépare  dans  chacune  d'elles  le  terme  l?m  de  manière 
il  écrire 

On  voit  que  l'expression  générale  de  iv  sera 


3k  X 


mizx 


Chaque  terme  tel  que  P,wsin- — ^  satisfait  à  Téqualion 

.  _-       .    niTx  (i-^Tn*).        .     mr.x 

r*  V,n  sm =: TT. —  A;„  sin , 

a  Va  a 

de  sorte  que  w  satisfait  à  l'équation 

C'est  Téquation  de  Lagrange  simplifiée  qui  conviendrait  à  une 
plaque  ayant  comme  seuls  appuis  les  côtés  b  parallèles  à  Oy*  Elle 
ne  Miflere  de  celle  qui  conviendrait  à  une  poutre  droite  que  par 
l'introduction  du  facteur  (r  -v;'*^)  dans  le  second  membre.  On 
pourra  donc  la  déterminer  par  les  procédés  habituels. 

Quant  à  SB'^,,  sin — ^>  qui  complète  l'expression  de  fv,  c'est  une 

■  t 

fonction   qui   satisfait   terme  à   terme  à  l'équation  de  Lagrange, 
privée  de  second  membre,  c'est-à-dire  à  l'équation 

A  Atv  =  o. 

(4'est  conforme  à  un  principe  général,  que  nous  avons  indiqué 
précédemment. 
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Ces  résultats  généraux  étant  exposés,  examinons  sommairement 
le  cas  où  il  s'agit  «d'une  plaque  uniformément  chargée  sur  toute  sa 
surface  et  simplement  appuyée.  Alors 

et  1  expression  de  A,«  est 

A„|=  -^   /     sin aa  =  — ^--         (m  étant  impair  . 

On  en  déduit 

p    -      ('  —  '0*)  ^P    ' (1  — V)  4/>^^ 

Quant  à  B,,,,  en  posant  h  — y=zy\  et  en  remarquant  que  tout 
est  symétrique  en  j^  et^',  on  pourra  lui  donner  la  forme 

11  s'agit  de  déterminer  C  et  C|,  de  manière  à  satisfaire  aux  deux 
conditions 

iVf„=^  o  et  ,    ^     =  o         pour        y  =  o. 

m 

La  première  condition  s'écrit  immédiatement 

G(i  H-c'"*)-f-C|ôe'-^-j-i='o. 

D'autre  pari,  on  a,  en  observant  que  ^= —  »  ? 


=  /'S  f  C(cô--f-  e'v')  -H  Cl  (^^  e'TH-  ^'  e'T'))  4-  ur  Ci(e'v>'4-  en'). 


m     dy 

y  m    dyi 

La  seconde  condition  s'écrit  donc 

C(i -+-  en)  -f-  C,6  ff'^'-h  -, C|(i  -i-  e''^)  =  o. 
Si  Ton  en  retranche  la  première,  on  obtient  pour  C|  la  valeur 

r.,= 1 


PiGKAUP  4 


'.  . 
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Ensuite  on  obtiendra 

G  = 1_.[,4-Ci6«'-'']. 

Posons  maintenant 

p,„  =  (:(eo-4-  en\)  h-  Ci  {y  e'r-h  y'  e'y), 
nous  aurons 

et  la  solution  se  présentera  finalement  sous  la  forme 


w 


-     .   ^  (i-V)^a*    4  V  P'«  ^î.i  ^"^ 

=  IV r^T — -      T Slll  

Kl  r.^  Jkaà  m*  a 


Quant  à  iï'',  c'est  la  solution  de  l'équation 

6?ar*    ~"      Kl     ^ 


qui  satisfait   pour  j?  =  o  et  pour  ar  =  a    aux  conditions  tv' =:=  o 


d*w'  T^ii 

el     ,  ^  =  o.  ii.Jie  a  pour  expression 


ri  — T^*)/?  x/  ,      -        ,\  ^     - 

«V  = , .  ,  '^Kxix  —  a)(X'  —  ax  —  a^). 

On  passerait  de  là  au  calcul  de  la  flèche  au  centre,  et  à  celui 
deN,,N2,T3,  etc. 

On  peut  remarquer  que,  dans  l'expression  de  (r*   la  présence 

sous  le  signe  22  du  facteur —  assure  la  convergence  très  rapide  de 

la  série  et  de  toutes  celles  que  Ton  obtient  par  une,  deux  ou  trois 
dérivations,  soit  par  rapport  à  a?,  soit  par  rapport  à  J^  On  n'aura- 
donc  pas  besoin  de  calculer  un  grand  nombre  de  coefficients  C 
et  C|.  ^ 

On  peut  remarquer  aussi  qu'on  obtiendrait  une  solution  toute 
semblable  en  permutant  x  avec  y.  On  pourra  employer  les  deux 
concureniment  pour  faciliter  dans  certains  cas  le  calcul  des  déri- 
vées. 
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V.  —  PlAQÛBS   rectangulaires  ENCiSTRÉBS  SUR   LEURS  QUATRE  CÔTES 

ET   UNIFORMÉMENT  CHAttGÉES. 

11  s'agit  cette  fois  de  trouver  une  solution  w  de  Téqualion  de 
Lagrange  qui  satisfasse  sur  le  pourtour  de  la  plaque  aux  conditions 
suivantes  : 

a.  En  premier  lieu,  «'  doit  être  nul  sur  tout  le  pourtour.  Il  s'en 
suil,  quand  cette  condition  est  remplie,  que  -^  :=  o  tout  le  long 

de  Ox  et  du  côté  parallèle  à  Ox,  el  que  —  =:^  o  tout  le  long  de 

Oy  et  du  côlé  parallèle  à  Oj\  Il  s'ensuit  encore  que  Ton  a  à  la 

X*  •    div  dsv  111      1 

lois  —  ::=:  o  et  «r-  =  o  aux  quatTC  angles  de  la  plaque. 

b.  En  second  lieu,  la  condition  d'encastrement  au  pourtour 
signifie  que  Ton  doit  avoir,   tout  le  long  de  O^,  -7-  --=  o,  et  de 

même,  tout  le  long  de  O  y,  la  condition  -^  1=  o. 

On  peut  remarquer,  en  passant,  que  ces  conditions  exigent  que 

l'on  ait  tout  le  long  de  Ox  et  de  Oj-,  et  que,  par  suite^  la 

tension  T3  soit  nulle  sur  tout  le  pourtour  de  la  plaque  encaslDce. 

Ces  conditions  sont  difficiles  à  satisfaire  terme  à  terme  et  elles 

sont  incompatibles,  en  tout  cas,  avec  des  développements  en  séries 

de  Fourier,   simples  ou  doubles,  les  fonctions  trigonométriques 

telles  que  sin  — ^n'étant  pas  aptes  à  remplir  les  deux  conditions 

^  dw  '1 

<v  :.—  0  et  ~T-  =  0  pour  X  =  o,  par  exemple. 

Le  problème,  malgré  sa  grande  importance  pratique,  est  encore 
imparfaitement  résolu.  Toutefois,  des  solutions  approximatives 
peuvent  être  obtenues  dans  l'ordre  d'idées  suivant. 

En  principe,  la  solution  doit  pouvoir  être  composée  de  la  somme 
d'une  solution  quelconque  W  de  Téquation  de  Lagrange  et  de 
solutions  de  l'équation  de  Lagrange  sans  second  membre  AAiP  =  o. 
Ces  dernières  solutions  sont  en  nombre  infini,  et  Ton  peut  clier- 
cher  à  en  composer,  par  voie  d'addition,  une  solution  suffisam- 
ment générale  pour  satisfaire  aux  conditions  d'encastrement  on 
autant  de  points  du  contour  qu'on  le  désire.   Les   solutions,  de 
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réquation  AA(v  correspondent  à  toutes  les  formes  que  peut 
prendre  la  plaque  sans  -charge,  lorsqu'on  la  soumet  à  des  forces 
quelconques  agissant  exclusivement  sur  son  pourtour. 

Comme  solution  W,  on  peut  prçndre  celle  qui  correspond  à  la 
plaque  simplement  appuyée.  Elle  satisfait  aux  conditions  (a) 
ci-dessus.  Mais,  sauf  aux-.angles,  elle  ne  remplit  pas,  lès  condi- 
tions (b)  relatives  à  rinclinaison  de  la  plaque. 

En  des  pointa  ordinaires  du  côté  OB,  dirigé  suivant  Oj',  nous 
avons  vu  que  Ton  a 


dW  (i_r,»)/7a3   16 


iU  El 


ib  v*  ï  .   '^^y 

-T  7  : ^   ,  ,  sm  — 7^  • 

rJ  émà  Ni  { m»  -f-  /i*  p«  ;«  b 


La  série  2  est  une  fonction  de  y^  qui  présente^  quel  que  soit  p, 
l'allure  générale  suivante.  Elle  s'annule  pour  j' =  o  et  j^  =  Z>,  et 

passe  par  un  maximum  pour  j^'  =  -  •  Elle  est  d'ailleurs  symétrique 

■et  prend  des  valeurs  égales  pour  deux  valeurs  telles  que  j' et  b  — y^ 
puisque   n    est   un   nombre  impair.   On  pourrait   en  calculer  la 

valeur  pour  autant  de  valeurs  de  j'  que  l'on  voudrait  entre  o  et  -  • 
Pour  y  =  -  en  particulier,  on  a 

ftW  (I  —  r*)pa'i  i6  ,,    , 

•^=-^ T^^^^'' 

De  même,  en  des  points  ordinai^-es  du  coté  OA,   dirigé  sui- 
vant O  jr,    on   aurait  -r—  ég-ale   à   une   fonction   de   x  s'annulant 

pour  X  1==  ô  et  pour:r  =  a,  et  ayant  pour  x  =:  -  un  maximum, 
dont  nous  connaissons  la  valeur  : 

riW  (i  —  ■f,^)f)a^  i6    I 


^/y  i:i 


D'un  autre  côté,  parmi  les  solutions  de  l'équation  AA(V  =^  o,  on 
peut  envisager  celles  qui  sont  de  ki  forme 

f(G-+-  Ciy)€n-i-{D-+-  Diy)e-'y]suu\r, 

et  celles  qui  s'en  déduiraient  par  periiuilation  de  x  et  de  )*.  On 
peut  clioisir  sj)éc'ialement  celles  qui  présentent  des  caraclère"^  gêné- 
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raux  analogues  à  ceux  de  la  solution  W,  c'est-à-dire  s'annulant 
sur  le   pourtour,    et   symétriques   à   la   fois  par  rapport  à  a:  et 
a  —  X  =:  x\  et  par  rapport  à  y  et  0  —  y=  y. 
Considérons  en  paniculierla  solution 

.^  iv,„=cp(j^)sin-^ 

dans  laquelle  la  fonction  o  a  pour  définition 

et  dans  laquelle  m.  représente  un  nombre  entier  impair.    Cette 
solution  s'annule  'bien  sur  tout  le  pourtour  et  elle  ne  change  pas 
quand  on  remplace  x  par  a  —  x  =  x\  ou  bien  y  par  b  — y  =y\ 
lorsque  m  est  un  entier  impair. 
On  a,  d'une  manière  générale, 

diVfn        /m:     ,    -  mizjr 

— —  = ?(r)  cos  — —j 

de  sorte  qu'en  un  point  ordinaire  du   côté   OB|  (.r:=o)  l'incli- 
naison est 

d^v„,        m  n 


{(x  a 


?Cr)- 


C'est  une  fonction  de  j',  qui  s'annule  pour  )'-—  o  et^'=?  6,  et 
qui  est  maxima  pour  y  =iy'  =:  -,  car  la  dérivée  -p  est  nulle  pour 

cette  valeur.  Pour  y  =  ->  le  maximum  a  pour  expression 


,  ,    r    /n  w  /*  tn'Kb'l 


dx  a 

On  a  aussi,  d'une  manière  générale,  le  long  du  côté  OA, 

diVf'„  _  /do\     .    mr,r 
dy    "  \dy)o  <ï 

# 


\-7^)    étant  la  valeur  de  —-  pour  y  =  o.  Cette  dérivée  est  facile  à 
calculer.  On  a,  en  posant  pour  abréger  — -  =z  r, 

m 
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€t,  pour  j'  =  o,  on  a    " 

(,    .                                                              'mi:  h                 tniztt                        , 
a  O  \            ,          ,    ,      ,        "ZT'        — :r"         ''t  ^  à 
-y-      =  e^'f'-^-erf'-^'irb  —  e    "    -\- e       "     -h'?. 

L'inclinaison  le  long  du  coté  OA  est  donc  une  fonction  sinusoï- 
dale. # 

Elle  s'annule  pour  j?  =  o  et  pour  a?  rrr  a,  passe  par  un  maximum 

ou  un  ninumum  pour  x  =  -y  car,  m  étant  impair,  sin —  =±:  i . 

On  a  certainement  un  maximum  et  un  seul  quand  m  =  i .  Si  m  est 
plus  grand  que  un,  on  a  plusieurs  maxima,  ou  minima  successifs 
eX  égaux,  symétriques  par  rapport  au  milieu  du  côté.  Mais  si  Ton 
n^envisage  la  solution  \^m\  q"^  comme  l'un  des  termes  d'une 
somme  telle  que 

«ï'  =  2  Cm  W 


m  ^m 


dans  laquelle  le  terme  C|W|   soit  prépondérant,    la  fonction  w 
conservera  le  même  caractère  que  W,  en  ce  qui  concerne  l'allure  de 

sa  dérivée  -t—  pour  y  =.  o.  bn  tout  cas,  pour  j?,==  - ,  on  a  pour  —7 — 

la  valeur  absolue  .         , 

-  #    f     V  tnttb  inTCh  .         , 


( 


e   "    -he       "H-  >. 


Si  Ton  permute  a  et  6,  en  môme  temps  que  x  ely^  on  aura  une 
série  de  solutions  analogues,  jouissant  des  mêmes  propriétés 
générales  et  que  nous  désignerons  par  iv'^^^  pour  les  distinguer  des 
autres. 

Cela  établi,  considérons  la  solution 


> 

7» 

=  în- 

1 

m 

=r2n'- 

1 

w.= 

w 

4- 

2 

^m 

W.n"^ 

2 

G /H 

Kl 

obtenue  en  ajoutant  à  W  les  n  premières  solutions  (v,«  et  les  n  pre- 
mières solutions  (r^,^,  respectivement  multipliées  par  des  constantes 
G,«  et  C„^.  On  pourra  disposer  de  ces  n-^-n  constantes,  de  manière 

que  -T-;  s'annule  en  .  n    points   convenablement   choisis   sur  Oy 

et  que  -7-  s'annule  aussi  en  n  points  convenablement  dioisis  sur 
Ox.  Comme,  dans  le  cas  considéré  d'une  charge  uniforme,  W, 


1 
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iv,f,  el  iv',,^  sont  sjmélriques  en  x  et  x\  et  en  y  ety\  l^nclinaison 
de  la  plaque  sera  même  nulle  en  tous  les  points  symétriques  de 
ceux  qui  auront  été  choisis,  sans  compter  les  sommets.  En  choi- 
sissant les  nombres  n  el  n  suffisamment  grands  et  en  prenant  pour 
les  points  d'inclinaison  nulle  des  points  régulièrement  espacés  sur 
chacun  des  demi-côtés,  on  voit  que  l'on  pourra  s'approcher  autant 
qu'on  le  voudra  de  la  solution  complète  et  exacte  qui  assurerait  à 
la  plaque  une  inclinaison  nulle  sur  tout  son  pourtour.     .     - 

Cas  d'une  plaque  sensiblement  carrée.  -  -  On  obtiendra  déjà  une 
approximation  très  intéressante  dans  le  cas  d'une  plaque  sensi- 
blement carrée,  en  se  bornant  à  considérer  les  deux  premières 
solutions  (P|  et  (i^',  correspondant  à  m  =  i ,  de  manière  à  former 
la  solution 

comportant  deux  arbitraires  seulement.  On  pourra  disposer  de  Ci 
et  C,  de  manière  à  annuler  l'inclinaison  de  la  plaque  au  milieu 
des  deux  côtés  OA  et  OB.  De  cette  façon,  Finclinaison  de4a  plaque 
sera  partout  relativement  petite,  par  rapport  à  ce  qu'elle  serait 
dans  la  solution  W,  car  elle  sera  sur  chaque  côté  la  différence  de 
deux  fonctions  ayant  même  allure  générale,  des  points  communs 
extrêmes,  des  points  communs  avec  tangente  commune  au  milieu 
du  côté. 

Au  milieu  du  côté  OB,  on  a 


en  posant 


r  =  '.  — r  > 


dw  I         t:  b 
dx   "^    a 


ni» 


7r//i         r  —      —  —1 


j      ,  TZfl  Tin 

-7-î-  =  6*  —  e     "  -^  }.Tz  -r  ~  e^P —  «"'*?  -f-  '2  7rp. 
dy  b  "^ 

* 
Par  suite,  la  première  équation  de  condition  est 

C-  U'^-.  c~*P  J  H-  C\  [e«P—  c-J^P-^  a;îj3]  =  P  J(?). 

r 

I 

La  seconde  s'en  déduira  en  changeant  a  en  6,  C  en  C  et  p  en  - 
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et  Ton  obtiendra 

Si  l'on  met  P  en  facteur  dans  les  coefficients  C| ,  C\ ,  de  manière  à 
poser  C|  =Py,  C\  =Pv',  les  coefficients  y  et  y'  ne  dépendent 
plus  que  de  p,  et  Ton  peut  les  calculer  une  fois  pour  toutes.  En 
voici  quelques  valeurs:  ^  , 

^^"2'  ç  =  I.    '  p  =  2. 

Y -. ....     o,oooo347        0,006878        0,009551 

^  Y o,co955i  0,005878        0,0000347- 

Une  fois  les  coefficients  y  et  y'  calculés,  et  par  suite  les  coeffi- 
cients C|  et  Cj,  on  pourra  en  déduire  les  flèches,  les  tensions,  les 
réactions  d'appui  correspondant  à  chacune  des  solutions  complé- 
mentaires G,,  (V|  et  G',  w\  et  les  ajouter  aux  flèches,  tensions,  réac- 
tions de  la  plaque  simplement  appuyée  à  son  pourtour. 

A  titre  d'exemple,  nous  poursuivrons  le  calcul,  dans  le  cas 
d'une  plaque  carrée. 

La  flèche  au  centre,  due  à  la  solution  W,  est 

La  flèche  au  centre,  due  à  la  solution  G|  (V|  =  I^Y?  (j")  ^^^  "~" 

s'obtient  en  faisant  ic  =s  r  =  -  - 
On  a 

o/  — )  =  aie*  —  e    *y=4»6o26a        et        sin  — ^i. 

Par  suite,  la  flèche  est 

i -^fi- 7:  X  0,000878  X  4,6026. 

Le'coefficient  de^^ ^r~ — "^  —est  approximativement  0,08499* 

Il  faut  le  doubler  pour  tenir  compte  de  la  solution  complémen- 
taire G',  (v,,  puis  le  retrancher  du  coefficient  F(p)  =  o,244ïa 
applicable  à  la  plaque  carrée  amplement  posée.  Il  reste  0,074*4? 
c'est-à-dire  environ  o,3o3  F  (p).  • 
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Aulrenient  dit,  la  flèche  de  la  plaque  carrée  encastrée  n'est 
q"^  l^s  j^  ^de  celle  de  la  plaque  simplement  appuyée  à  son 
pourtour. 

Calculons  maintenant  la  tension  N4,  au  centre  de  la  plaque. 

Celle  qui  est  due  à  la  solution  W  a  pour  expression 


et  Ton  a 


N.  =  --^^«--(.  +  ri)N( 


P) 


N(p)  =  o,a«j').. 


Pour  la  solutioa  complémenlaire  t'y  ('*'•  +  "^'i  )>  ^^  * 


"—T^^H^ 


diw\ 


d^wi  d^w\ 


dœ^  /    '  dy"^     '     •   dy 
Mais,  par  raison  de  symétrie,  pn  a,  au  centre, 


H 


dx^ 


et,  d'autre  part, 


On  a  par  suite 


dy^ 


Eh 


et 


dy^ 


dx* 


iPï  = 


ph    ,  16 


Ni  =  - 


Or,  ,il  est  facile  de  calculer  terme  à  terme  AiV|.  Prenons,  par 
exemple,  le  terme  A=:ye''y' sinrx^  où  r  =  ~*  Nous  trouverons, 

en  tenant*compte  de  ^  =  —  i  : 


-7—  =  —  rX  H-  eO  sm/'.r, 
dy 

d^X 

-- —  =  /'S  A  —  9.  r  e''y'  si  n  rx, 
dy*- 


A  A  =  —  •>.  r  cO'  sin  r  a:. 


En  opérant  de  même  pour  les  autres  termes,  ou,  plus  générale- 
ment, en  observant  que,  pour  une   fonction  F  satisfaisant  à  la 
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condition  A  F  =  o,  on  a 
nous  trouvons  au  total 

a    .  '  a  ' 

Finalement,  la  solution  complémentaire  donne 

Ni  =  -i-  -^J^ r«*(«-HTj  X  4 Y  X  4,6oa6  =  -h  ^^ ra*(t-+-  tJ  x  0,108:22. 

1        7C*  I       77* 

La  tension  résultante  est  donc 

Ni  =  —  -^^ ^«^U^-'î)  X  0,1170. 

C'est  encore  une  compression.  Elle  est  environ  les  ^  de  celle 
qui  se  rapporterait  à  la  plaque  simplement  appuyée. 

Calculons    ensuite    la    tension    ]N|    au    milieu    du    côté    OB, 
a 

La  solution  W  fournit  un  résultat  nul.  Il  en  est  de  même  de  la 

solution  Pv  (Pi,  les  deux  dérivées  secondes     ,  .'  et    ,  ^  contenant 

le  facteur  sin  vx  qui  s'annule  pour  j:  =:  o.  Quant  à  la  solution  w\^ 
elle  fournit,  en  tenant  compte  des  résultats  trouvés  pour  (v,  et  en 
permaiant  xety: 


dx^ 


= ^(<?«—  e-w)  = U  X  23, 097. 

a  a  ' 


Finalement,  on  trouve 

Ni  =  -Î-; r  «*  X  >.Y  X  *^3.o97  =  ^t r  «*  X  0,27153. 

Cette  tension  est  positive.  EAle  est  indépendante  de  t).  Elle  est 
toujours  plus  grande  en  valeur  absolue  que  la  valeur  de  N«  au 
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centre,  car  on  a  toujours 

0,^71 5  >  (i-f-,T^)o,ii7(). 

Si  Ton  admet  7^  =  0,3,  le  second  membre  de  cette  inégalité 
est  o,  1627  environ. 

La  tension  au  milieu  du  côté  est,  dans  ce  cas,  environ  1,7;*)  fois 
la  compression  au  centre.  Dans  cette  m(}me  hypothèse,  elle  serait 
environ  les  ^  de  la  compression  au  centre  d'une  plaque  simple- 
ment appuyée,  car,  pour  celle-ci,  on  aurait  (i-^-'^i)  0,2262  =  0,292-^ 
environ. 

L'encastrement  d'une  plaque  carrée  réduit  donc  sensiblement 
sa  déformation,  et  notamment  la  flèche  au  centre.  Mais  elle  réduit 
assez  peu  le  taux  dé  fatigue  du  métal.  Elle  peut  même  l'aggraver 
lorsque  vj  est  petit.  ^ 

Enfin,  examinons  ce  que  deviennent  les  réactions  au  pourtour. 

Dans  la  solution  W,  qui  est  celle  de  la  plaque  simplement 
appuyée,  la  réaction  R  est  nulle  aux  sommets  et  atteint,  au  milieu 
-des  côtés,  son  maximum,  qui  a  pour  valeur 

Paax  =  />«  ■::5  X  0,6168. 


.:' 


La  solution  complémentaire  Py  (<V| -f-tt', )  donne  le  long  du 
coté  OA 


R=  — ^^^  Py -^A(jvi-h  w'i)        pour       y  =  o, 
I  —  ïi*      *  av  1/         r  ./ 


On  a  d'abord 

Kl     p  ,16 

Ensuite  on  a  \ 

A(Vi  =  —  2r  s\nrx[e''y -^  e-f'y-i-  c'y'  —  en']^ 

■d'où,  pour  j^=  o, 

d 
-—  AtTi  ==  —  vît'  sinrar[ôO-he-  n' —  eo' — e-o'J  =  9./**[e'^H-e-^  —  1]  sinrx. 

On  a  Je  même 
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d'où,  pour  J)^  :=  O, 

Pour  ;r  =  o,  la  solution  complémentaire  donne  comme  résultat 

i6  ,  ^  iG 

—  /^o  —  x^YCe^—  6"^)  —  —  P^-^i  ^  0,9.7103. 

C'est  une  réaction  dirigée  de  haut  en  bas.  Inversement,  la  plaque 
tend  à  soulever  son  cadre  au  voisinage  des  sommets. 

Pour  X  =  -,  la  solution  complémentaire  donne  comme  résultat 

r         r  [  -      --\\  c 

/>a—  X  ivLe^-i-c-^  — 9— /.le* —  e    *Jj  =:pa^  x  0,1408. 

\ 

Il  faut  ajouter  ce  résultat  à  celui  donné  par  la  solution  W.  Il  est 

environ  les  -^  de  ce  dernier. 

Ainsi,  Pencastrement  de  la  plaque  carrée  modifie  assez  profon- 
dément la  répartition  de  la  charge  sûr  son  cadre  de  pourtour.  Au 
milieu  du  côté,  cette  charge  est  majorée  d'environ  28  pour  100. 
Elle  devient  négative  aux  sommets,  au  lieu  d'être  nulle,  et  elle 
atteint,  en  valeur  absolue,  le  double  de  la  majoration  précédenle. 

Il  serait  fort  intéressant  d'entreprendre  des  déterminations  du 
même  genre  pour  des  plaques  s'écartant  sensiblement  de  la  forme 
carrée,  et  notamment  pour  la  plaque  correspondant  à  p  =  2.  Les 
coefficients  y  et  y'  donnés  plus  haut  pour  c^  cas  nie  doivent  d'ailleurs 
être  acceptés  que  sous  réserves,  et  il  serait  utile  de  composer 
une  solution  complémentaire  en  adjoignant,  aux  deux  solutions 
simples  fP|  (V'j,  la  troisième  solution  iv^y  qui  permettrait  d'annuler 
l'inclinaison  de  la  plaque,  non  seulement  au  milieu  des  côtés,  mais 
aussi  aux  quarts  du  côté  le  p^us  long,  de  manière  à  répartir  unifor- 
mément  les  points  d'inclinaison  nulle  sur  tout  le  pourtour  de  la 
plaque.  On  aurait  trois  équations  simultanées  à  résoudre  pour 
déterminer  les  trois  coefficients,  et  l'exécution  matérielle  des 
calculs  demeurerait  abordable.  ' 


VI.  —  Plaques  rectangulaires  appuyéiss  sur  un  cadrb  élastique. 

Lorsque  le  cadre  sur  lequel  s'appuie  la  plaque  est  élastique,  au 
lieu  d'être  indéformable  comme  nous  l'avons  supposé  jusqu'ici,  le 
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pourtour  de  la  plaque  cesse  de  satisfaipe  à  la  condition  iv  =  o.  Il 
faudrait  écrire  que,  sur  le  pourtour  de  la  plaque,  ses  déformations 
sont  partout  égales  à  celles  des  poutres  constituant  le  cadre  de 
support.  A  défaut  de  solution  complète,  on  peut  s'en  approcher 
par  des  procédés  analogues  à  celui  qui  a  été  employé  pour  la  poutre 
encastrée.  On  ajoutera  à  la  solution  W,  qui  convient  à  la  plaque 
sur  appuis  rigides,  des  solutions  de  la  forme 

m 

C,/iiv,„=  C,„  çsirira? 


dans  lesquelles  /•  =  — ~,  avec  m  impair,  et 


ou  bien  des  solutions  semblables  obtenues  en  permutant  x  en  y 
et  rt  en  6.  Puis  on  disposera  des  coefficients  arbitraires  C,„,  de 
façon  qu'en  un  certain  nombre  de  points  choisis  les  déplacements 
verticaux  de  la  plaque  et  de  son  cadre  soient  égaux. 

On  peut  d'ailleurs,  pour  simplifier,  supposer  que  deux  seulement 
des  côtés  du  cadre  soient  élastiques,  par  exemple  ceux  qui  sont 
parallèles  à  Ox^  et  appliquer  le  principe  de  la  superposition  des 
eflets. 

Considérons  la  solution  w  =  o  sinrx. 

Elle  est  telle,  que  tout  le  long  du  côté  OB,  dirigé  suivant  or, 
on  a 

d^  w  d*  iv 

'  dx^  '  dy^ 

• 

Par  suite,  N,  et  Nj  sont  nuls  le  long  de  ce  côté.* 
On  peut,  d'autre  part,  établir  entre  les  deux  coefficients  A  et  B 
une  relation  de  proportionnalité  telle  que  N2  =  atout  le  longJu 

côté  OA.  Pour  cela,  it  suffit  d'écrire  la  condition  ri  -j-j  -f-  -j-^  =  o, 
poiir^  =  0. 


Or,  on  a 


di  w 

=  —  /•-  o  sin/'x, 


dx* 

——L  z=  r-  o  sinrr  -f-  2B/-(e'V  -h  c'y  ). 
dyi  ••■  . 
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La  condition  dont  il  s'agit  s'écrit  donc  - 

'•*(i  ~  >))  [A(i  -4-  «'•*)  -4-  Hb  cr*]  +  9.Br(i  -4-  e'"*)  =  o 

et  Ton  pourra  prendre 

A  =  r^^(i~Tî)-i-:î(i-rt-«'-*),    . 
B  =  — r(i  — Ti)(n-e'-^). 

On  pourra  alors  calculer  les  réactions  complémentaires  que  celte  - 
solution  provoquerait  sur  le  côté  OA  du  cadre,  et  déterminer  les 
abaissements  qui  en  résulteraient  en  différents  points  choisis. 

On  opérerait  de  même  pour  autant  de  solutions  qu'on  le  voudra, 
correspondant  à  diverses  valeurs  de  l'argument  m  figurant  dans  r. 
On  serait  alors  en  mesure  d'écrire  qu'aux  points  choisis  la  solu- 
tion 

amène  les  mêmes  déplacements  pour  la  plaque  et  pour  la  poutre 
du  cadre. 

Lorsque  la  poutre  du  cadre  possède  uile  grande  rigidité,  et  que 
ses  abaissements  sont  petits  relativement  à  la  flèche  de  la  plaque 
en  son  centre,  on  peut  négliger  les  perturbations  qui  sont  provo- 
quées dans  sa  déformation  par  la  solution  complémentaire,  et 
admettre  que  cette  déformation  demeure  sensiblement  la  même 
que  dans  la  solution  primitive  W.  Il  ne  s'agit,  somme  toute,  que 
d'une  modification  de  la  répartition  des  réactions  d'appui,  et  la 
flèche,  au  milieu  de  la  portée  du  cadre,  notamment,  n'en  est  que 
peu  altérée.  On  pourra  donc  écrire  plus  directement  qu'aux  points 
choisis  <v  a  pour  valeur  les  déplacements  préalablement  déter- 
minés  pour  la  poutre  de  support. 

Si  l'on  se  contente  d'assurer  l'égalité  des  déplacements  au  milieu 
du  côté  OA,  on  pourra  se  borner  à  envisager  la  solution  complé- 
mentaire G,  (ï^<,  correspondante  ;•  =  — ,    et   Ton  aura  déjà   une 

approximation  intéressante.- 

Dans  les  mêmes  conditions  d'approximation,  on  pourra  souvent^ 
en  pratique,  se  contenter  d'une  solution  complémentaire  encore 
plus  simple.  * 

Désignons  par/ la  flèche  prise  par  la  poutre  de  support  OA, 
quand  les  -réactions  au  pourtour  sont  évaluées  d'après  la  solution 
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primitive  W,  et  envisageons  la  solution  complémentaire 

a* 

qui  assure  à  la  plaque  la  même  flèche  au  milieu  du  côté  OÂ. 

Cette  solution  satisfait  bien  à  l'équation  de  Lagrange,  sans 
second  membre  A  A  «^  =  o.  On  a,  en  effet, 

Aw'  =  -—  =  const. 

De  plus,  cette  solution  ne  modifie  aucunement  la  valeur  des 
réactions  verticales  au  pourtour,  puisque  lix>'  est  une  constante. 

Mais  elle  a  pour  effet  d'introduire  au  pourtour  des  tensions 
horizontales  Ni  et  Na,  qui  ne  sont  pas  nulles.  On  a,  en  effet,  par- 
tout à  la  surface  supérieure  : 

Eh    -^  d^w  _  Eh        8/ 

Eh        d^w  _         Eh        8/ 

Mais  si /est  suffisamment  petit  pour  que  ces  valeurs  de  N|  et  IN  2 
soient  elles-mêmes  petites  par  rapport  aux  tensions  qui  se  pro- 
duisent au  centre  de  la  plaque  sur  appuis  indéformables,  cette 
sujétion  pourra  être  acceptée.  Les  efforts  complémentaires  qu'il 
serait  nécessaire  d'exercer  au  pourtour,  pour  que  la  déformation 
de  la  plaque  soit  rigoureusement  tv  :=  W  +  (ï'',  n'auraient  qu'une 
faible  influence  sur  la  déformation  réelle. 

Dans  les  mêmes  conditions,  pour  tenir  compte  de  la  déformation 
des  côtés  du  cadre  parallèles  à  oy^  on  introduirait  une  solution 
complémentaire 

En  définitive,  la  règle  qui  en  résulterait,  sous  réserve  d'une 
rigidité  relative  suffisante  du  cadre  de  support,  serait  la  suivante.- 
On  calculera  la  plaque  comme  si  elle  était  sur  appuis  indéfor- 
mables, et  l'on  évaluera  en  conséquence  les  flèches/et/' des  poutres 
du  cadre  de  support.  On  fera  ensuite  subir  aux  résultats  les  cor- 
rections suivantes. 
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/ 

La  flèche  au  centre  sera  augmentée  de  —  (/+/')?  somme  des 
flèches  des  poutres. 

Les  tensions  N|  et  N^  au  centre  seront  respectivement  augmen- 
tées, savoir  : 


PourN,, 


Pour  Nj, 


'— X 


CHAPITRE  XXIV. 

MASSIF  INDÉFINI  SOLLICITÉ  DANS  UNK  RÉGION  LIMITER. 


Équilibre  i>'klasticité  u'ln  solide  lndbfim 
f^olliclté  dins  ine  certaine  région  par  des  forces  extérieures  données. 

Ce  prohlèiiie  a  un  camclére  tout  à  fait  théorique.  La  dislri- 
Lution  supposée  pour  les  forces  extérieures  ex:i«;erait  que  certains 
éléments  de  volume,  com|)ris  dans  une;  région  limitée,  eussent  des 
propriétés  diflTérentes  du  reste  de  la  masse  et  fussent  seuls  suscep- 
tibles d'attractions  ou  de  répulsions,  (^e  problème  ne  saurait  donc 
être  confondu  avec  celui  qui  a  été  traité  au  Chapitre  II  en  vue  de 
faire  disparaître  des  équations  générales  les  termes  relatifs  ;uix 
forces  extérieures,  car  alors  on  su|)posail  celles-ci  partout  pro|>or- 
tionnelles  à  Télément  de  volume  ^/nr. 

M.  Boussinesq  est  parvenu  à  une  solution  très  simple,  dans  le 
cas  où  les  forces  extérieures  sont  parallèles  à  une  même  direction, 
prise  pour  axe  O:;,  en  cherchant  sous  quelles  conditions  les  écjua- 
tions  indéfinies  d'équilibre  pouvaient  être  satisfaites,  quand  on 
])ose  a /?r/ori  pour  les  déplacements  //,  e,  iï'  des  équations  (h*  la 
forme 

""       dx  dz  dy  dz  ~       dz^  '  ' 

A  étant  une  constante  et  o  une  fonction  de  x,  )%  z. 
On  trou\e  d'abord 


du        dv        div  d   _  .    d   ^  ,  ,  .   d 

dx       dy        dz  dz 


d:i      '         ^  '  dz      ' 


Ensuite,  les  équations  in(h'»liuies  décpiilibre  deviennent 

d*- 

[(À  -I-  ji.)  (A  -  i)  -  ;i  I  — — -  A'^  -^  Xo  =  o, 

Hu.    Cl  •v 

1<  À  -4-  IX)  (\  —  I)  -  .a  \-jjrjZ^?  -'■■  ^0-=  o, 

d^ 
[(X-h.uKA  —  i;—  1^1    —     Aj-r- ;zA  Aiç.~Zo==o. 

PlOKAUI)  V 
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Étanl   donné  qu'on  suppose  Xo  =  ^o=o,  ces  trois   écpinlions 
peuvent  être  satisfaites  à  la  fols  si,  d'une  part,  on  prend 

(A-f-U)(V— 4>  —  JA  —  O,  <l  OU  A  =  ^r -9 

)  . 

el  si,  d'autre  part,  on  choisit  o  de  telle  sorte  qu'en  tout  point  on 
ait  la  relation 


{A  VA»oH-Zo=o,         d'où         A>^  = ^       ^ — Z». 


Qa  doit  donc  avoir  ^i^ft  =^  o  en  tûut  point  situé  en  dehors  de  la 
région  soUicilée  pur  les  fondes  extérieures  et  4*o  proportionnel 
à  ïio  en  tout  point  de  celte  région, 

Pour  olHeuir  ce  i*ésultal^  il  suffit  de  prendi^  pour  q  le  polenliel 
direct  de  ma$^es  éteeiricjues  fictives  dont  Tinteasité  soit  partout 
proportionnelle  à  Z©. 

On  s»it  en  effet  que  si,  en  chaque  point  (^r»,  y*^  ^*)y  "«  attache 
à  l'élément  de  voUune  rfro^  <|ui  lui  corres^pond,  une  masse 

cl  ni  =  p  dra , 

et  que,   si  Ton  prend  le  potentiel  ordinaire  de  ces  niasses  en   un 
point  quelconque  (j7,  y^  z'\^  savoir  :     ^ 

V  ïa  /  ---         avec         /^=  (.f  —  JPt)*-!'^^  — >'i  )«H-(«  —  ai  )', 

ce  potei.itiel  satisfait  à  la  relation 

AV  --=  o 
en  deliors  de  là  réj>ion  cliur^é<\  et  à  la  relation 

A  V  =  —  i  Tzp 

en  tout  point  de  cette  région. 

Quant  au  potentiel  direct,  dont  Texpression  est 

cp  =  -   /  /■  dm , 
il  est  tel  que  ])artout  on  ait 
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car,  ainsi  que  nous. l'avons  déjà  vérifié^ 

r 
On  aura  donc  finalement 

* 
en  dehors  de  la  ré«^ion  chargée,  et  la  relation 

en  tout  point  de  celle  région. 

Pour  obtenir  le  résultat  demandé,  il  suffit  donc  de  prendre. 

à  7:0   =    ; Ao« 

ÎX(A-r'2a) 

On  obtient  bien  ainsi  la  solution  du  problème  posé,  car,  en 
dehors  des  équations  indéfinies  d'équilibre,  il  n'y  a  pas  d'autre 
condition  à  satisfaire  aux  limites,  puisque  le  massif  est  uidéfini. 
Toutefois,  la  région  soumise  à  l'action  des  forces  extérieures  étant 
supposée  limitée  et  à  distance  finie,  on  doit  avoir,  pour  les  dépla- 
cements w,  ^',  (V,  des  valeurs  s'annulant  à  l'infini,  ce  qui  revient 

à  dire  que  ces  valeurs  sont  de  l'ordre  de  grandeur  de   -•  Or,  il  en 

^st  bien  ainsi,  car  ç  est,  comme  /%  une  fonction  homogène  et  du 
premier  degré  en 

Ses  dérivées  premières  sont  du  degré  zéro  et  ses  dérivées  secondes 
du  degré  {• —  i). 

Le  cas  d'un  solide  indéfini  supportanty  dans  certaines  parties  de 
sa  masse,  des  forces  X©,  Y^f  Z©  absolument  quelconques,  se  ramène 
au  cas  précédent  ;  car  îl  suffit  de  superposer,  par  voie  d'addition, 
les  trois  solutions  correspondant  aux  cas  où  les  forces  extérieures 
se  réduisent  à  leurs  composantes  \o,  \o?  ^o  respectivement. 

Cas  particulier  d'une  force  unique  de  grandeur  finie.  —  Suppo- 
sons'que  la  force  F  soit  la  résultante  de  forces  élémentaires  agis- 
sanl  sur  les  éléments  d'un  volume  infiiiimen!  petit  en  tous  sens, 
situé  à  Toriginc;  des  coordonnées,  et  prenons  sa  direction  comme 
axe  des  Z. 
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Alors  Zq=F  et  le  potentiel  direct  sera,  en  laissant  de  cote  le 
facteur  constant,  r —  r — —^  »   . 

'     8  TIJA    /*  H-  2  [JL 


Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  point  M,  dont  on 
cherche  les  déplacements,  soit  dans  le  plan  ZO;r,  de  sorte 
que  JK=  <>•  11  en  résultera  par  raison  de  symétrie  i'  =  o,  le  dépla- 
cement devant  se  faire  dans  le  plan  7X)x, 

Fig.   lyi. 


F 


-««» 


M 


-"-'1 


JC 


En  désignant  par  w  l'angle  q-ue  fait  OM  avec  O  j,  et  en  tenant 


x  F 


compte  de  ce  que  Acp=  -^,  on  trouve  facilement 

dx  dz  /•"*  /• 


F  sin-w 


Xn-auL  F 

a-r i 

A  -h  fJL    r 
X  H-  '2  [Ji  F 


/• 


En   rétablissant  le    facteur 


X-+- 1*. 


X  -h  fJL    ;• 
>    cl    on    considérant    /• 


comme  constant,  c'est-à-dire  en  envisageant  les  molécules  M  répar- 
ties sur  une  sphère  de  rayon  r,  autour  du  point  d'application  de  la 
force,  on  reconnaît  que  les  déplacements  peuvent  être  considérés 
comme  résultant  : 

i"*  D'une  translation  commune  parallèle  à  la  direction  Oz  de  la 
force  et  ayant  pour  valeur  -; : 

2^  D'un  déplacement  éj^al  à  - — ^^ — ■ r  — ^ — ^  effectué  dans  la 

'  ^         8'îitJL(X  -H  2fi)        r 

direction  dont  les  cosinus  directeurs  sont  cosco  et  ( —  sinto  K  c'est- 
à-dire  le  long  de  la  tangente  au  cercle  méridien. 
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I         > 

•l^oiir  les  deux  points  de  rencontre  de  la  force  avec  la  sphère, 
c'est-à-dire  pour  w  :=  o  et  o>  =  r,  ce  dernier  déplacement  est  nul. 

Dans  riiémisplière  pour  lequel  a  <C  7  >  c'est-à-dire  pour  celui  qui 

est  situé  dans  la  direction  de  la  force,  ce  déplacement  tend  à  éloi- 
«;ner  les  molécules  de  la  ligiie  d'action  de  la  force,  car  a  est  positif. 
11  y  a  ainsi  une  sorte  de  raréfaction  des  molécules  autour  du  pôle 
correspondant.  Dans  riiémisplière  opposé,  il  y  a  au  contraire  une 
sorte  de  concentration  vers  le  pôle. 

Ces  considérations  fournissent  une  idée  assez  nette  de  la  défor- 
mation. 

En  ce  qui  concerne  les  tensions,  on  peut  se  borner  à  étudier 
celles  qui  sont  relatives  à  des  plans  parallèles  à  Oy,  La  compo- 
sante \  est  toujours  nulle  par  raison  de  symétrie,  et  Ton  a 

Z  =  Tja-hN3Y, 

le  cosinus  directeur  ^  de  la  normale  au  plan  étant  nul.  Il  suffit 
donc  de  calculer  N|,  N3,  To.  * 

En  laissant  encore  de  côté  le  facteur  - —  ^ i— ,  on  a  d'abord 

87t{Jl    Â-H  "2JJL 

et  ensuite 

Idw      du\  ^   d   ^  d^v  Far/     |ji  3i»\ 

On  peut  reconnaître,  d'a[)rès  ces  expressions,  un  certain  nombre 
de  particularités  intéressantes. 
Pour  ;:;  =  o,  on  a 

Mi=:N.,  =  0         avec        Tjt^o. 
Il  en  résulte  que,  dans  le  plan  équatorial   Oxy^  on  n'a  que  des 

> 

efforts  tangentiels  dirigées  d'ailleurs  suivant  les  rayons  issus  du 
centre,  et,  sur  l'élément  plan  perpendiculaire  au  rayon,  on  n'a 
({u'un  effort  tan^^entiel  dirigé  suivant  Oz. 
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« 

On  reconnaît  d'ailleurs  que  N,,  Nj,  Tj  se  présentent  sous  -la 
forme  de  produits  de  F  par  ~  <^t   par  des    expressions   qui   ne 

dépendent  que  de  la  direction  de  OM,  c'est-à-dire  de  -=:^sin(ii 

et  —  =r  cosa>.  Il  en  résulte  que  toutes  les  tensions  sur  des  plans 

d'orientation  quelconque  seront  encore  proportionnelles  à  l'inverse 
de  r2. 

On  a,  d'une  manière  générale, 


T,  _  a; 


Il  en  résulte  que,  si  Ton  considère  spécialement  les  tensions 
«xercées  sur  un  plan  normal  à  Ow,  ou  normal  à  la  direction  de  la 
force,  celles-ci  sont  dirigées  vers  le  centre,  c'est-à-dire  vers  le  point 
(^'application  de  la  force.  Quand  z  est  positif,  Nj  est  négatif  et 
représente  une  pression.  L'inverse  a  lieu  dans  la  région  opposée  à 
la  direction  de  la  force. 

On  a  ainsi  un  aperçu  assez  net  de  la  répartition  de  la  force  sur 
des  plans  perpendiculaires  à  sa  direction. 

Pour  if  =  ^,  c'est-à-dire  tout  le  long  d'un  cône  avant  pour 
axe  i)z  et  ses  génératrices  inclinées  à  45"  sur  cet  axe,  on  a 

Il  en  résulte  que  les  plans  principaux  sont,  en  outre  du  plan  méri- 
dien, le  plan  tangent  au  cône  et  le  plan  perpendiculaire.  Sur  le 
plan  tangent  la  tension  principale  est  nulle,  car  on  a 

Sur  le  plan  perpendiculaire,  on  a 

a  -h  Y  =  Z'^-        et  par  suite        X  =  Y  =  Ni  y/a, 
d'où 

N  -  2N,. 

Le  long  du  plan  tangent  au  cône  il  n*y  a  donc  absolument 
aucune  tension  ni  normale,  ni  tangentielle.  On  pourrait  donc, 
sans  troubler  Téquilibre  du  massif  indéfini,  opérer  une  coupure  le 
long  de  la  surface  du  cône,  en  laissant  une  soudure  au  point 
d'application  de  la  force  extérieure. 
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On  peut  mOinc supprimer  celte  soudure, a  couditioii  départager 
einivenablemenl  la  force  effeelivr  entre  les  différentes  nappes  du 
eone,  extérieure  et  intérieure. 

Par 'exemple,  pour  la  nappe  <[ui  cunlient  la  direction  de  ;; 
positif,  il  faut  que  la  force  efleelive  qui  lui  est  appliquée  soit  égale 
à  la  somme  des  tensions  Nj  sur  une  section  droite  quelconque, 
menée  à  la  distance  z  de  rorigine.  Cette  s<umne  est,  avec  la  condi- 
ti«)n  de  z  constante, 


/ 


En  effectuant  le  calcul,  on  trouve 

3  (Ji  H~  X 


et,  en  rétablissant  le  facteur  n —  — ^»    - 

87:;ji   x-x  -H  A 
F      3  (A  -f-  X 


i^^Matadtapi^     ■ 


Cas  de  deux  forças  égales  et  directement  opposées  dont  les 
points  d'application  sont  voisins.  —  Si  Ton  suppose  l'une  dc.'s 
forces  F  appliquée  à  Fori^ine  des  coordonnées  et  dirigée  sui- 
vant O^,  les  déplacements  et  les  tensions  qui  eu  résulteront  pour 
un  point  (j?,  y^  z)  seront  conformes  aux  résultats  précédents.'  Si  la 
seconde  force  {■ — F)  est  appliquée  au  point  (o,  o,  s)  et  si  Ton 
regarde  e  comme  un  infiniment  petit  relativement  à  Xj  y^  z^  les 
résultats  seront  égaux  aux  premiers  changés  désigne  et  augmentés 
de  leurs  différentielles  respectives  par  rapport  à  z^  dans  les- 
quelles c/z  =  £.  Les  déi)lacements  totaux  et  les  tensions  totales 
seront  donc,  au  signe  prés,  les  différentielles  par  rapport  à  z  des 
expressions  trouvées  plus  haut. 

Or,  eu  ce  qui  concerne  les  dé|)lacemenls,  ces  expressions  sont 

(le  Tordre  de  grandeur  de  -;  leurs  différentielles  seront  de  Tordre 
de  grandeur  de  --;*  En  ce  qui  concerne   les  tensions^  elles  sont  de 

Tordre  de  grandeur  de  -^  et  leurs  différentielles  sont,  par  suite,  de 
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l'ordre  de  erandeur  de  —  •  Dans  les  deux  cas  s'introduit  un  muhi- 

piicateur  de  Tordre  de  -»  regardé  comme  très  petit. 

Ce  résultat,  malgré  sa  forme  un  peu  vague,  est  intéressant  au 
j>oint  de  vue  pratique,  car  du  moment  que  deux  forces  égales  el 
directement  opposées  dont  les  points  d'application  sont  voisins  ne 
^»roduisent  que  des  effets  négligeables  en  des  points  suffisamment 
éloignés  des  points  d'application  eux-mêmes,  on  peut,  avec  la 
même  approximation,  remplacer  une  force  par  une  autre  égale  en 
transportant  son  point  d'application  en  un  point  voisin  sur  sa 
direction.  Les  règles  données  par  la  mécanique  rationnelle  pour  la 
composition  des  forces  sont  donc  applicables  dans  certains  cas  à 
un  solide  naturel  et  l'on  peut  remplacer  un  système  de  forces  par 
un  autre  équivalent  quand,  d'une  part,  tous  les  points  d'appli- 
cation des  forces  de  ces  systèmes  sont  localisés  dans  une  région 
peu  étendue  du  solide  et  que,  d'aulnî  part,  il  s'agit  uniquement  de 
rechercher  les  effets  produits  par  ces  systèmes  en  des  points  sufiî- 
samment  éloignés  de  cette  région. 

Ces  remarques  ont  servi  à  juslifier  rextension  de  la  solution  de 
Saint-Venant  pour  le  problème  qui  j)orte  son  nom. 


CHAPITRE  XXV. 

MASSIF  INDÉFINI  LIMITÉ  PAR  UN  PLAN 
ET  CHARGÉ  DANS  UNE  RÉGION  LIMITÉE  DE  CE  PLAN 


Kquilibrb  d'élasticité  d'un  massif  indéfini  limité  par  une  surface 

PLANS  SUR  LAQL'KLLIC  s'EXERCËNT  DANS  UNK   RÉGION  LIMITÉK  DBS  FORCES 
EXTÉRIEURES    DONNÉES  (PRODLÉME  DR  M.   BOL'SSINESQ). 

Forme  d'iine  solution  générale.  —  Prenons  pour  plan  des  xy  la 
surface  limite  du  solide,  et  supposons  qu'il  n'y  ait  aucune  force 
agissant  sur  la  masse. 

M.  Boiissiuesq  a  donné  une  solution  générale  qu'on  peut  résumer 
de  la  manière  suivante  : 

Cherchons  sous  quelles  conditions  on  peut  satisfaire  aux  trois 
équations  générales  d'équilibre  par  des  expressions  de  la  forme 

dx 


.^=? 


■  Z  -j-  y 

dy 

d^ 
'  az 


a,  ^,  y,  et  <I>  étant  de^  fonctions  satisfaisant  à  la  condition  AF  =  o 
De  cette  dernière  condition  on  tire  facilement 


.     M^F)  =  .f. 


de  sorte  que  Ton  a 


ax  dz  dy  dz  dz* 
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D'un  auhv  coté,  on  a  simplement 

.       \dy.        d^        dy       d^  * 

"^  dx       dy        dz        dz 

Par  suite,  la  première  équation  générale  d'équilibre  devient 
..  .    d  fdt        d'6        dy\        ,,        .^     ,    €f«* 

^^^'^'^di{di^^'-dz)-'^^-^'^'^dFTz=^''^ 

et  les  deux  autres  sont  de  même  forme.  On  voit  qu'elles  seront 
toutes  les  trois  satisfaites  si  Ton  peut  établir  la  relation 


d^  _    l^li  fdi        d^       dj\ 
dz  "^  \-\-'^\x\dx       dy       dz)  ' 


laquelle  n'a  rien  d'incompatible  ave('  les  hypothèses  primitives.  Si 
elle  est  remplie,  on  a  d'ailleurs 

2[x      fdT.        r/3       d:\  •>.[!     d^ 

'k-\-'à\i.\dx       dy       dz)        \'\'  ^  dz 

Il  reste  donc  trois  fonctions  arbitraires  a,  j5,  y,  satisfaisant  d'ailleurs 
à  la  condition  AF  =  o. 

Si  on  les  suppose  choisies  de  telle  sorte  que  les  dérivées  ^> 

d^    rf* 

7~'  ~d~  ^^^^^^^  finies  pour  :;  =  o,  ou  tout  au  moins  que  leurs  pro- 
duits par  :;  soient  nuls  pour  cette  valeur,  on  aura  sur  la  surface 
libre,  c'est-à-dire  pour  5  =  o, 

« 

w  =  a,         t'  =  p,         «V  =  Y. 

m 

On  pourra  ainsi  se  donner  sur  la  surface  telles  valeurs  que  Ton 
voudra  pour  a,  r,  s\\  en  combinant  des  séries  de  solution  simples 
a,  ^,  Y. 

Mais  cette  façon  de  présenter  le  problème  n'est  pas  la  seule  inté- 
ressante. Ce  que  l'on  peut  connaître  en  général  à  la  surface,  ce  ne 
sont  pas  les  déplacements,  mais  les  forces  extérieures  égales  el 
opposées  aux  tensions  Ta,  T^,  N:,.  Voyons  donc  ce  que  donnent 
pour  ces  tensions  les  hypothèses  faites  ci-dessus. 
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Rappelons  que  Ton  a 

/de        dw\ 

N3   =   A  0  -h  9.  Lt  -y-  . 

On  en  déduit,  en  effectuant  les  calculs, 

I  _  flT.         dv        fffp  d^*P 

-T,— h     -7^- ; ÀZ 


(ji  dz         dsC       lix  dx  dz 

I  _,  d'à         d'        r/*  r/^*  ' 

|JL  dx         dy       df  dy  dz 

I   ^,  r/v  9.  u      d^  d^^ 

jjL  ,  dz        k  -^  \k  dz  dz^ 

En  sn|)posant  nuls,  pour  ^  ==  o,  les  derniers  ternies  de  ces 
formules,  il  s'agira  donc  de  choisir  a,  p,  y,  ainsi  que  ^  qui 
s^en  déduit,  de  manière  à  reproduire  dans  les  seconds  membres 
telles  valeurs  de  T,,  T^,  .Ng  que  l'on  se  sera  données  à  l'avance. 


Potentiels  logarithmiques.  Leurs  principales  propriétés.  — 
M.  Boussinesq  est  parvenu  à  rendre  la  solution  très  explicite  en  con- 
sidérant des  potentiels  spéciaux,  qu'il  a  appelés  potentiels  logarith- 
miques à  trois  variables  et  dont  voici  la  définition  et  les  principales 
propriétés. 

Imaginons  que  sur  un  élément  d'7  =  dxi  d/y  de  la  surface, 
correspondant  au  point  (.r,,  y,,  o),  on  répande  une  couche  de 
matière  fictive  dont  la  densité  soit  p  {xx  y\)  et  dont  la  masse  soit 
par  suite  dtn  =  p  c/t.  Puis  formons  pour  un  point  arbitraire  {x^y^  z) 
du  solide,  z  étant  supposé  positif,  la  somme 

4^=^  ['•  — ^Ïos^^^-^J  dm, 

r  désignant  le  radical  ^{x  —  ^i)^-l-(y  — ^1)"+^^  ^t  R  étant  une 
constante  quelconque,  que  Ton  pourra  prendre  égale  à  l'unité  pour 
simplifier  les  écritures,  et  qui  n'intervient  du  ivste  aucunement 
dans  les  dérivées  de  à  à  partir  du  second  ordre. 
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La  fonction  'i(x,  y,  z)  sera  le  potentiel  en  question  au  point 
On  trouve  facilement  : 

^=    fy-y^dm, 

dy  J     r-^  z 

•^  =— y  log(/'-4-^)rf/H, 

d*if rdm 

.^^^r(—^')(y-y^)dm, 

dxdy  J  /•(  r  H-  ^ ;* 

pL^-Ckl^UÛdm, 
dydz  J    r(r-i-^) 

dx  az         J  r{r  -H  s) 


En  désignant  pr^r  V  le  potentiel  newtonien  des  masses  e/m,  on 
voit,  en  examinant  les  dérivées  secondes  : 
I  ^  que 

d^^     _  y 

dz^    '^  ' 

2°  que 

fl?'4/       ^  -_  V  —  -  ^-î^ 
rfa;*  "^  5^  ""      "~       'dz^ 

et,  par  suite,  que  A  satisfait  à  la  relation  AA  =  o,  en  tout  point  du 
massif. 

On  reconnaît  aussi  facilement  que  toutes  les  dérivées  secondes 
de  i  présentent  les  mêmes  caractères  généraux  que  V.  Elles 
s'annulent  à  Tinfini  et  les  intégrales  qui  les  représentent  sont  abso- 
lument convergentes  en  tout  point  de  la  surface,  même  pour  les 
points  où  r  et  / -f-^  s^annulent,  c'est-à-dire  pour  les  points  de  la 
zone  ch-argée.  Cela  résulte  de  ce  qu'elles  sont  des  intégrales  ou 
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des  sommes  d'inlé|i;rales  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

'/(oryzxiYx) 


f- 


r 


cfnij 


la  fonction  /  fiyant  un  module  inférieur  à  une  cerlnine  limite  M, 
quels  que  soient  x,  y,  r,  a?i,  yi . 

Toutes  ces  dérivées  secondes  peuvent  être  elles-mêmes  dérivées, 
une  ou  plusieurs  fois  par  rapport  à  x  ou  à  >',  non  seulement  en  un 
point  quelconque  du  massif,  mais  aussi  pour  un  point  de  la  surface. 
Dans  ces  différentiations,  z  devant  être  traité  comme  une  cons- 
tante, puis  annulé  quand  il  s'agit  d'un  point  silué  sur  la  surface, 
on  peut  même  commencer  par  faire  ^  =  o,  avant  les  difl'érenliations 
par  rapporta  a?  ou  y.  lien  est,  bien  entendu,  de  même  pour  toutes 

les  dérivées  en  x  ou  y  de  -7^  » 

Il  reste  finalement,  du  moins  quand  on  se  borne  aux  déri- 
vées d'ordre  égal  ou   inférieur  à   4»    à   étudier  spécialement   les 

dérivées  première  et  seconde  par  rapport  à  z  de  -t~  =  —  V. 

En  ce  qui  concerne  -r:-»  on  sait,  d'après  la  théorie  des  potentiels 
des  surfaces  attirantes,  que,  en  dehors  de  la  zone  chargée,  on  a 
-j-  =  o  et  que,  en  un  point  de  cette  zone,  on  a 

dV  _ 

Celte  dérivée  est'  donc  partout  bien  déterminée,  et  elle  sera 
même  continue  sur  la  surface  si  p  est  continu  et  s'annule  sur  le 

contour  de  la  zone  chargée. 

d^  V  ^    . 

On  sait  aussi  que  -r^   est   fini    pour   z  =  o    [voir   Poincai\k, 

Théorie  du  potentiel  newtonien^  p.   ?.32)  ainsi  que  les  autres 
dérivées  secondes. 

On  obtient  ces  résultats  en  employant  un  raisonnement  clas- 
sique qui  consiste  à  ramener  le  problème  au  cas  où  la  zone  chargée 
se  réduit  à  un  petit  cercle  de  rayon  fini  Rq,  ayant  comme  centn* 
Je  point  {x^y^  o),  la  densité  p  étant  constante  à  son  intérieur.  Si 
alors  on  prend  des  coordonnées  polaires  en  posant 

X\  —  a:  ï=  R  cos(o, 
y^-^yz=  R  sinw, 
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on  aura 


r^ 


112  H-  ^»         et         ci  ni  =z  pdd  =  pRdta  rfR, 


et  il  faudra,  regardant  z  comme  constant,   intégrer  de  R  =  o  à 
R  ::=  R^  el  de  w  ^=  o  à  w  =  27v,  puis  faire  tendre  z  vers  zéro.  En 

opérant  ainsi,   par  exemple,   pour  -7— j  =  1  (  — ~  1  a/u,  on 

obtient 

Or  la  première  intégration  relative  à  R  donne 


et  la  seconde   intégration  multiplie  cette  expression  par  a-.  En 
faisant  3  =  o,  on  trouve  comme  résultat  -^  >  quantité  finie.  I^ 

Ko 

dérivée  dont  il  s'agit  sera  donc  elle-même  finie. 

Pour  les  points  du  contour  dç  la  zone  chargée,  on  ne  peut  plus 
Irouver  de  valeur  finie  pour  Rq.  Le  rayon  du  cercle  tend  vers  zéro 
en  même  temps  que  la  distance  du  point  considéré  au  contour, 

et-jj-^  tend  vers  l'infini,  à  moins  cependant  ciue  la  densité  p  ne  tende 

elle-même  vers  zéro,  de  manière  que  -—  demeure  fini.   Il  en  est 

ainsi  généralement   dans   les  phénomènes  naturels^  p  s'aunulaut 
sur  le  contour  de  la  zone  chargée. 

Nous  pouvons  donc  admettre  dans  ces  conditions  que  les 
produits  par  z  des  dérivées  troisièmes  et  quatrièmes  du  poten- 
tiel à  s'annulent  en  tout  point  de  la  surface,  même  dans  la  zone 
chargée. 

Solutions  types  de  M.  Boassinesq.  —  Cela  posé,  M.  Boussinesq 
est  parvenu  à  composer  des  solutions  types  très  simples,  de  manière 
à  annuler  à  la  surftice,  dans  l'étendue  de  la  zone  chargée,  deux  des 
trois  fonctions  T, ,  T2,  ^3,  ces  trois  fonctions  étant  d'ailleurs 
nulles  en  dehors  de  cette  zone.  Voici  comment  on  peut  les  résumer 
et  les  vérifier. 
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'Première  solution.  —  Supposons  d'ubord  que  les  forces  appli- 
quées soient  parallèles  à  Oz.  Il  s'a«:it  d'annuler  en  même  temps  Tj 
el  T,  sur  la  surface. 

On  preildra 

i  T'x  i.  -h  n  dx  dz 

\  TU  À  -h  u  dv  dz  * 

I       X  H-  !i  a  d*  il 
Y  =     ■  .    '        ..'  . 

'        4^1*  A  -f-  jx     dz* 

En  tenant  compte  de  ce  que  A*}  =^  o,  on  trouve  facilement 

r/a        €3?P        dy  i      X-+-3}!  d^^ 

<3fa?       d^    '    dz        \  «|Ji    X  H-  fi    ^4* 

et,  par  suite,  on  peut  prendre 

4>  c= i-, 

/|T:fX  dz^ 

car  on  aura  bien  ainsi  la  condition  nécessaire 

</«        d^       dy       X  -h  3  ji  û?<t> 


é/a?       ^/^       dz         A-h  II    dz 
On  aura  d'ailleurs 

^  _     2;jL     cWj I  d^à  _         ~i         r/V 

""  X  -h  fji  ^^  ""  -2 1: (  X  -f-  jJL  )  ^/^^   "^  iit^X  -f-  jji)  dz  ' 

Pour  calculer  les  valeurs  des  tensions,  ou  peut  remanpier  que 

di       dy  \        d^^  d^ 

dz        dx        ^-jJi  dx  dz^        dx 
et  que 

'  dz        X  -h  jJL  rf«   ~  iirjJL  f/s^ 

Par  suite,  on  obtient  simplement  : 

z      d'"^  _       z     di\ 


T,  =  - 


•2TC  dx  dz*  >.TC  dss  dz 

z       d^^  z      di\ 

xr,  dy dz^  ac  dy dx 


^~~  2  71  dz^        aiï  <;^-3^  ""       .>.7c  dz        /TT   e/5- 
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On  reconnaît  ainsi  que  pour  ^  z=  o  on  a  partout  To  =:  T,  =  o,'rt 

que  ^1.1  se  réduit  à 

I    d^t\f  _^       i  dV 

27:  dz^         2x    dz 

d\ 
Or,  -r:  :^  o  en  dehors  de  la  réj2;ion  chargée,  el  à  rintérieur  de 

oelle-ei  on  a  -r-  =:  —  27tp.  On  a  donc  bien  N3  =:  o  en  dehors  de  la 

az  » 

région  chargée  et  N3  =  +  p  à  son  intérieur. 

Il  suffit  donc  de  prendre,  pour  calculer  le  potentiel  'i,  une 
couche  de  matière  fictive  dont  la  densité  soit  en  chaque  point  de  hi 
zone  chargée  égale  à  la  valeur  supposée  de  N3.  La  solution  est  donc 
complète,  sous  les  réserves  faites  plus  haut. 

Il  est  à  remarquer  que  les  expressions  des  tensions  considérées 
sont  indépendantes  partout  des  coefficients  d'élasticité  À  el  [jl.  On 
j)eut  donc  dire  que  là  réparlition  des  charges  sur  les  plans  hori- 
zontaux, parallèles  à  la  surface,  est  indépendante  de  la  nature  de 
la  uialière  composant  le  massif. 

Deuxirnic  solution.  —  Supposons  maintenant  que  les  forc«»s 
appliquées  soient  parallèles  à  0.r.  11  s'agit  d'annuler  à  la  fois  T, 
et  ISj  sur  la  surface. 

On  prendra 


I  X        di'\f  I      d^à 

^TT'JL    A -H  Ji.    dl''  9.  T. Il    dz- 

^       .\tz^  1  -i-  jjt  dx dy^ 
I  u         d^  "h 

^_  I  I 

,  -       ■     -  ■»■       -      ■  ■■  ■■■■■       mtm»  Il      • 

4  nfx  X    f-  ;x  dx  dz 

Kn  tenant  compte  de  ce  que  Ai  —  o,  on  trouve  facilement 
dy.        d^  1  X  ^3  6  1         d^^ 


dx        dy  i\iz\x  X -h  «JL  dx  dz^    '    2n;ji  dx  dz- 

et,  par  suite, 

da        d^        </y  '      X  -f-  { Kk     (P  ^ 


dx       dy        dz        \t.[x    X    -  ;jl    dx  dz- 
Celte  f(us,  on  pourra  prendre 

4»  =  ^—i 

I  TTijL  dx  dz 
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On  aura  d'ailleurs 

e=  I  d^^     ^        —I         dV 

•2  7:(X-H|Ji)  dx dz^       •2  7r(X-+-fx)  dx 

Les  valeurs  des  tensions  T2,  T,,  N3  sont,  par  un  calcul  facile, 

T-        ^    d^^  ^    z_  _dH^ i_  £?V        z    d*\ 

,  *~       vT;:  dz^        2t:  dx^  dz*  "*       in  dz        'ir,  dx^ 

*  "~       2  7:  dxdj'f/z^  "       2  3:  dx  dy 

J_  J^Ml  -        -g     d^^ 

'~       «i-  dx  dz^  ~"       2  3:  dx  dz 

On  reconnaît  ainsi  que  pour  z  =  o  on  a  partout  T|  =  o  et  Nj  ==  o. 
Quant  à  Tj,  il  a  pour  valeur 

2  3Î    ^>5'    ^     -2  3:     fl^3 

11  est  nul  en  dehors  de  la  région  chargée  et  égal  à  p  dans  Tinté- 
rieur  de  cette  dernière. 

Pour  calculer  le  potentiel  t{/,  on  a  donc  simplement  à  prendre  une 
couche  de  matière  fictive  dont  la  densité  soit  en  chaque  point  de 
la  région  chargée  égale  à  la  valeur  supposée  de  T2. 

On  remarquera  encore  que  les  expressions  des  composantes 
TjjTi,  Nj  de  la  tension  sur  un  plan  horizontal  quelconque  sont 
indépendantes  des  coefficients  d'élasticité. 

On  obtiendrait  par  permutation  la  solution  qui  serait  relative  à 
des  forces  parallèles  à  Oj>^. 

A  l'aide  des  solutions  simples  ainsi  obtenues,  on  pourrait  par- 
venir à  la  détermination  en  un  point  quelconque  (xyz)^  de  toutes 
les  composantes  des  déplacements  et  des  tensions.  Mais  les  expres- 
sions obtenues  sont  assez  compliquées  dans  le  cas  général,  et  nous 
ne  les  développerons  dans  les  cas  particuliers  que  lorsqu'il  en  sera 
besoin. 

Nous  signalerons  cependant  l'expression  très  simple  que  conser- 
vent les  composantes  Tj,  T|,  N3  de  la  tension  sur  les  plans  paral- 
lèles à  la  surface. 

Désignons  respectivement  par  Vj.,  Vy,  Yz  les  potentiels  ordi- 
naires afférents  aux  couches  de  matière  fictive  qui  représenteraient 
les  valeurs  données  de  Tj,  T,,N8  dans  la  région  chargée  delà 

PiQEAUD  4^ 
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surface.  En  additionnant  les  résultats  des  trois  solutions  simples 
correspondantes,  nous  obtiendrons  : 

T  =-  — ^-^— — r^-h^      1^0, 
*  'jLit    dz     '    2ir  dx  j   da;  dy  dz  Y 


T,=--L^-^::^^    : 


I    rfVy  i  d  \dVx  dVy  d\'. 

2  7Î    c^^  '2  7:  ûÇ)'  L  <ia?  ri^j^  â?^ 

-.                l     d\z  Z  d    \dW:r  .    d\y  d\^ 

113  =  —  - — 


2  7:    c^^ 


] 

*2  7r  rfa  L  ^^  ^^  d^  J 


Nous  signalerons  aussi  la  forme  relativement  simple  du  déplace- 
ment w^  dans  le  cas  de  la  première  solution,  correspondant  à  des 
forces  appliquées  normales  à  la  surface.  C'est  encore  le  potentiel 
ordinaire  V  qui  seul  intervient.  On  a,  en  effet,  dans  ce  cas  : 

X  -h  au  d^'\t  d^'if 

W  =  Y  —  «  -r-    =   -: I   -; ^   z 


_    _    d^ i_  r 

'  dz    "^  ^TZll\^ 


X  -h  a    dz*  dz^ 


4::[i  I    X  -t-  (JL  dz  j 


Simplification  du  problème.  Considération  d'une  force  extérieure 
unique.  —  La  considération  d*une  force  extérieure  unique  a  une 
double  utilité.  D'abord,  elle  fournit  les  éléments  des  intégrales  qui 
sont  à  envisager  dans  le  cas  général,  et  il  est  souvent  avantageux  de 
n'opérer  les  sommations  qu'une  fois  les  résultats  élémentaires 
obtenus  sous  leur  forme  définitive. 

En  second  lieu,  quand  on  ignore  la  répartition  réelle  des  forces 
extérieures  dans  la  région  chargée,  elle  permet  de  trouver  des 
résultats  approchés  pour  des  points  suffisamment  éloignés  en  con- 
sidérant simplement  les  résultantes  des  forces  extérieures.  Ces 
résultats  sont  d'autant  plus  exacts  qu'ils  s'appliquent  à  des  points 
plus  éloignés  de  la  région  chargée. 

'  Mais  il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  que  les  résultats  obtenus 
ne  sont  pas  applicables  au  voisinage  immédiat  du  point  d'applica- 
tion de  la  force  extérieure.  11  faut  alors  avoir  égard  à  la  répartition 
réelle  ou  approchée  de  la  force  extérieure  dans  la  région  chargée, 
qui  pourra  être  plus  ou  moins  petite,  mais  dont  les  dimensions, 
loin  d'être  négligeables  par  rapport  à  z^  seront  telles  que  pour  5  =  0 
leur  rapport  à  z  devient  au  contraire  généralement  infini. 

Au  surplus,  les  dimensions  de  la  région  chargée  doivent  être 
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supposées  lelles  que  les  densités  o  soient  finies,  et  même  ,ne 
dépassent  juis  une  certaine  limite  au  delà  de  laquelle  la  matière  se 
disloquerait  ou  subirait  dtîs  déformations  permanentes,  de  sorte 
que  Ton  n'aurait  plus  alTaire  à  un  phénomène  élastique.  Nous 
croyons  devoir  insister  sur  ces  points  que  certaiiis  auteurs  parais- 
sent souvent  perdre  de  vue. 

Supposons  une  compression  extérieure  dont  les  composantes 
soient  respectivement  A,  B,  C,  Torigine  des  coordonnées  étant 
confondue  avec  son  point  d'application.  Les  masses  de  matière 
fictive  à  considérer  seront  respectivement  ( —  A),  ( —  B),  ( —  C), 
et  Ton  aura  pour  les  potentiels  logarithmiques  el  ordinaires  les 
valeurs  : 


^x-  —[r  —  z  log(/'  -h  >3)]  A,  Vj.  =  — 


dz*  r 


—  > 


d'il-  C 

Etudions  d'abord  les  tensions  Ti,  Ta,  A3  sur  les  plans  perpendi- 
culaires à  O:;,   doiit  les  expressions  ne  dépendent  que  des  poten- 

tiels   V.  En  tenant  compte  de     ^       = -et  des  deux  résultats 

analogues,  on  trouve 


T.  =  --4 


\    z         z     d  \  \x  -h  B  >'  -^-  Cz 
2  7:  r^        '2  7:  dx 


fi 


A    ^  ^    A  z  ^-  -  3  X 


ou,  en  simplifiant, 

airr-*  L     r  r  r  \  r 


On  trouverait  de  même  : 


airH  L     r  r  /'J  /' 
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Comme  -»  -*  -  sont  les  cosinus  directeurs  du  rayon  r  allant  de 

r    r     r  ** 

Torigine,  point  d'application  de  la  force,  au  point  {xyz)^  on  voit 
que  la  tension  exercée  en  ce  point  sur  un  élément  plan  parallèle  à 
la  surface  est  une  compression,  dirigée  précisément  suivant  le 
rayon.  Cette  compression  a  pour  valeur 


Or,  le  trinôme  entre  parenthèses  exprime  la  projection  sur  ce  ' 
même  rayon  de  la  force  extérieure  donnée.  On  a  donc  Ténoncé 
suivant  :        ' 

Pour  trouver  en  un  point  {xyz)  la  compression  exercée'sur  un 
élément  plan  parallèle  à  la  surface,  il  suffit  de  projeter  la  force 
extérieure  sur  le  rayon  mené  par  ce  point,  puis  de  réduire  cette 

projection  dans  le  rapport j-  Cette  réduction  peut  se  faire  en 

la  multipliant  d'abord  par -(opération  qui  revient  !i  la  projeter  sur 

la  verticale  O5),  et  ensuite  en  la  multipliant  par j  (opération 

qui  revient  à  la  répartir  sur  le  tiers  de  la  surface  de  la  demi-sphère 
de  rayon  r).  Cette  compression  est  dirigée  suivant  le  rayon. 

Ce  résultat  est  très  expressif  et  peut  conduire  à  un  certain 
nombre  de  conséquences  intéressantes. 

Si  l'on  suppose  ^  =  y  =r  o,  c'est-à-dire  si  Ton  envisage  les  points 
situés  sur  la  normale  à  la  surface  au  point  d'application  de  la  force, 
on  a T*>=:  T|  ==  o,  et  N3  se  réduit  à 


•2;ur* 


Elle  ne  dépend  que  de  C  et  décroît  comme  l'inverse  du* carré  de 
la  distance.  Elle  est  égale  à  la  compression  moyenne  que  produirait 
la  composante  C  à  la  profondeur  z  =  r,  si  on  la  répartissait  sur  un 

cercle  dont  la  surface  serait  «it/*^,  cercle  qui  correspondrait  à  un 

cône  ayant  un  demi- angle  au  sommet  a,  tei  que  tanga=  -•  Gela 

fournit  une  règle  pratique  utilisable.  On  aurait  a  =  33** 3o' envi- 
ron. La  valeur  a  =  4^**  qu'on  lui  substitue  parfois  est  moins  ration- 
nelle. 


\* 


MASSIF  INDÉFINI   LIMITÉ   PAH   UN   PLAN   BT  CHARGÉ.  677 

Pour  étudier  les  autres  effets  de  la  forcé  extérieure,  il  est  utile 
de  considérer  séparément  ses  composantes.  Nous  supposerons 
d'abord  qu'elle  se  réduise  à  sa  composante  verticale  C.  En  suppri- 
mant les  indices,  nous  appellerons  6  et  V  les  potentiels  correspon- 
dants. 

Cherchons  les  expressions  de  w,  ^,  w  qui  découlent  de  la  pre- 
mière solution  type.  Nous  avons  :  • 


a  =  a  —  z 


w 


d^  ^          I     r       fji         ûf*6  flT'i]^    "1 

dx  '^  [^T^^\    \  '\'  ^   d^  dz  dx  dz'^  J 

dy  \'K\L  Y  \ -\-  \k   dy  dx  dy  dz^  J 

—     —     ^  ~          '     r  X  -4-  '2  [JL     d>^    ^  dM^    "I 

~~  ^         dz   ~~  *  ^7:^i\^'k-r-  ^L      dz*  dz^    J 


Les  seules  dérivées  intervenant  sont  celles  de  -r-  et  de  -t~  =  —  V. 

dz  dz^\ 

On  a  : 

d^       ^.      .  .  d*^       C  d^'         ^z 

dz  ^^  ^'         dz^        r  dz^  r»' 

d^^  Cx  d*^  Cx 


^'         dz^ 

_  C 

~  7^ 

d^ 
dz^ 

Cx 

d*^ 
dx  dz* 

r(r-+-z)' 

('^y 

d^^ 

dx  dz       r{r-h  z)  dx  dz*  /:• 

/fH     _        Cy  d^^     _        Gv 

dy  dz  ~~  r(r-{-z)  dy  dz^  *~        r' 


En  substituant,  on  trouve  : 


^     C     r  xz  11         ^     \ 


f^      y 


C        [z*  X-4-2U1 

Les  déplacements  se  font  dans  les  plans  verticaux  passant  par  la 
ligne  d'action  Os  dç  la  force  C,  et  de  la  même  manière  dans  tous. 
Mais  ils  ne  sont  pas  dirigés  suivant  le  rayon  r. 

Si  l'on  examine,  pour  simplifier,  ce  qui  se  passe  dans  le 
plan  z  O  X ^  où  y  =z  i>  z=  o^    et  si  l'on  appelle  a  l'angle,  compris 

entre  o  et^>  que  fait  le  rayon  r  avec  O^,  on  aura  x=rsina. 


.* 
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:;  z=  /'cosa  : 

.G      r  .  u  sina      1 

u  =  r sina  cosa—  r—i 1 

^Ti^kr  [^  A -h  [i  i-hcosaj 

w  = I  cos*a  -h  -r • 

Sur  une  sphère  de  rayon  r,  les  déplacements  sont  aisés  à  suivre. 
Le   déplacement   vertical    tï^   va    constamment    en    diminuant 

quand   a  augmente  de  o  à  -•  Au  fiicteur  ^^ ^.  P'^^s,  il  varie  de 

ir à  -î -9  cette  dernière  valeur  étant  obtenue  sur  la  surface 

libre. 

Le  déplacement  horizontal  u  est  nul  pour  a  =  o.  Il  est  ensuite 
positif.  Puis  il  s'annule  pour  la  valeur  a  satisfaisant  à  Téquation 

cosa(i-h  cospc)  =  j 


A-h  fl 


Ensuite,  il  devient  négatif;  et  pour  a=  -;-»  c'est-à-dire  pour  la 

y!» 

surface  libre,  sa  valeur  est 

C 


u  = 


^Tin  À  4-  jJi) 


La  matière  se  trouve  donc  refoulée  autour  de  O  3,  dans  Fintérieur 
d'un  cône  ayant  ol  comme  demi-angle  au  sommet,  et  attirée 
vers  0-3  à  Textérieur  de  ce  cône. 

On  pourrait  achever  la  détermination  des  composantes  des  ten- 
sions. 

On  a,  par  exemple, 

Or  : 

G  z 

0  = ; 

^^(X  -4-  [x  )  /'^' 

du  _  _C_  \^z_  _  Sx^s  _       g      r         i T^ir-^z)!  J 

dx'^  ^r.ii(r^  /••  X  —  jjt  1 /j  r-r  3)        '"^(z* -t- s)*  J  (  * 

d'où 

_    G   \  X       _£^        z         iûr^z ;JL      r         I  x^{'xr-^js)'\) 

'  =Ç.^_!^  +  _ii_r± ! ^  £!il£jlii}  1  ( . 

ïiic  /  r<  X  -h  ,a  L  r'        /•(  r  -f-  5  )        r3( r  h-  3 )*  J  jj 

On  obtiendrait  N^  en  permutant  x  enj\ 
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Si  Ton  se  borne,  en  raison  de  la  symétrie,  à  étudier  ce  qui  se 
passe  dans  le  plan  zOx,  on  pourra  faire  ^  =  o  el  X'  =  r^  —  z^^  et 
Ton  obtiendra,  toutes  réductions  faites  : 

!.        G  r     3x^z  IX  I       "I 

'zn  i         r*  A-4-jjir(r-h-3)J 

N.^-^.-Jf-fi- '. 1. 


On  doit  d'ailleurs  avoir  T3  ==  o,  en  raispn  de  la  symétrie. 

Si  l'on  examine,  en  particulier,  les  points  situés  sur  Taxe  O  2, 
pour  lesquels  on  a  x  =:  o,  ;j  =  r,  on  trouve     ^    ■ 

N  -   ^^       ^        '  N  -   ^       ^        '    -  TV 

N|  etN2  sont  des  tractions.  Elles  sont  plus  petites  en  valeur  absolue 
que  la  compression  verticale  au  même  point,  laquelle  est  • 

*  2  7:  r*  ait  r' 


Si  Ton  suppose  X  =  jjl,  on  aurait  en  ce  point  ^==12.  C'est  donc 

N3  qui  détermine  la  fatigue  de  la  matière. 

Examinons  encore  les  points  situés  sur  la  surface  libre  x  ■=  r^ 
z  =  0.  On  trouve 

2ir  A  -h  |Ji  r*  sit  A  -H  jjL  r' 


'  N,  est  encore  une  traction,  mais  N2  est  une  compression  égale 
àN|  en  valeur  absolue.  On  a  d'ailleurs  N.,  =:  o.  C'est  Nj  qui  déter- 
mine la  fatigue  de  la  matière. 

On  pourrait  pousser  cette  étude  plus  loin  et  déterminer  en 
chaque  point  les  tensions  principales.  Mais  les  résultats  obtenus 
manquent  de  simplicité. 

On  peut  faire  une  étude  du  même  genre  quand  on  suppose  la 
force  extérieure  réduite  à  sa  composarite  A  parallèle  à  O^. 
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On  a  cette  fois,  en  se  reportant  à  la  seconde  solution  type  : 

d<P  I     d^'it 

w  =  a  —  ^  — -  =  - 

dx        m^k  dz* 

.  =  ?-.,_  = 


X  • 

dx^ 

Z 
47C{X 

rf»tj/ 

4Tr|z(X-h 

\^) 

dx^  dz  * 

X 

rf*4/ 

Z 

d^^ 

47:ji(X  -H 

V-) 

dxdy 

47:  JX 

dx  dy  dz  ' 

î^ 

s 

z 

d^^ 

dz  4icfi(X -f- fjt)  dx  dz        4«f*  dxdz^ 


On  trouve  facilement  : 


d^  _         kx  d^^       A 

=  A 


dxdy  r(r-^z)* 

d*^      _  a: 

dx  dz  "      r{r-^z) 


^=-A 


r  '  ^'    1  ■ 

Lr-h-a  r(/'-t-^)*J' 

'4^     _          r         I  T^('xr-hz)^ 

^ dz  ^      '   [r(r-f-z)  r>(r-h«)*J 


d!ir  dy  dz  ~  /•*(/•  -+-  ^  ^*  ' 

d^^      _  X 


dxdz*  /•* 

On  en  déduit  : 


U  I         I 


[-1 ^i— 1 


A       îATTfji  r       4'tK(X -h  fji; 

^     z  I 3r»(ar^  g)"] 

A       4^iX -f-(ji)  r(r -h  3)       41^1^^''' 

Malgré  la  complication  de  ces  expressions,  on  peut  se  faire  une 
représentation  des  déplacements  en  recherchant  comment  se  com- 
portent les  différents  points  d'un  cercle  horizontal  ayant  son  centre 
sur  O5.  Le  long  de  ce  cercle,  on  a  r  et  2  constants. 

On  voit  alors  que  -r  contient  un  certain  nombre  de  termes  ne 

dépendant  que  de  r  et  5.  Ces  termes  représentent  une  translation 
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commune  à  tous  les  points^  du  cercle  et  parallèle  à  Oj?.  Sa  valeur^ 
est 


4 


I     ["2  X  I  z       '[  I  r9.r-*-  g  Xi 


Elle  est  toujours  positive. 

Les  termes  restants  de  -r-  s'écrivent  : 

A 


a:*  z     x*(^r^-JS) 


47Cîx(X  H- TJi)  r(r  H- ^)«        47;fx  r»(r -4--*)* 

Si  on  les  rapproche  de  -r>  on  voit  qu'ils  n'en  diffèrent  que  parle 

remplacement  dans  chaque  terme  d'un  facteur  -  par  un  facteur  -• 

En  chaque  point,  le  déplacement  correspondant  s'effectue  dans 
le  plan  du  cercle  et  suivant  son  rayon.  La  grandeur  de  ce  déplace- 
ment est,  d'ailleurs. 


I  x       r     X  ziir-^s)! 

KyL  (r -h  z  )*  l^ -h  [i  r*         J 


*  4^fJt 

Il  est  proportionnel  à  a?  et  est  positif,  c'est-à-dire  tend  à  agrandir 
le  cercle  en  le  déformant  en  avant  du  plan  z  O  y^  et  négatif  en 
arrière.  Le  diamètre  parallèle  à  Oy  démeure  sans  aucun  change- 
ment. 

Enfin,  le  long  du  même  cercle,  cv  est  également  proportionnel 
à  a?,  comme  si  ce  cercle  tournait  autour  de  son  diamètre  parallèle 
à  O^.  La  valeur  de  w  est  d'ailleurs  du  même  signe  que  x. 

En  résumé,  la  déformation  le  long  d'un  cercle  horizontal  ayant  ' 
son  centre  sur  Oz  se  compose  d'une  translation  dans  le  sens  de  la 
force,  d'une  rotation  autour  du  diamètre  parallèle  à  O/,  et  d'une 
déformation  laissant  sans  changement  le  diamètre  parallèle  à  O^. 
La  représentation  obtenue  est  encore  assez  nette. 

Étude  des  déplacements  sur  la  surface  libre,  à  l'intérieur  ou  à 
l'ertérieur  de  la  zone  chargée,  dans  le  cas  de  charges  verticales.  — 
L'étude  précédente,  qui  suffit  pour  des  points  éloignés  de  la  zone 
chargée,  ne  donne  plus  rien  d'exact  quand  il  s'agit  de  points  dont 
la  distance  à  la  zone  chargée  est  comparable  à  l'étendue  de 
cette  zone,  et  à  plus  forte  raison  quand  il  s'agit  de  points  de  cette 
zone  elle-même. 
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Mais,  quand  on  se  borne  aux  déplacements  de  la  surface  libre, 

on  a  simplement 

1/  =  oc, 

N  -  «*  =  Y; 

Dans  le  cas  de  charges  verticales  (i"*  solution  type),  les  fonc- 
tions a,  p,  Y  sont  d'ailleurs,  à  des  coefficients  constants  près,  les 
dérivées  par  rapport  à  x^y^  z  de  la  fonction 


^  =— y  log(«  -h  r)(ini. 


On  peut  les  calculer  au  moyen  des  composantes  de  l'attraction 

d'un  système  pour  lequel  le  potentiel  serait  -^  •  On  peut  même 

encore  simplifier  un  peu.  On  a,  en  particularisant  pour  ^  =  o, 
après  difTérentiation  : 

r V-    = ^ /     "  W  . 

^TZi^}. -h  II)  Hjt  dz.  4ir(  A -h  fjL)  ^7    r* 


u  =  a  =  — 


I      X  H-  2}j.  fdm 
47r|z    X-hfjiJ    ~' 


w  = 


On  voit  que  n  et  v  seraient  respectivement  les  composantes  de 
l'attraction  produite  au  point  {xyO)  par  les  masses  rfm,  si  cette 
attraction  était  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  et  avait  pour 
valeur 


47r(X-hfi)  r 

expression  inversement  proportionnelle  à  la  distance.  Ces  compo- 
santes sont,  comme  on  sait,  les  dérivées  par  rapport  à  j:  et  ^  d'un 
potentiel  logarithmique  de  la  forme 

et  fonction  de  r  seulement.  Nous  nous-bornerons  à  cette  indication, 
qui  ramène  à  des  problèmes  connus. 

Quant  à  n»,  il  est,  au  facteur  - —  -r près,  égal  au  potentiel 

newtonien  V  des   masses  dm,  C'eçt  aussi   un  problème  connu. 
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Mais  il  est  intéressant  de  donner  quelques  exemples  empruntés  au 

Mémoire, de  M.  Boussinesq. 

i"  Supposons    d'abord    qu'on   ait    une    charge    uniformément 

répartie  sur  une  circonférence  de  rayon  R,  à  raison  de  p  par- unité 

de  longueur. 

On  a  dans  ce  cas 

dm  =  /?  R  dtsi. 

Soit  a  la  distance  du  point  M  (arx)?  ^u  centre  de  la  circonférence, 
on  a 

Cl) 

r*  =  a'  -+-  R*  —  2  a  R  cos  (o  =  (a-hR)*  —  \aK  cos*  —  • 
Par  suite,  le  potentiel  V  au  point  M  est 

L'intégrale  à  calculer  est  une  intégrale  elliptique  à  laquelle  on 
fera  subir  la  transformation  de  Landen,  en  distinguant  le  cas 
où  a  ^R  de  celui  où  rf  <;R.  Dans  le  premier  cas,  on  prendra 

R 
comme  argument  le  rapport  -  »  et  dans  le  second  cas  Tinverse. 

Dans  le  premier  cas,  on  obtient  pour  la  valeur  de  cette  intégrale 


T, 


? 


Dans  le  second  cas,  on  n'a  qu'à  intervertir  a  et  R,  ce  qui  vérifie 
en  passant  la  loi  générale  de  réciprocité  des  déplacements. 

2®  Supposons  maintenant  qu'on  ait  une  charge  totale  P  unifor- 
mément répartie  sur  la  surface  d'un  cercle  de  rayon  R|. 

P 

La  densité  superficielle  est  alors  0=  —=.-.#  et,   sur  la  couronne 

annulaire  comprise  entre  les  rayons  R  et  R-f-rfR,  on  aura. 

dm  =  p  rfa  =  ^0  R  é/R  é/(u. 

Autrement  dit,  la  pression  par  unité  de  longueur  sur  le  cercle  de 
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rayon  R  sera 

On  portera  cette  valeur  dans  Fune  ou  Fautre  des  expressions 
trouvées  plus  haut  pour  V.  S'il  s'agit  d'un  point  M  situé  à  Texte- 
rieur  du  cercle  a  >  R| ,  on  aura  ensuite  à  intégrer  par  rapport 
à  R  depuis  R  =  o  jusqu'à  R  =  R|.  S'il  s'agit,  au  contraire,  d'un 
point  M  situé  à  l'intérieur  du  cercle  a  <;  Ri ,  il  faudra  intégrer  la 
première  formule  de  R  =  o  à  R  =  a,  et  ensuite  la  seconde  formule, 
transformée  en  permutant  R  et  a»  entre  les  limites  R  =  a 
etR  =  R,. 

Sans  entrer  dans  le  détail  du  calcul,  on  trouve  : 

Poura<R,, 

;     R.  L     I U/  R? 

Pour  a  >  R| , 


Au  centre,  on  a 


et  sur  le  bcîrd  du  cercle 


^-  HT' 


V=  ^^ 


TCR, 


La  différence,  qui  mesure  la  flèche  dans  l'intérieur  de  la  surface 
chargée  est,  en  rétablissant  le  facteur  •; —  r ^  : 

•'  ^TZll     X  -h  jJl     Ri  V  ^/ 

3**  On  peut  de  là  passer  au  cas  plus  général  où  la  densité  p  est 
une  fonction /(R),  et  Ton  peut  intégrer  toutes  les  fois  que/(R) 
est  une  fonction  entière.  M.  Boussinesq  a  montré  que  la  surface 
demeure  plane  dans  l'intérieur  du  cercle  chargé  lorsque  la  charge 
totale  est  distribuée  uniformément  sur  la  surface  de  la  demi-sphère 
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ayant  ce  cercle  pour  base,  puis  appliquée  aux  projections  verticales 
des  éléments  de  cette  surface. 

4^  M.  Boussiaesq  a,  d'une  manière  analogue,  traité  le  cas  où  la 
zone  chargée  a  la  forme  d'une  ellipse,  soit  que  la  charge  soit 
uniformément  répartie  sur  toute  la  surface,  soit  que  la  densité 
demeure  constante  dans  des  bandes  annulaires  comprises  entre 
des  ellipses  homothétiques  à  la  première.  Nous  y  reviendrons  plus 
loin,  à  l'occasion  du  problème  de.  Hertz,  dont  la  solution  était 
ainsb  préparée. 

5**  Enfin,  les  résultats  obtenus  en  ce  qui  concerne  la  forme  prise 
par  la  surface,  dans  l'intérieur  de  la  zone  chargée,  permettent  de 
trouver  inversement  la  répartition  des  pressions  qui  s'exerceraient 
entre  cette  surface  et  un  corps  dur,  supposé  indéformable,  qui 
serait  pressé  contre  elle  par  une  force  P  donnée,  et  qui  aurait 
précisément,  comme  surface,  la  surface  déformée. 

Nous  ne  pouvons  que  renvoyer  pour  les  détails  à  l'Ouvrage  de 
M.  Boussinesq  [voir  aussi  une  Note  insérée  dans  la  Théorie  de 
l^ Elasticité^  de  Qebsch,  annotée  par  Saint- Venant, , et  un  article 
de  M.  Galliot  {Annales  des  Ponts  et  Chaussées^  '892). 

Pressions  et  déformations  au  contact  de  deux  corps  solides 
élastiques  (Problème  de  Hertz).  —  Supposons  deux  corps 
isotropes  élastiques,  placés  d'abord  au  contact  l'un  de  l'autre  et 
ensuite  appuyés  l'un  contre  l'autre  par  deux  forces  finies,  égales 
et  directement  opposées,  de  valeur  P.  Ces  deux  corps  vont  se 
déformer.  En  même  temps  qu'ils  subiront  un  rapprochement 
relatif,  leurs  surfaces  déformées  coïncideront  sur  une  étendue 
plus  ou  moins  grande,  qu'on  appellera  la  surface  de  pression.  Le 
contour  de  cette  surface  de  pression  sera  une  courbe  fermée. 

Nous  supposerons  ^connues  les  constantes  d'élasticité  des  deux 
corps  en  contact,  la  forme  et  la  situation  réciproque  des  surfaces 
dans  le  voisinage  du  point  de  contact.  Nous  supposerons  aussi  que  ' 
les  surfaces  soient  parfaitement  polies,  de  manière  que  leurs  réac- 
tions mutuelles  puissent  se  réduire  à  des  pressions  normales  entre 
les  parties  en  contact.  Enfin,  nous  supposerons  que  la  surface  de 
pression  ait  une  étendue  très  petite  au  regard  des  dimensions 
totales  des  corps,  de  manière  que,  par  pressions  normales,  on  puisse 
entendre  des  pressions   parallèles  à  la  direction  de  la  normale 
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commune  des  deux  corps,  ou  si  Ton  veut  aux  deux  forces  P, 
dirigées  suivant  cette  normale  commune. 

Le  problème  consiste  à  -rechercher  la  forme  de  la  surface  de 
pression,  la  forme  et  la  grandeur  absolue  de  son  contour,  et  eniin 
la  répartition  des  pressions  normales  sur  la  surface  de  pression. 
De  cette  répartition  dépendra  la  pression  maxima  développée  dans 
Tun  et  l'autre  de5  corps  pressés,  ce  qui  permettra  de  reconnaître 
si  cette  pression  maxima  est  compatible  ou  non  avec  la  résistance 
supposée  de  la  matière,  et  peut  donner  lieu  ou  non  à  des  défor- 
mations permanentes.  Il  est  bien  clair  que  ce  sont  ces  pressions 
localisées  au  voisinage  immédiat,  de  la  surface  de  pression  qui 
déterminent  la  fatigue  de  la  matière.  Celles  qui  s'exercent  à 
rintérieur  des  corps  sont  rapidement  négligeables  au  regard  de 
celles-là. 

Accessoirement,  il  est  intéressant  dY'valuer  le  rapprochement 
relatif  des  deux  corps. 

Prenons  d'abord  les  deux  corps  dans  leur  situation  de  contact 
mathématique,  et  prenons  pour  axe  (^es  z  leur  normale  commune, 
dirigée  vers  Tintérieur  du  premier  corps,  désigné  par  Tindicc  i . 
Les  axes  0^7  et  Oy  seront  supposés  tracés  dans  le  plan  tangent 
commun. 

Dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  les  équations  des  deiix 
surfaces  seront  de  la  forme 

et  la  distance  séparant  deux  points  situés  sur  la  même  verticale 
sera 

L'ensemble  des  points,  tels  que  la  distance  s^  —  z^  soit  égale  à 
,  une  valeur  constante  donnée,  est  donc  situé  sur  un  cylindre  à 
génératrices  verticales  dont  la  section  droite  est  une  ellipse. 
'  On  peut  déterminer  les  directions  des  axes  de  ces  .ellipses  el 
prendre  ces  directions  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées.  Si  l'on, 
appelle  x'  elj''  les  coordonnées  courantes  dans  le  nouveau  système, 
Téquation  de  ces  ellipses  prendra  la  forme 

^1  — j,=  Aa7'«-+-By». 
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Les  coefficients  A  et  B  sont  fonctions  de  A|  B<  C|,  A2B2C2, 
coefficients  qui  sont  eux-mêmes  des  fonctions  des  rayons  de 
"  courbure  principaux  des  deux  surfaces  des  corps  et  de  l'orientation 
des  plans  principaux  par  rapport  aux  axes  Ox  et  O)'. 

Si  Ton  désigne  par  p', ,  p",  les  inverses  des  rayons  de  courbure 
principaux  du  premier  corps,  et  par  p!j  et  p*  les  quantités  analogues 
pour  le  second.corps,  et  si  Ton  convient  de  les  compter  positivement 
lorsque  le  centre  du  cercle  de  courbure  correspondant  se  trouve 
à  rintérieur  du  corps,  on  aura 

2(Ai-hBi)  =  p',.-hpï,  --iCAt-t-BO^pi-i-p;, 

4(A,-B,)«-h4Gî  =  (pi~pî)«,        4(A,-BO*-h4Cî=(p;-p';)*. 

Si  les  axes  primitifs  Ox  et  Oy  coïncident  avec  les  bissectrices 
des  directions  principales  correspondant  à  p',  etp',,  par  exemple, 
et  si  Ton  'appelle  w  Tangle  que  font  entre  elles  ces  deux  directions 
..principales,  on  aura,  comme  on  sait, 

G;  —  Cj  G|  —  Gj 

Aj — Bj        Af — Bj       Al — B|-4-Aï — Bj 

et  Ton  en  déduira 

(p',-p;)î=4(A,-B,)î-+-4(A,-B,)«  tangua) 
=  4(A,  — B,)»(i-+-tang*(o), 

(P'f-  Pî)*  =  4(A,-  B,)»(n-  langïtu). 

Cela  posé,  on  a,  en  considérant  la  surface  z^  —  Z2  et  ses  inva- 
riants, 

a(A-+-B)  =2(Ai-A,)^-2(B,-B,)  =  p', -hpî-hp',-+-pî, 

4(A-B)i=      4[(A,-A,)-(B,-B,)J»-^4(G,-G,)« 

=      4[(Ai-B0-(A,-B0]' 

-+.  4I(A,— B,) -H  (  A,- B,)]*  lang«io 
=  (p't- ?;)*■+- (p'.-pï)*±î^(pi-pî)(p'.-PÎ)cos2o>. 

Dans  cette  dernière  formule,  il  faut  prendre  le  troisième  terme^ 
avec  le  signe  -f-,  parce  que  p,  —  p",  doit,  avec  les  conventions 
,  admises,  être  de  signe  contraire  à  Aa  —  B.j.  On  peut  aussi  Tétablir 
en  considérant  un  cas  particulier. 


I 


I 
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Si,  maintenant,  on  définit  un  angle  auxiliaire  t  par  la  condition 

A- B 


cosx  = 


A  -+-  B  ' 
on  pourra  écrire 

2  A  =  (p'j  -+-  pï  -4-  p;  H-  p;  )  cosî  ^, 
2B  =  (p;-^pî4-pi-+-p;)  sia»^. 

La  connaissance  des  quatre  rayons  de  courbure  principaux,  ou 
de  leurs  inverses,  ainsi  que  celle  de  l'angle  (u,  définit  donc 
entièrement  la  situation  respective  des  deux  corps  et  l'orientation 
dés  ellipses,  qui  correspondent  à  des  valeurs  constantes  de  la 
distance  verticale  5|  — .Sj.  Nous  prendrons  désormais  les  direc- 
tions des  axes  de  ces  ellipses  pour  axes  des  x  et  des  y. 

Tout  cela  est  très  simplifié  quand  les  plans  de  courbure  prin- 
cipaux se  correspondent  dans- les  deux  corps;  car  alors  co  =  o  et 
C|  =  Ga  =  o,  de  sorte  que  Ox  et  O^'  coïncident  avec  les  axes 
communs  des  deux  indicatrices.  Dans  ces  conditions,  on  a 

'i(a-B)  =  p;-p';h-p;-p;. 

Cela  posé,  soit  a  le  rapprochement  relatif  des  deux  corps  quand 
les  forces  P  agis3ent,  et  soient  w^  et  iv^  les  composantes  verticales 
de  la  déformation  aux  points  M^{xyz^)  et  ^^{xjrz^)  respecti- 
vement. Si  ces  points  M i  et  M^  appartiennent  à  la  surface  de 
pression,  ils  viennent  au  contact,  de  sorte  que  leur  distance  s'an- 
nule. Or,  cette  distance  est 

Zi-^Wi  —  Zs — Wj — a. 

Il  faut  donc  que  la  différence  (V|  —  W2  ait,  à  l'intérieur  de  la 
surface  de  pression,  une  expression  de  la  forme 

Il  faut  d'ailleurs  que,  à  l'extérieur  de  cette  surface, 

Wi  —  Wj  >  a  —  Aa?*  ■+-  By*, 

On  peut  satisfaire  à  ces  conditions  en  supposant  que  la  surface 
de  pression  est  une  ellipse  ayant  ses  axes  dirigés  suivant  Oj: 
et  Oyy  la  grandeur  de  ses  demi-axes  étant  a  et  i,  et  en  supposant, 


\ 
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d'autre  part,  que  les  pressions  totales  P  s'y  répartissent  de  telle 
façon,  qu'en  un  point  (iji^)?  on  ait  pour  la  densité  p  la  valeur 


,_    3P      /        S^      y 
^■"  'ir.aby  a*       b* 


La  condition  d'équilibre  statique  est  bien  ainsi  satisfaite,  car 
pour  évaluer  la  pression  totale  il  faut  calculer  riutégrale 

Or,  dans  le  second  membre^  l'intégrale  n'est  pas  autrq  chose 
que  le  volume  du   demi-ellipsoïde   d'axes   (a,  6,  i),   c'est-à-dire 

précisément  -Tzab. 

Evaluons  maintenant  les  déformations  iv^  et  tT'a,  produites  sur 
la  surface  libre  des  deux  corps  par  des  pï'essions  normales  ainsi 
réparties.  Désignons  par  \{xy5)  le  potentiel  ne\vtonien  dû  aux 
masses  dm=^fdv^  et  par  e<   et  e^  respectivement  les  valeurs  de 

l'expression  r ^ =  -^^-^  pour  chacun  des  deux  corps,  nous 

aurons,  conformément  à  ce  que  nous  avons  vu  précédemment. 

Ces  relations  ne  s'appliquent  rigoureusement,  il  est  vrai,  qu'à 
des  massifs  indéfînis  limités  par  des  surface*!  planes,  mais  elles 
sont  très  approchées  pour  les  points  qui  appartiennent  à  la  surface 
des  pressions,  ou  qui  en  sont  très  voisins,  lorsque  Ton  suppose, 
comme  nous  le  faisons,  que  la  surface  de  pression  a  une  étendue 
très  petite  au  regard  des  dimensions  totales  des  corps,  et  de  leurs 
rajons  principaux  de  courbure  au  point  de  contact.  En  faisant 
5|  =  32  ==  o  dans  les  expressions  de  u'i  et  «'2,  on  a  simplement 

iv,~  <r2=(£i-+-e,)  V(j'/o). 

11  s'agit  donc  de  trouver  Tcxpressiou  du  potcnli(!l  V  de  la  couche 

:de  matière  fictive  répandue  sur  l'ellipse  de  demi-axe  a  cl  b  avec  la 

densité  superficielle  p.   11  reviendra  au  même  de  supposer  une 

couche  de  matière  fictive  ayant  une  densité  de  volume  uniforme  p' 

et  dont  la  hauteur  soit  partout  proportionnelle  à  p.  Celte  dernière 

PlGK\UD  44 


I 
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couche  sera  limitée  par  la  surface  d'un  ellipsoïde  dont  l'ordonnée  ^ 
serait  en  chaque  point  définie  par  la  relation 


et  dont  le  demi-axe  parallèle  à  0.3  serait  c  défini  par  la  relation 

3P 


pc  = 


4ica6 


La  valeur  de  c  peut  être  Supposée  aussi  petite  qu'on  le  voudra, 
pourvu  que  la  variation  corrélative  de  p'  assure  cette  dernière 
relation. 

On  peut  alors  utiliser,  pour  la  recherche  de  V,  les  résultats 
connus  relatifs  au  potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène.  Nous 
rappelons  seulement  qu'il  faut  distinguer  le  cas  où  le  point  attiré 
i^xyz)  est  à  l'.intérieur  du  cas  où  ce^  point  est  à  l'extérieur  de 
l'ellipsoïde. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  uniformément,  pour  tout  point  (x^^), 

1'         •  t   r*/        ^'  y-  *•    \  ' 

\  =  7.7tp  abc  I       (  I -j-^ — ^  ) 

Jo      V        «*~HY'       ^*-i-V^       c*-+-YV 

Dans  le  ca^  actuel,  il  n'y  a  qu'à  faire  s  =  o  et  c  =  o,  et  à  rem- 
placer 2  Ttp'c  par  — -7*  Alors  V  se  réduit  à 


rfY 


/(a«H-Y*)(A«-Y*) 
Il  est  bien  de  la  forme  voulue,  savoir  : 

Lorsque  le  point  {xyz)  est  à  l'extérieur  de  l'ellipsoïde^  le 
potentiel  conserve  la  même  forme,  à  la  seule  condition  de  prendre 
comme  limite  inférieure  de  l'intégration,  non  plus  sera,  mais  la 
racine  positive  y*  de  l'équation 


a*  H-  Y*       ^*  *+-  Y*       ^*  "^  Y* 
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laquelle  définit  rellîpsoïde  honiofocal  à  rellipsoïde  donné  et 
passant  par  le  point  {xyz).  Comme  pour  toute  valeur  de  y  com- 
prise entre  o  et  y^,  on  a 

j_  _JFf y^ £__ 

a^-f-v*       b^-ir^'       c«-+-Y 

on  a,  pour  tout  point  extérieur 

*  « 

V>L  — Mari— V-% 

L,  M,  N  étant  les  mêmes  fonctions  que  précédemment,  c'est-à-dire 
les  intégrales  prises  entre  o  et  oo. 

(A  défaut  de  la  démonstration  de  la  formule  donnant  V  pour 
un  point  intérieur,  nous  indiquerons  une  vérification  sommaiiè 
qu'on  peut  faire  au  moyen  de  résultats  généralement  fournis  dans 
les  cours  d' Analyse.  L'attraction  a  pour  composante  parallèle  à  Oj: 
la  valeur  —  2  Mar,  et  d'autre  part  la  valeur  de  L  conduit  bien  dans 
le  cas  d'une  sphère  à  l'expression  du  potentiel  au  centre  de  la 
sphère.)  * 

Cela  posé,  le  problème  se  trouve  .résolu  sous  la  seu^e  réserve 
d'identifier  les  deux  expressions  trouvées  pour  iV|  —  (v^,  savoir  : 
d'une  part, 

et,  d'autre  part,  * 

Cette  identification  donne  d'abord 

±( 


A  =  (e,  -h  g 


3P  r*     V        d^      


B  =(£,  -hs,) 


^  .A     /(«*-Hr)(^'-+-T»/ 


Si  l'on  pose  -  =:  A*,  et  si  l'on  change  dans  l'expression  de  A  la 
variable  d'intégration  en  posant  y^n^  a-^  i/*-*,  on  trouve 

f/y  =  a  du. 
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On  peut  donc  mettre  A  sous  la  forme 

3P    /•*  du 

semblablement  on  obtiendrait,  en  changeant  a  en  6  et  A:  en  x» 

3P      /*•  ^     da 


B  =  (6,-*-ej) 


_  r 


'(r.--) 


En  divisant  membre  à  membre,  on  obtiendrait  une  équation 

h  R 

transcendante  entre  le  rapport  A*  =  -  et  le  rapport  ^  «Cette  équa- 
tion peut  être  résolue  au  moyen  des  Tables  de  Legendre.  Une  fois 
ce  rapport  cslculé,  les  équations  précédentes  feront  connaître  res- 
pectivement les  valeurs  absolues  de  a  et  de  6,  et  par  suite  la  valeur 
de  la  pression  maxima  au  contact,  laqudle  est 

« 
On  voit  que,  pour  une  valeur  donnée  du  rapport  y»  où  obtient 

une  valeur  constante  du  rapport  A  =  -  et  que  les  grandeurs  abso- 

lues  des  axes  a  et  6  de  l'ellipse  de  pression  varient  comme  la  racine 
cubique  de  P.  Il  est  de  même  de  pa,„.  On  voit  aussi  que  a  et  6 
varient  comme  la  racine  cubique  de  l'expression,  ei-hc^,  qui 
dépend  des  coefficients  d'élasticité  des  deux  corps. 

La  valeur  de   p    maximum    varie    comme    la    puissance    —  x 

de  e<-}-£2- 

Hertz  a  donné  une  Table  permettant  de  calculer  a  et  6  en  fonc- 
tion des  courbures  principales  des  surfaces  en  contact  et  de  l'orien- 
tation de  leurs  plans  principaux,  c'est-à-dire  de  Tangle  auxi- 
liaire T,  qui  ne  dépend  que  du  rapport  j*  On  peut  mettre  a  et  6 
sous  la  forme 

Ici  les  lettres  |jl  et  v  désignent  des  fonctions  transcendantes  de 
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Tangle  r,  dont  la  Table*  suivante  donne  les  valeurs  de  lo®  en  lo", 
ainsi  que  celle  du  produit  [xv  : 

T...        90-.      .     80*.  70*.  60».  50\  10*.  30?.  îOv  tO*.        O». 

[Ji 1,0000     1,1278     1,2835     1,4^^^     i»754îi     2,i.'i57     >,73o7     3,7779     (),6i!io      *: 

V    i,ooo«>    0,89*1;^    0,8017    o»7i7"     0,6407    o,>673    o,493o    0,4079    o,3i86    0^0 

Produit  fiv.     1,0000     1,0068     1,0290     i,o6î^     '11^39     1,2116     i,3432     i,54io    2,1066 

Si  l'on  n'a  pas  intérêt  à  calculer  a  et  6,  mais  seulement  pg^,,  on 
déduira  la  valeur  de  cette  dernière  quantité  de  la  formule 

On  peut  observer  que  tant  que  l'angle  auxiliaire  t  est  voisin 
de  90^,  le  produit  piv  reste  sensiblement  égal  à  Tunité,  d'après  le 
Tableau  précédent.  L'interpolation  de  la  valeur  de  ce  produit  sera 
donc  facile. 

En  poursuivant  l'identification  des  formules  qui  expriment 
iv,  —  ii^.ji  on  trouve  d'autre  pari 


a  = 


=  («i-+-e») —  /  ^  =(t|4-6>) —    /        , 

Le  rapprochement  oi  des  deux  corps,  pour  une  valeur  donnée 
de  -r>  ou   de   k,   se  trouve  ainsi   proportionnel  à    la   puissance 

I  —  -  r=  -   de    P.    Il    est    proportionnel    aussi   à    la    puissance 

i  --  3  =  5  de  ei4-ea- 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  Ar  =  i ,  l'expression  de  a  se  sim- 
plifie, car  l'intégrale  ellijptique  se  réduit  à 

r^      du      ^Tt       , 

J^     TTw*  ■"  2' 

On  trouve  donc  alors 

3P 

a  =  r-^(eiH-Ci). 

4« 
Cette  élégante  théorie  a  été  utilisée^.pour  préciser  la  notion  phvr 
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sique  de  dureté  des  corps.  Elle  permet  de  reconnaître  d*une 
manière  très  rationnelle  et  très  complète  les  conditions  de  résis- 
tance de  deux  corps  d^  forme  arrondie  pressés  Tun  contre  l'autre 
par  des  forces  données  P.  C'est  le  cas,  notamment,  pour  les  billes 
sphériques,  ou  les  rouleaux  cylindriques  intercales  entre  des 
plans,  des  sphères  ou  des  cylindres.  Il  faut,  bien  entendn,  que  les 
épaisseurs  des  pièces  en  contact  soient  suffisantes  pour  que  Ton 
puisse  accepter  Fhypothèse  faite,  à  savoir  que  les  pressions  au 
contact  éont  indépendantes  de  ces  épaisseurs.  Pour  des  épaisseurs 
réduites,  on  ne  saurait  avoir  qu'une  approximation,  très  précieuse 
toutefois. 

« 

Voici  quelques  formules  pratiques,  en  supposant  que  les  deux 
corps  ont  sensiblement  les  mêmes  coefficients  d'élasticité  e  et  r,  ri 

sont  tels  que  t\  puisse  d'ailleurs  être  pris  égal  à  — •  Dans  ces  con- 
ditions, on  a 


1:^61-+-  E,)  = 


E         "     \L 


I**  Cas  de  deux  sphères  pleines.      Soient  r,  el  /.j  l<^s  rayons  des 
deux  sphères.  Oh  a  évidemment 


d',  =  p",  =  -î-         et 


y* 


-  p;  =  — 


On  a,  d'autre  pari,    par   raison    de  symétrie,   cost  =  o,    d'où 
a  =  V  =:  I  et  r/  =  fe,  d'où  A*  =  i .  On  obtient  donc 


,      s   /jr       0,91  ,        .  - 


«."  i/rr  — 

On  on  déduit 

ir.ab  \  \    r^r^    J 

Quant  au  rapprochement  a  des  centres  des  deux  sphères,  il  a  pour 
valeur 


2**  Cas  d^une  sphère  pleine  et  d^une  sphère  creuse  tangente 
intérieurement.  —  Les  formules  précédentes  s'appliquent  à  la 
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seule  condition  de  changer  le  signe  du  rayon  r^  -de  la  sphère 


creuse. 


3**  Cas  rrune  sphère  et  d'un  plan.  —  On  déduit  les  résultats 
"diicasdc  deux  sphères,  dont  Tune  a  uii  rayon  Ta  infini.  Les  for- 
mules deviennent,  en  désignant  par  r  le  rayon  de  la  sphère,      ^ 


I 

a  =  I 


?max^  0,388  4/  — ^  j 


\ 

I 


4*  Cas  de  deux  cylindres  pleins  de  même  rayon  ^  croisés 
à  angle  droit.  —  On  a,  dans  ce  cas, 

-/ '  -«      ^         ^/      _       •  *•' 

?!=-'  ?%^0y  Pt=»Oî  ?!=-' 

On  en  déduit,  ca  étant  encore  nul, 

2(A-+-B)  =  -, 

r  . 

a(A-B)  =  f -i-  =  o, 
d'où 

'    COST  =  O. 

On  trouvera  les  mêmes  formules  que  dans  le  cas  précédent. 

5*  Cas  de  deux  cylindres  fteins  de  rayons  r<  et  r^  se  tou- 
chant  suivant  une  génératrices  —  Ce  cas  relèverait  logiquement 
du*Chapitre  suivant.  Quand  on  adlHet  que  les  cylindres  sont  infi- 
niment longs  et  sont  pressés  par  une  force  p  par  unité  de  lon- 
gueur de  génératrice^  on  a  affaire  à  un  problème  d'élasticité 
à  deux  dimensions.  Nous  donnons  ici  les  résultats  pour  les  grouper 
avec  les  précédents. 

L'un  des  demi-axes  de  l'ellipse  de  pression  devient  infini,  l'autre 
a  pour  valeur 


-    ^  /  P    ^'i^t 
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La  pression  maxima  est 


.1 


Pwx=o,4i8y^/>ECLJ 


Il  faut  remarquer  que  les  radicaux  sont  seulement  du  second  degré 
et  non  plus  du  troisième. 

Sî  Ton  remplace  Tun  des  cylindres  par  une  plaque,  il  faut  faire 
/'a  =  oc  et  Ton  trouve 


pmax=  <>,4lH 

Ces  formules  fournissent  une  approximation  pour  des. rouleaux 
de  longueur  finie. 

6®  Cas  d^une  sphère  et  d^un  cylindre  ou  d\ine  sphère  et 
d'un  tore,  —  On  ne  peut  pas  effectuer  le  calcul  jusqu'au  bout 
d'une  manière  explicite.  Mais  il  est  bon  d'indiquer  comment  on 
pourra  le  conduire  en  appliquant  la  méthode  générale,  et  en  pro- 
fitant de  cette  circonstance  que  ai  =  o. 

Pour  la  sphère,  en  désignant  son  rayon  par  Ti,  on  a  toujours 

r 
Pi   —    ?1   =     — • 

Si  Ton  a  affaire  à  un  cylindre,  l'un  de  ses  rayons  de  courbure  /-j 
est  infini  et  Ton  aura  p'^  =  o.'  Le  rayon  du»  cylindre  étant  désigné 
par  Ro,  on  aura,  suivant  qu'il  s.'agira  d'un  contact  extérieur  ou 
intérieur, 

On  Iroiivcra  donc 


P'^^^R. 


/•i        K, 

•>(V-B)  =  p',-5';,.4-p',-p;=      ' 


d'où 

A.  — B  I 

I  cos-  I  =  - 


-1-B       2^1  .^ 
'i     ~ 
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L'angle  T  utanl  supposé  calculé,  la  Table  deTlertz  fera  connaître 
les  coefficients  [x  et  v.    ' 

Si  Ton  a  affaire  à  une  gorge  en  forme  de  tore,  comrtie  on  en 
emploie  dans  les  roulements  à  billes,  on  désignera  le  rayon  de  la 
section  droite  de  la  gorge  par  r^  >  ri  et  Ton  çiura  toujours 


?«=-•- 


Lé  rayon   du   cercle    équatorial    ou    du   chemin    de    roulçment 
étant  R3,  on  aura 

suivant  que  Ton  aura  une  gorge  convexe  ou  concave. 

Qn  obtiendra  donc 

•  211  .      .  v 

r,        f'i       Rî 

,  ,  Rî  ±  '-2 


Si  Ton  veut  èalculer  le  rapprochement  a,  dont  dépend  le  jeu  du 
roulement,  il  faudra  employer  la  formule  générale  qui  renferme 
une  intégrale  elliptique.  On  la  calcule  au  moyen  des  Tables  de 

Legendre  connaissant  la  valeur  de  Ar  =  -• 


i>»>i 


CHAPITRE  XXVI. 

MASSIF  INDEFINI  U.MITÉ  PAR  UN  PLAN 

ET  CHARGÉ  DANS  UNE  RÉGION  LIMITÉE  DE  CE  PLAN  (suite). 

LIMITATION  DU  PROBLÈME  AU  CAS  DE  L'ÉLASTICITÉ  PLANE. 


Équilibre  d'blastigitâ  d'un  massif  indrfini  limite  p\r  une  surface  flank 
lorsque  les  charges  appliquébs  sur  cette  surface  sont  constantes 
tout  lb  long  de  droites  parallèles  a  oy  (élasticité  plane).  ' 

On  a  à  traiter  dans  ce  cas  un  problème  d'élasticité  plane,  nota- 
blement plus  simple 'que  le  problème  général.  MM,  Boussinesq  et 
Flamant  (  C.  /?.,  nSga)  ont  traité  le  cas  de  charges  normales  à  la 
surface  et  déduit  leurs  résultats  d'intégration  opérés  directement 
sur  les  potentiels  tout  le  long  de  droites  parallèles  à  O^.  Mais  les 
passages  aux  limites  sont  assez  délicats,  à  cause  des  constantes 
infinies  qui  s'y  introduisent,  et  qui  ont  leur  répercussion  sur  cer- 
taines composantes  des  déplacements.  Il  est  beaucoup  plus  simple 
d'étudier  directement  les  composantes  des. tensions  en  utilisant  les 
formules  obtenues  en  élasticité  plane.  Les  seules  composantes 
utiles  à  considérer  ici  sont  N|,  Nj,  T2,  et  l'on  sait  et />r/or£  qu'elles 
ne  dépendent  pas  des  coefficients  d'élasticité. 

D'une  manière  générale,  on  peut  remarquer  d'abord  que  le  poten- 
tiel '{^  ne  doit  pas  dépendre  de  y  par  raison  de  symétrie  et  que,  dans 
le  plan  zOx,  il  satisfait  à  la  relat-ion  simplifiée 

D'autre  part,  le  potentiel  newtonien  V  d'un  cylindre,  ou  d'une 
surface  cylindrique,  uniformément  chargé  suivant  ses  génératrices, 
se   ramène  dans  le  plan  zOx  k  un  potentiel  logarithmique  de  la 
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forme 


f'o  étant  une  constante  et  /•  désignant  le  radical  \{x —  x^Y'-j-z*. 
"La  densité  superficielle  p'  des  masses  dm  dans  le  plan  est  d'ailleurs 
liée  à  la  densité  linéaire  p  le  long  des  génératrices  par  la  relation 
0'  z=z  ap  {voir  Poincaré,  Théorie  du  potentiel  neivtonien^  p..  29). 
En   un   point   quelconque   d'une  bande  chargée  parallèle  à  Or; 

on  aura  toujours  —  =  —  2Tcp. 

Cela  posé,  les  composantes  Ng  et  T^,  qui  dans  la  solution  géné- 
rale ne  dépendent  que  de  V,  peuvent  s'obtenir  très  simplement,  el 
il  en  est  de  même,  comme  nous  l'avons  vu,  delà  dilatation  cubique. 
Quant  à  Ni,  il  se  déduira  de  la  relation  connue 

î>î,H-N8=à(XH-fJi)« 

et  si  même  on  désirait  connaître  Nj  on  le  déduirait  de  la  relation 

Nous  considérerons  encore  deux  solutions  types,  suivant  que  les 
charges  seront  parallèles  à  Oz  ou  à  0.r. 

Première  SOLUTION.  —  Charges  parallèles  à  Oz.  — Nous  avons 
trouvé  dans  le  Chapitre  précédent 

\    d\        z    d*\ 

N,  = -~  -I -— -, 

iLTz  dz        ait   a«* 

ATT  a.r  dz 

0^-      -■       ^. 

Il  en  résulte 

'  1%  dz       itt  dz* 

On  peut  faire  immédiatement  cette  remarque  que  pour  5  =  o  on 
aura  toujours 

•>.T  dz 
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Or,  on  a  ici 

rfV  r.z    . 

d^z=J TT-^^'»      *'      S?  =J  (tt  - -Pi) '''"■ 

Si  maintenant  on  pose  dm  =  20^.^1,  on  trouve  facilement  les 
formules 

Deuxième  solution.  —  Charges  parallèles  à  Ox,  — On  a  cette 
fois,  en  se  reportant  au  Chapitre  précédent  : 


%i:  dz        !»it  </ar* 
—  I         dW 


Tf  = -y—   -i .         > 


e  = 


Il  en  résulte 


9.r(À  -^-  (Ji)  ^a? 


7C  dT       '2  7:  dx  dz 


Par  des  calculs  semblables  aux  précédents,  on  trouve,  en  rempla- 
çant les  dérivées  du  potentiel  logarithmique  par  leurs  valeurs  : 


^         /    /•  (a:  —  a?,  )5        ,     ^ 


On  passe  de  la  au  cas  général.  Si  la  pression  appliquée  à  l'élé- 
ment e£:r,  a  pour  composantes  —  Krlx^oX  —  Cdx^  suivant  0a?et05 
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on  a  évidemment        *■ 

(a?  —  a?i)* 


=-^/[ 


A   î^l^   +Cf 


<tX\, 


Ces  expressions  mettent  en  évidence  la  quantité  A +  C- 

qui  n'est  autre  chose  cjue  la  projection  de  la  charge  sur  le  rayon 
vecteur  allant  du  point  chargé  au  point  auquel  se  rapportent  les 
tensions. 

Ces  expressions  sont  intégrables  notamment  lorsque  A  et  C  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  Xi . 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  attacherons  partlculiènenient 
au  développement  de  la  première  solution,  la  seconde  donnant 
lieu  à  des  considérations  de  même  n<ature. 

Considération  de  forces  extérieures  concentrées  le  long  de  Oy, 
—  On  supposera  ^4  =  o  et  les  forces  extérieures  concentrées  dans 
une  bande  étroite  dx^  assimilable  à  un  infiniment  petit,  avec  une 
densité  p  telle  (\\xe  pdx^  =  C.  Les  intégrales  sont  à  remplacer  par 
leurs  éléments  et  les  résultats  obtenus  seront  valables  sauf  au  voi- 
sinage de  la  zone  chargée,  bien  entendu. 

On  a  ainsi 

_2G    5»    ^      2C         z^ 
»,  •;îC  z^x  _       'i(\        z^x 

Les   tensions  N<,    N»    représentent    des    compressions.    Elles 


^ 
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s'annulent  toutes  à  l'infini,  leurs  expressions  étant  de  Fordfe  de  -• 

Elles  s'annulent  aussi  partout  pour  z  --=-  o,  sauf,  bien  entendu,  à 
l'origine,  où  les  formules  ne  sont  du  reste  pas  applicables. 
On  constate  que  Ton  a  la  relation 

et  l'on  en  conclut,  puisque  NjNs  —  T,  est  un  invariant,  que 
l'une  des  deux  compressions  principales,  sur  les  éléments  plans 
normaux  à  zOx,  est  toujours  nulle.  La  compression  principale  non 
nulle  a  pour  valeur 


Elle  s'exerce  d'ailleurs  sur  l'élément  perpendiculaire  au  rayon  r. 
En  effet,  quelle  que  soit  l'orientation  d'un  élément  plan  passant  par 
le  point  M  (j?5),  la  direction  de  la  compression  qui  s'y  exerce 
demeui'e. constamment  parallèle  à  la  compression  principale.  Or 

sur  rélément  parallèle  à  Ox  on  a  jrp  ==  -.   I,a  direction  ccnn mune 

cherchée  est  donc  le  rayon  OM,  issu  de  Toriginc. 

Il  est  aisé  de  suivre  dans  tout  le  plan  zOx  les  variations  des 
tensions  N<,  N3,  Tj  et  a. 

Si  l'on  se  déplace,  par  exemple,  sur  un  plan  horizontal,  mené  à  la 
distance  £,  on  trouve  : 

I*  Que. Ni  part  de  zéro  pour  j?  =  o,  qu'il  va  ensuite  en  croissant 

pour  passer  par  un  maximum  égal  à  —  -;^,  lorsque  l'on  a  x^=^  z 
et  enfin  qu'il  va  en  décroissant  pour  s'annuler  avec  x  =  cc. 

2"  N3  a  pour  valeur pour  x  =  o  et  va  constamment  en 

décroissant  lorsque  x  augmente.  Il  s'annule  à  l'infini. 

Si  l'on  fait  la  sommation    /     N,  dx^  on  trouve,  en  tenant  compte 

de  ce  que 

dx  X  i  X 

: — ; r:z  =  — r: — ;; t'  -^ ;  î*»'c lan^—  » 


s. 


?*^  Quant  à  T.j.  c'est  une  fonction  impaire  de  x.  Elle  s*annule 


/ 
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pour  27  =  o,  puis  va  en  croissant  et  passe  par  un  maximum  égal  à 
X  —  pour  or  =  "7=  •   Ensuite    elle    va    en    décroissant   et 


s'annule  pojir  a?  =  oo. 

Torf^,  on  trouve,  en  tenant  compte 

de  ce  que 


7  (x« 


xdx  I 


/ 


«,     , aC^^     I     _  _    C 


4*  Enfin,  a  est  égal  à  —  ^^  pour  jf  =  o  et  va  constamment  en 


4k  'fj 


décroissant  lorsque  x  augmente.  M  s'annule  à  l'infini., 

La  plus  grande  valeur  de  a,  égale  à  la  plus  grande  valeur  de  N3, 
se  trouve,  à  la  profondeur  -3,  à  Taplomb  de  la  charge,  et  pour 
l'obtenir  on  peut  supposer  que  celle-ci  se  répartit  uniformément 
sur  la  bande  découpée  à  cette  profondeur  z  par  deux  plans  obliques 

inclinés  sur  la  verticale  d'un  angle  a  tel  que  tanga=— •  On  trouve 

approximativement  a  =  38"  1  o'. 

Examinons  de  la  même  façon  ce  qui  se  passe  .lorsqu'on  se 
déplace  sur  un  plan  vertical  d'abscisse  x. 

1°  N,  part  de  zéro  pour  5  =  0.   Il  va  ensuite  en  croissant  et 

se 
passe  par  un  maximum  pour  z  ="7^*  La  valeur  de  ce  maximum  est 

9  G  .      . 

—  r~w=7  X  —  •  Ensuite  il  va  en  décroissant  et  s^annule  pour  x=:oo. 

Si  l'on  fait  la  sommation  /     Ni^f^,  on  trouvera  comme  résultat 

G 
en  utilisant  le  résultat  analogue  trouvé  plus  haut  pour  T^, 

permutation  étant  faite  des  variables  x  et  z. 

a®  N3  part  aussi  de  zéro  pour  5  =  0,  passe  par  ui^  maximum  pour 

5  =  j7y/3,  puis  tend  vers  zéro. 

3"  Quant  à  T3,  il  part  aussi  de  zéro  pour  2  =  o.  Il  passe  par  un 

C 
maximum  pour  z  =  x^  ce  maximum  ayant  pour  valeur • 

Ensuite,  il  décroit  jusqu'à  zéro. 

/• 
T^dz^  on  trouve,  en  tenant  compte 
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de  ce  que 


'     z^dx 


/  A» 


4^  Enfin,  a  part  de  zéro.  Il  passe  par  un  maximum  pour  j7  ==  2,  ce 
maximum  ayant  pour  Valeur ^-  11  s'annule  à  l'infini. 

•^  *  ira: 

n  est  à  remarquer  que  si  Ton  considérait  spécialement  le  plan 
vertical  passant  par  O3,  en  faisant  a:  =  o,  on  trouverait,  quel  que 
soit  5,  pourvu  qu'il  soit  différent  de  zéro, 

On  serait  tenté  d'en  conclure  que  les   intégrales  /    ]V^  ^5  et 
T2  relatives  à  ce  plan  dz  sont  nulles,  alors  que  pour  tous  les  plans 


X 


C  C 

parallèles  elles  ont  des  valeurs  constantes ou  ih  —  respective- 
ment. Mais  si  l'on  examine  les  conditions  d'équilibre  statique  de  la 
tranche  comprise  entre  le  plan  vertical  Os  et  le  plan  vertical  d'ab- 
scisse x^  on  constate  que  seule  la  seconde  intégrale  peut  être  nulle.  U 
•faut  donc  supposer  quelque  part^ans  le  plan  vertical  Os  desréactions 

horizontales  dont  la  résultante  soit  égale  à  —  >  autrement  dit  une  corn- 

prc6sion  totale  ayant  cette  valeur.  On  est  conduit  à' admettre  que 
cette  compression  totale  s'exerce  dans  la  zone  infiniment  petite  au 
voisinage  immédiat  du  point  O,  zone  dans  laquelle  les  formules  n'ont 
plus  de  sens  et  conduisent  pour  la  valeur  de  N|,  comme  pour  celle 
de  Nj,  à  un  résultat  infini.  On  peutdire,  si  l'on  veut,  que  N|  passe 

brusquement  de  la  valeur  zéro  à  la  valeur au  point  O.  Mais  ce 

nVst  là  évidemment  qu'un  langage  abrégé,  signifiant  qu'on  ne-peul 
connaître  que  la  résultante  des  compressions  horizontales  N|  au 
voisinage  du  point  O,  de  même  qu'on  ae  connaît  que  la  résultante 
des  chargCvS.  Ce  qui  serait  faux,  ce  serait  d'en  conclure,  comme 
certains  auteurs  l'ont  fait,  qu'au  point  O  interviennent  deux  forces 

G 

—  tendant  à  écarter  l'une  de  l'autre  les  deux  moitiés  du  massif, 
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alors  qu'il  s'agit  uniquement  des  réactions  (compressions)  de  l'une 
des  moitiés  sur  l'autre. 

Examen  du  cas  d'une  bande  uniformément  chargée.  —  Soit  A'Â 
la  bande  uniformémenjt  chargée,  à  raison  dey;  par  unité  de  longueur, 
et  soient  a'  et  a  les  abscisses  de  ses  extrémités. 

Tout  le  long  de  A' A  on  aura  N:i  =  -/>  et  ce  sera  là  sa  valeur 
maxima.  Nous  nous  bornerons  à  étudier  les  deux  autres  tensions 
utiles  N|  et  Ta,  le. long  d'une  verticale  O;;  dont  nous  ferons  varier  la 
position,  par  rapport  aux  points  A'  et  A. 

Fig.  19a. 


Soit  M  (Os)  le   point  pour  lequel  on  calcule  les  tensions   et 
M|  {Xx  O)  un'  point  de  la  bande  chargée.  Ce  dernier  peut  être  défini 

en  coordonnées  polaires  par  l'angle  OM^i ,   -  (o,  compté  positive- 
ment à  droite  de  MO,  et  l'on  aura 


Tx==:  z  langco, 


=  v/iî 


rt  — 


costu 


Les  valeurs  extrêmes  de  (o,  pour  A' et  A  seront  désignées  respec- 
tivement par  a'  et  a. 

Nous  supposerons  toujours  A  à  droite  de  O,  c'est-à-dire  a  et  a 
positifs.  Si  A'  est  également  à  droite  de  O,  comme  dans  la  figure 
ci-dessus,  on  aura  aussi  a   et  a  positifs.  Mais,  dans  le  cas  ou  A 
tomberait  à  gauche  de  O,  on  aurait  a'  et  a  négatifs. 

Lorsque  l'on  fera  tendre  M  vers  O,  a  tendra  vers  7-  Mais,  suivant 

PiGEAUD 
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le  cas,  a  tendra  vers  4-  —  ou -•  Lorsque  le  point  M  s'éloignera 


à  Pinfini,  a  et  ol  tendront  tous  deux  vers  zéro. 


Étude  de  la  tension  N,.  —  D'après  la  formule  générale,  on  a  ici 


Or  on  a 


^^j  =  5 — -— ,         j^î  =  5*  iang**D,         /•*  = 


cos'd)  '  °  cos*a) 

On  ti^ouve  donc 

Si  maînteîiant  on  fait  tendre  M  vers  l'infini,  on  trouve  N,  =  o, 
quelle  que  soit  la  situation  respective  des  pomts  O  A'  et  A. 

Si,  au  contraire,  on  fait  tendre  M  vers  o,  deux  cas  sont  à  disûn- 
guer.  Si  A'  est  à  droite  de  O,  autrement  dit  si  le  point  O  est  à 

l'extérieur  de  la  bande  chargée,  a  et  a'. tendent  vers  +  -  et  à  la 

limite  N|  =  o. 

Si  A'  est  à  gauche  de  O,  autrement  dit  si  le  point  O  est  un  point 

de  la  bande  chargée,  %  tend  vers et  Ton  a 

limNi  =  r-  —  —  =  —  /?• 


7Z      1 


Celte  limite  représente  une  compression  dont  Tintensité  est  égale 
à  celle  de  la  charge  au  même  point. 

Ces  résultats  sont  bien  conformes  au  résultat  général  indiqué 
plus  haut,  à  savoir  que  sur  la  surface  on  a  partout  N<  =  Ns- 

Il  est  à  remarquer  que  la  compression  N,  sur  la  surface  subit, 
comme  N3,  un  saut  brusque  égal  k  p  en  valeur  absolue,  quand  le 
point  O  franchit  le  contour  de  la  zone  chargée.  Cette  singularité 
disparaîtrait  pour  une  répartition  de  la  charge  annulant  p  sur  le 
contour. 

Lorsque  le  point  O  appartient  à  la  zone  chargée  et  qu'on  fait  croître 
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z  (le  o  à  00,  et  que  par  suite  a  décroît  de  -  à  o,  ainsi  que  ( —  a), 
chacune  des  fonctions  a  —  ^î^ii^  et  —  (a'—  !lllii  \  est  positivé  et 
va  constamment  en  décroissant.  11  en  est  de  même  de  la  valeur 
abolue  de  N|,  qui  en  est  la  somme,  au  facteur  près  — 

Lorsque  le  point  O  est  à  gauche  de  A'  et  n'appartient  pas  à  la 
zone  chargée,  Ni  est  la  différence  de  deux  fonctions  décroissantes, 
et  Ton  ne  peut  plus  faire  le  même  raisonnement.  On  sait,  d'ailleurs, 
que  N<  part  de  zéro  pour  aboutir  à  zéro  et  qu'il  est  toujours 
négatif.  Il  passe  donc  par  un  maximum  en  valeur  absolue  pour  uii 
point  intermédiaire,  que  l'on  pourrait  d'ailleurs  déterminer,  en 
tenant  compte  des  relations 

a  =  2tanga,         a'  =  ^taQga';         d'où 


tan^a         a 


lanjça         a 


Cherchons  maintenant  à  évaluer  Tiiitégrale  /     N,  c/c  des  valeurs 

de  N|   le  Wng  de  OM.  On  peut  intégrer  séparément  les  ter;nes 
dépendant  de  a  et  ceux  dépendant  de  a'. 

On  a  V  =  a  cota,  d'où  dz  = r-r— >  et  les  limites  d'iotéffration 

pour  a  sont  a  =  —  et  a  =^  a.  On  obtient  donc  pour  cette  partie  de 
l'intégrale 

pa    r^l         sin2a\     drt.         pa   /•*/     a  \  j         />«  i  i? 

_i_  £1_  I      (a _---.=I_/     l col'x]d7.  =iI—[oL  coi  7.\l 

TZ  Jic    \  a     /sin'a         n  Jn    \sin»a  /  tt    "^  '«• 


2  2 


Or,  pour  a  ==  -^»  on  a  acota  =  o.  Il  reste  donc 


pa  pz 

—   —  a  cet  st  =  —  • —  y. . 


Si  a'  est  positif,  un  calcul  tout  semblable  donnera  pour  les  termes 
en  a!  le  résultat  -f-  —  a,  de  sorte  que  le  résultat  final  sera 

pz 


^  (.-.'), 


Si  a'  est  négatif,  en  désignant  par  a"  sa  valeur  absolue,  on  trou- 
verait —  —  a"  =^  CL,  Le  résultat  final  serait  donc  encore  le  même. 
Il  est  proportionnel  à  :;  et  à  l'angle  a  — ol'  sous  lequel  on  voit  du 
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point  M  la  bande   chargée  A' A.    Autrement  dit,   il   est  égal  à 

—  -  XC'C,  Tare  ce  étant  Tare  de  cercle  décrit  de  M  comme 

centre  avec  M0  =  ^  comme  rayon,  et  compris  entre  les  droites 
MA'  et  MA. 

Si,  à  présent,  on  fait  tendre  M  vers  l'intini,  on  a 

iim  2(a  —  a')  =  a  —  a\ 
de  sorte  que  l'on  a 

en  désignant  par  P  la  charge  totale  yy  (a  — a').  Ce  résultat  est  indé- 
pendant de  la  situation  respective  du  point  O  par  rapport  à  A' A. 

On   peut,   par  des    procédés    analogues,   calculer    /    N,2rfr, 

intégrale  qui  représente  le  moment  par  rapport  au  point  O  des 
tensions  horizontales  N|  s'èxerçant  entre  O  et  M.  En  prenant 
encore  a  comme  variable  d'intégration  pour  intégrer  les  termes 
dépendant  de  a,  on  trouve  pour  ceux-ci  : 

—  p    r"  /         sin^aN                — a  da            pa^     /'*/acosi.  .    \    , 
— i-   /      (a lacofa— r-- —  = -f- ^- —    /      (  — r~z çol*a)rfa. 

r.    Jfc     \  %     ]  '    sin-a  ::     , /jr     \  sin'a  / 


acosa 


L'intégrale  générale  de  -r-^ cot^a  est 


3j ...      -^ 

2  sinSoc 


cota 


ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  par  différentiatioit.  En  tenant  compte 
de  ce  que  pour  a  =  -  la  valeur  de  cette  fonction  se  réduit  à  —  »  on 


trouve  comme  résultat  : 

pa 


rt*  r  a  cola        kI 

;:     L  'i  sin^a  i       .    4  J 


Si  a/  est  positif,  on  intégrera  de  même  les  termes  correspondants 
et  l'on  fera  la  différence  des  résult£^ts.  Si  a'  est  négatif,  on  arrivera 
au  même  résultat  en  posant  a'  -^  —  a"  et  a'  =  —  a",  et  l'on  en  fera 


»  Jt 
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la  somme.  Dans  le  premier  cas,  on  obtiendra 


pa!'  l  ,  a'  co 


a 


et  dans  le  second  cas  / 


a --^  H- h  - 


Lorsqu'on  fait  tendre  M  vers  l'infini,  a  et  a  tendent  vers  zéro. 
L'ensemble  des  termes  en  a  et  a'  tend  vers  zéro,  ainsi  qu'il  est 
facile  de  s'en  assurer  en  développant  par  rapport  à  a  l'expression 


siii  2a 


-f-  cola  =  c- 


siii'a  siii'a 

■ 

le  numérateur  étant  de  l'ordre  de  a**  et  le  dénominateur  de  l'ordre 
de  7?  seulement.  11  en  résulte  que  le  moment  /  ^szdz  tend  vers 
les  valeurs  suivantes  : 

_  :^ -H  ^=._  4 («,_«'.)         quand         «'>  o, 
4  4  4 

—  ^ ^^  =—  ^(a«-+-a'*)         quand         «' <  o. 

4  4  « 

En  divisant  ces  expressions  par  —  £  (a  — .  a'),  on  aurait  les  points 

de  passage  de  la  résultante. 

Supposons  maintenant  que  O  coïncide  avec  le  milieu  de  AA'  et 
que,  les  points  A  et  A'  s'éloignant  indéfiniment,^  la  bande  chargée 
ait  une  largeur  infinie.  Quel  que  soit  le  point  M,  pourvu  qu'il  reste 
à  distance  finie  de  O,  on  aura  approximativement  à  la  limite 

i>i  = = — p. 

Supposons  enfin  que  le  massif  indéfini  soit  d'abord  aussi  ^u  niveau 
du  point  M,  puis  qu'on  le  complète  par  couches  successives  d'épais- 
seur dz  s'incorporant  au  fur  et  à  mesure  au  massif,  et  en  faisant 
dès  lors  partie  intégrante.  Chaque  couche  ajoutée  équivaudra  à 
une  charge /J<Y5,  pai  unité  de  longueur,  p  étatit  le  poids  de  l'unité 
de  volume.  Elle  produira  en  M  une   compression  --N,=/;rfj. 


710  CUAPITBE   XXVI. 

La  compression  totale  aura  pour  valeur  pz^  quand  le  massif  sera 
complété  jusqu'au  niveau  de  O. 

La  compression  totale  entre  O  et  M  aura  pour  valeur 


/     pz  dz  :=^ 


__  P 


»4 


-0  -^ 


el  sera  appliquée,  au  tiers  de  la  hauteur,  à  partir  de  M. 
Étude  de  Ta-     -  D'après  la  formule  générale^,  on  a  ici 
Tj  =  H i-  /      — i--^j',  =  -^/      ftin(*>eosn></a>  =— —  (cos'a — cos^a'). 


Tj  s'annule  toujours  pour  5  -=  oc.  Quand  on  fait  tendre '5  vers 

zéro,  a  et  a'  tendent  vers  ^  et  ±:  -  et  l'on  a  encore  Ta  =  o,  quelle 

que  soit  la  situation  du  point  O  par  rapport  à  la  2one  chargée. 

T3  conserve  toujours  le  même  signe  le  long  d'une  verticale 
quelconque,  ce  signe  dépendant  de  la  grandeur  relative  de  a  et 
de  a'  en  valeur  absolue  et  celle-ci  dépendant  elle-même  de  la  gran- 
deur relative  de  a  ei  a  .  Ta  passe  donc  en  valeur  absolue  par  un 
maximum  entre  5  rr^  o  et  ;5 -=  00.  Quand  O  est  au  milieu  de  AA', 
on  a  constamment  Ta  ^=  o. 

Cherchons  maintenant  à  évaluer  Tintégralc    /     T^  dz  le  long  de 

OM.  On  pourra  encore  intégrer  séparément  le,  terme  dépendant  de 
a  et  celui  dépendant  de  a'.  A  l'égard  du  prenûer,  en  rempla- 
çant dz  par r-r-  '  on  obtient 

a 


on     r     cos- 


a    ,  pa .  Jï        pa        paiL        pz 


en  tenant  compte  de  a  cota  =  z. 

Le  terme  en  a'  donnera  de  môme,  si  a'  est  positif, 


L    -^^  T.  T.    \ 


de  sorte  que  le  résultat  final  sera 


[ 


Tidz  =  ^(a       a')-  ^(aoL-^a'o^'), 


\ 
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Si  d  et  a'  sont  négatifs,  en  désignant  par  a   et  J  leurs  valeurs 
absolues,  on  obtiendrait  pour  le  second  terme 


2     ~~Tt       5rJ 


de  sorte  que  1^  résultat  final  serait 


/ 


JL  TT 


Si,  à  présent,  on  fait  tendre  z  vers  l'infini,  a  et  a  tendent  vers 
zéro  et  Ton  a  dans  le  premier  cas  {ay>  o  et  le  point  O  étant  en 
dehors  de  la  zone  chargée) 

1 

Dans  le  second  cas  (a  <  o,  le  point  O  étant  dans  l'intérieur  de  la 
zone  chargée). 

En  particulier,  quand  O  est  au  milieu  de  l'intervalle  AA',  on  a 
a'  =:  —  a  et  l'intégrale  est  nulle,  ses  éléments  étant  d'ailleurs  tous 
nuls,  comme  nous  l'avons  vu. 

Les  résultats  qui  précèdent  paraissent  pouvoir  légitimement 
trouver  leur  application  dans  l'étude  des  effets  des  surcharges 
imposés  à  un  terre-plein  limité  par  un  mur  de  soutènement 
vertical. 

Étude  d'une  plaque  indéfinie  d'épaisseur  constante  h.  —  L'étude 
du  massif  indéfini  conduit  tout  naturellement  à  la  connaissance 
de  l'état  élastique  d'une  plaque  indéfinie  pour  certains  cas,  très 
particuliers,  il  est  vrai,  de  distribution  des  charges  sur  ses  deui 
faces. 

Considérons,  en  effet,  le  massif  indéfini  situé  au-dessous  dç  Oo?, 
et  supposons  qu'on  applique  à  sa  surface  ua  système  de  charges, 
du  reste  quelconque.  Coupons-le  par  le  plan  horizontal  O' a?' mené 
à  la  distance  h  de  la  surface  libre.  La  plaque  indéfinie  comprise 
entre  Ox  et  O' x'  conservera  l'équilibre  élastique  qu'elle  possédait 
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antérieurement  à  la  coupure,  alors  qu^elle  faisait  partie  du  massif 
indéfini,  pourvu  que  sur  sa  face^  inférieure  0\i'  on  applique  des 
charges  égales  aux  réactions  N3  et  Ta  qui  s'exerçaient  aux  diffé- 


\ 


Fig.  193. 


rents  points  de.  cette  face.  On  pourra  donc  connaître  les  tensions 
en  tous  les  points  de  la  plaque,  ainsi  chargée  arbitrairement  sur 
Pune  de  ses  faces  et  soumise  sur  la  face  opposée  aux  réactions 
qui  y  seraient  développées  par  ces  charges  arbitraires  dans  le 
massif  indéfini. 

Supposons  maintenant  que,  sur  la  face  inférieure,  on  applique 
des  chargcs"é gales  et  symétriques  deux  à  deux  aux  charges  de  la 
face  supérieure  et  sur  la  face  supérieure  des  réactions  égales  et 
symétriques  deux  à  d^ux  à  celles  de  la  face  inférieure,  on  aura 
encore  un  système  en  équilibre.  En  un  point  intérieur  M,  les 
composantes  des  tensions  relatives  au  second  système  de  charges 
se  déduiront  de  celles  relatives  au  premier,  à  condition  de  porter 
l'origine  des  coordonnées  en  O',  c'est-à-dire  de  changer  s  en  z  —  h 
et  de  changer  le  signe  des  composantes  verticales  des  charges. 
Si  l'on  pose  z  =^  h  —  ;;,  de  sorte  que  ;;  -j-  3'  =  A,  cela  reviendra  à 
changer  z  en  —  z  en  même  temps  qu'on  changera  le  signe  dés 
composantes  verticales  des  charges.  On  aura  ainsi  la  solution 
correspondant  à  deux  ensembles  do  charges  symétriques,  dont  l'un 
est  arbitraire  et  dont  l'autre  est  constitué  par  les  réactions  qui 
correspondraient  au  premier  dans  un  massif  indéfini. 
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Bien  que  ceci  soit  très  particulier,  on  peut,  dnns  certains  cas,  y 
trouver  une  méthode  permettant  l'élude  d'un  ensemble  de  charges 
symétriques,  donné  arbitrairement.  Si,  en  effet,  l'ensemble  com- 
plémentaire formé  par  les  réactions  est  susceptible  d'une  solution 
exacte  ou  approchée,  il  en  sera  évidemment  de  même  du  premier 
ensemble. 

On  peut  même  aller  plus  loin.  Si  Ton  considère  un  ensemble 
de  charges  égales  et  opposées  à  Fcnsemble  complémentaire  des 
réactions,  il  aura  lui-même  un  système  complémentaire  que  l'on 
pourra  déterminer,  et  l'on  aura  encore  une  situation  d'équilibre 
pour  la  plaque  soumise  à  l'ensemble  des  charges  données  d'une 
part,  et  à  l'ensemble  des  réactions  du  second  système  complémen-: 
taire,  et  ainsi  de  suite.  11  pourra  arriver  que  Ton  parvienne  ainsi, 
après  quelques  transformations,  à  un  système  cpmplémentaire  sus- 
ceptible d'une  solution  exacte  ou  approchée.  On  en  déduira  une 
solution  pour  le  système  des  charges  données. 

Afin  de  préciser  par  un  exemple,  nous  examinerons  le  cas  où 
les  charges  se  réduisent  à  deux  forces  normales  C  égales  et  oppo- 
sées applic^uécs  respectivement  aux  points  O  et  O'. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  les  charges  complémentaires  à 
faire  intervenir  sur  la  base  inférieure  Çf  x  sont  les  réactions  N,  et  T^ 
qut  correspondraient  à  la  charge  C  agissant  en  O.  En  un  point 
h!{\h)  de  cette  base,  on  aura 


7:    (;*-h/*»;*  it    {^*-hh*y 

Sur  la  base  supérieure,  au  point  symétrique  A(ÇO),  on  aura  une 
charge  complémentaire  de  composantes  A' ( —  C). 

Quant   aux   tensions   en   un  point  M(j:5)  de  la  plaque,    elles 
seront  données  par  les  formules  suivantes  où  z'  =  h  —  z  : 

*■"        ~  [ia:*-h  3»)*  "^  (x*-r-  ^'*)« J  ' 

^  ^      aC  r  .     zi  __iL_l 

Bien  entendu,  ces  formules  s'appliquent  à  l'enseinble  des  charges 
données  et  des  charges  complémentaires. 
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Cherchons  à  apprécier  reflet  de  ces  dernières.  Les  charges  nor- 

maies  vont  régulièrement  en  diminuant  de  H — ^  à  b,  lorsque 

ç  varie  de  o  à  oo.  Les  charges  tangentielles  croissent  en  valeur 
absolue  de  zéro  jusqu'à  un  certain  maximum,  approximativement 

égal  à-TXo,32,   puis   décroissent  jusqu'à  zéro.   Si  Ton  fait  la 

somme  des  charges  tangentielles  entre  une  certaine  abscisse  x  et 
l'infini,  on  trouve  -^  < 

aCA»   r-      \d^  C    ^   A» 


fK'di=-'^f 


(5* -h  h^)  TT    {x*-^  h*) 


et  il  faut  doubler  ce  résultat  pour  tenir  compte  de  la  seconde  base. 
Considérons  la  section  normale  A  A'  d'abscisse  x,  La  portion  de  la 
plaque  qui  est  à  sa  droite  est. en  équilibre  sous  l'action  des  charges 
complémentfiires  qui  lui  sont  appliquées  et  des  tensions  (~N'|)  et 
(r— TJi)  que  l'ensemble  des  charges  complémentaires  développe 
dans  la  section  AA'.  L'une  des  équations  d'équilibre  est  donc 

Ainsi  la  compression  totale  dans  la  section  ne  dépend  pas  des 
charges  complémentaires  normales  C\  mais  seulement  des  forces 
tangentielles  A',  qui  se  font  équilibre  de  part  et  d'autre  de  la 
section.  L'hypothèse  la  plus  simple  que  l'on  puisse  faire  consiste 
dès  lors  à  supposer  que  la  compression  N^  est  uniforme  sur  toute 
l'étendue  de  la  section.  Les  forces  A'  un  peu  éloignées  de  la  section 
s'y  répartissent  certainement  d'une  manière  uûiforme,  d'après 
tout  ce  que  l'on  sait  des  expériences  sur  la  traction  des  barreaux. 
Pour  les  autres,  ce  sera  un  résultat  plus  ou  moins  approché. 

La  valeur  de  cette  compression  complémentaire  est  donc,  d'une 

manière  approchée, 

iC    '   h 


TZ    X*  -i-  h> 


Les  deux  autres  composantes  des  tensions  se  déduiront  alors 
des  deux  équations  générales  d'équilibre 


dx  dz 


dx  dz 


=  o. 


=  o. 


I 
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On  trouve  facilement 

__  2G  hxjiz—h)  __.^  hxiZ'-i') 

Si  Ton  retranche  ces  valeurs  N,,  Nj,  T^  des  expressions  écrites 
plus  haut  pour  Nj,  Ng,  Tg,  on  aura  donc  une  solution  approchée 
du  problème  de  la  plaque  soumise  aux  deux  s^eules  forces  C. 

On  pourrait  rechercher  une  solution  plus  approchée  de  la 
manière  suivante.  Supposons  qu'on  superpose  un  instant  au- 
dessus  et  au-dessous  de  la  plaque  donnée  et  déjà  placée  dans  Tétat 
élastique  précédent  deux  plaques  de  même  épaisseur,  puis  qu'on 
fasse  agir  aux  points  0|  et  O'^  de  la  nouvelle  surface  situés  surO:; 
deux  forces  égales  et  opposées,  de  valeur  (— ^C).  Elles  produiront 
dans  toute  l'étendue  du  nouveau  massif,  et  en  particulier  dans 
l'étendue  de  la  plaque  primitive,  des  tensions  dont  les  expressions 
seront  de  même  forme  que  précédemment,  à  condition  de  changer 
C  en  -  C  et  3  et  :;'  en  /i  +  ^  et  A -j-;;' respectivement.  Si  Ton  fait 
maintenant  des  coupures  suivant  les  plans  O  et  O',  la  plaque  pri- 
mitive sera  dans  un  état  d'équilibre  conhrf,  à  condition  de  prendre 
en  considération,  le  long  de  ces  coupures,  des  charges  complémen- 
taires dont  il  est  aisé  de  faire  le  compte.  Sur  la  face,  O',  par 
exemple,  on  a  d'abord  les  charges  A'  et  C  dues  à  la  force  C  agissant 
en  O,  puis  des  charges  A'  et  — C  dues  à  la  force  -|-C  agissant 
en  O'j  et  enfin  des  charges  -  A"  et  C"  dues  à  la  force  ( —  C) 
agissant  en  O,.  Au  total,  on  aura  2  A'  -  A"  et  —  C\ 

En  poursuivant,  on  finirait  par  trouver  un  état  d'équilibre  pour 
lequel  les  charges  complémentaires  s'exerçant  à  la  surface  seraient 
de  la  forme  2(A'— A"+ A'"-|- . . .)  =t:  A"  et -C«,Mes  derniers 
termes  A'*  et  G'*  tendant  vers  zéro,  quel  que  soit  x.  A  la  limite,  ces 
charges  eomplémentairesse  réduiraient  donc  à  des  charges  tangen- 
tielles,  nulles  pour  :r  =  o,  croissant  plus  lentement  que  les 
charges  A'  et  dont  la  valeur  totale  de  o  à  oc  reste  toujours  égale 

à On  pourrait  alors  supposer  que  dans  la  région  voisine 

de  00'  elles  produisent  une  traction  uniforme. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point.  Mais  nous  signa- 
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lerons  que  Télude  détaillée  des  tensions  dans  une  plaque  soumise 
aux  deux  forces  normales  C  et  aux  charges  complémentaires  (A'C) 
conduit  à  la  connaissance  complète  de  l'équilibre  élastique  de 
certains  solides  cylindriques  comprimés  par- deux  forces  C  égales 
et  opposées. 

Nous  transformerons  les  formules  donnant  N,  N^  Tj  en  rappor- 
tant le  point  M{xz)  aux  deux  points  chargés  O  et  ()'  au  moyen  des 

deux  angles  MOO'=a,  MO'O  =s  a , '^^g^^s  qui   seront   compris 

chacun  entre  o  et  ;^  et  qui  seront  regardes  comme  positifs  quand 

M  est  à  droite  de  00'. 

On  a,  en  posant  r  =  OM  i=  y/r-  -h  5-,  r'r=  O'M  =ï=  \'V-|-3'', 
les  relations  évidentes  : 


f       t 


z  =7*cosa,         -«  =  r  cosa  , 
T  =  rsioa  =  r'sina', 


sina'        sina        sin(a-+-a') 

On  en  déduit  facilement 

-,  "^G  fcosa  siii*a        rosa'sin'a'l 

•>C  «-inCa-ha')  /    •   »   »i 

=  ~   — *; : : r      V091  Sin'a  -f-  TOS  X  SIH'a  |, 

rJi    sina  sina    '  ^ 

•^.C  sin(a  -+-a')  ,   r    •      'i 

—  ' T  ■^' : — ri  cos-'a  Sina -+- cos'a  Sina  I, 

ir/i    sina  sina    ^  . 

_,  "aG  r  sina  r*»«i*  a        «>iiia' ro^*i' 

*  ir    I  r  /•' 

'}C  sin(a  -r-  a')  •  *    »    ^.«    n 

= ^  — : : — r-rsin*acos'a  —  SHpa  cos'a  1. 

r.n    sinasina 

Mettons  de  côté,  pour  simplifier  les  écritures,  le  facteur  commuu 

'k(\  sinCa  -t-  a') 

r.h     si  11  a  sina' 
nous  obtiendrons 

Ni  -+-  N3  =  sina  rosa  -4-  sina'  rn«ia'  =  «in»  a  -f-  a')  ro«»(a  —  a'), 
Nj —  Nj  =  -  [sin  2a  co5  2a  -+-  sin  2a'  00s 2a']  —  -sin).(  a  -ha')  ro52(a  —  a')'. 
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Cherchons  les  directions  des  tensions  principales.  L'angle  cp  que 
fait  Tune  d'elles  avec  la  direction  OXy  ou  avec  la  direction  de  N|, 
est  donné  par  Téquation 

aTj  4(siii*a' ros*a' — sin*acos*a) 

Or,  si  Ton  trace  le  cercle  passant  parles  trois  points  O,  O',  M,  sa 
tangente  en  M  fait  précisément  avec  O^  l'angle  (a  —  a  ),  et  par  suite 
son  rayon  fait,  au  signe  près,  le  même  angle  avec  Ox,  Les  deux 
directions  principales  sont  donc  le  rayon  et  la  tangente  de  ce 
cercle. 

Appelons  N;-  la  tension  principj^le  dirigée  suivant  le  rayon,  et 
s'exerçant  par  suite  sur  un  élément  du  contour  du  cercle,  et  appe- 
lons N^  la  tension  principale  dirigée  suivant  la  tangente,  nous 
trouverons  fout  ces  tensions  principales  les  valeurs  suivantes  : 


N,=: 


•>.  •?.         co»  2  (  a  —  a) 

s=  -  sin(a  -t-  a')cos(a  --  a')  —  -sn» 'iCa  -H  a') 
•2  4 

=  -  sin(a  -+-  a')[cos(a  —  a)  —  cos(a  H-  a  )] 

=  sin(a  -t-  a')  sina  sina'  ; 

N,-4-N3        N,--N3  I 


1  y.         cos;i(a  —  a') 

=  -sin(a  -f-  a')[cos(a  —  a')  -i-  CD5(a  -f-  a')] 

mm 

=  sin(a  -H  a')  cosa  cosa'. 

En  rétablissant  le  facteur  commun  négligé,  on  trouve  finalement 

-,             ^G    .   ^,           ,,                     ..             2C   sin*(a-t-a') 
Nr= rsin«(a-i-a')         et         N/  = r ^^ -'• 


V)"  '""O 


On  voit  par  là  que  N,.  demeure  constant  lorsque  le  point  M  se 
déplace  de  telle  sorte  que  a+a'  =  const.,  c'est-à-dire  lorsqu'il  se 
déplace  sur  un  arc  de  cercle  passant  par  00'.  " 

Si  l'on  considère  le  corps  en  forme  de  lentille  cylindrique 
compris  entre  un  arc  de  cercle  tel  que  OMO'  et  l'arc  de  cercle 
symétrique  par  rapport  à  00',  on  reconnaît  qu'il  est  soumis  sur  son 
contour  aux  forces  extérieures  suivantes  :    i"  les  deux  forces  C 


\ 
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appliquées  en  O,  et  a**  une   compression  normale   uniforme  sur 

toute  sa  surface  et  égale  à ^sin^(a-f-a  ),  l'angle  a  +  a'  étant 

*la  moitié  de  Tangle  sous  lequel  se  coupent  les  deux  faces  delà  len- 
tille. 

Or  l'effet  d'une  compression  normale  uniforme  est  connu.  En 
tout  point  intérieur  elle  produit  une  compression  uniforme  -'sur 
tout  élément  superficiel,  quelle  que  soit  son  orientation.  Si  on  la 
retranche  des  expressions  précédemment  trouvées  pour  N|  et  N3, 
sans  modifier  Ta,  on  aura  Tétat  élastique  intérieur  de  la  lentille 
soumise  seulement  aux  deux  forces  C  et  libre  sur  le  reste  de  sa 
surface. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  a  +  a'=  ;^,  et  où  par  .suite 

la  lentille  devient  le  cylindre  à  base  circulaire  décrit  sur  00'  comme 

diamètre.  La  compi*ession  uçiiforme  a  pour  valeur r'  Par  suite 

en  revenanl  aux  expressions  primitives  des  tensions,  en  fonction 
de  j:,  ^,  z\  on  obtient  pour  le  cylindre  comprimé  par  les  deux 
forces  C  les  expressions 

On  peut  en  faire  une  discussion  détaillée.  Nous  nous  bornerons 

à  remarquer  que  tout  le  long  de  OO'  on  a  Ni  =^«  C'est  une 

tension  constante.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que,  au  voisinage  des 
points  d'application  des  forces  O  et  O',  il  y  a  des  compressions 

dont  la  valeur  totale  est  —  rr^^  dont  la  répartition  ne  peut  être 

connue  tant  que  celle  des  forces  fictives  G  né  Test  pas  elle-même. 
L'intensité  de  ces  compressions  est,  comme  nous  le  savons,  égale 
à  celle  des  compressions  exercées  à  la  surface,  au  voisinage  immé- 
diat de  celle-ci.  Elle  est  toujours  incomparablemepi  plus  forte  que 

la  tension  ^)  au  moins  tant  qu'il  s'agit  d'un  phénomène  élastique. 
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Le  long  de  00',  on  a  N3  =  —  /  t 1  )  •  11  est  infini  en  O  et 

en  O'  comme  on  pouvait  s'y  attendre. 

Une  autre  remarque  intéressante  c'est  que,  dans  ce  cas  particulier, 

on  a  en  tout  point  de  la  surface  a  r=r  -  —  a!  et,  par  suite, 


tanga  tanga  =  1. 

La  tension  principale  N/  devient  elle-même  constante   et  égale 

à  --. — T'  Il  en  résulte  que  dans  le  cylindre  libre  à  sa  surface,  et 

soumis  aux  deux  seules  forces  C,  il  n'y  a  aucune  tension  dans 
aucune  direction  pour  uii  point  de  la  surface.  Il  n'y  a  donc  aucune 
cause  de  désagrégation  de  la,  matière  en  ces  points,  à  l'exception 
bien  entendu  des  régions  d'application  des  forces  C. 


CHAPITRE  XXVII. 

ÉQUILIBRE  DES  MASSIFS  PESANTS  ET  PARTir.UUÈREMBNT  , 
DES  MASSIFS  TRIANGULAIRES  EN  TERRE  OU  EN  MAÇONNERIE. 


Dans  les  problèmes  ordinaires  d'élasticité,  on  part  toujours  d'un 
état  dit  naturel  dans  lequel  il  n'y  a,  par  hYpothése,  aucune  ten- 
sion préalable  entre  les  différentes  particules  de  la  matière,  et  Ton 
cherche  à  déterminer  les  tensions  qui  y  sont  produites  par  l'inter- 
vention de  causes  connues, [au  nombre  |desquelles|  figure j le  poids 
des  particules  elles-mêmes,  comme  si  l'influence  de  la  pesanteur 
se  faisait  sentir  postérieurement  à  la  constitution  du  corps  ou  du 
massif  considéré . 

Il  en  est  bien  ainsi  dans  un  certain  nombre  de  cas  usuels.  Par 
exemple,  lorsque  Ton  construit  un  arc  métallique,  ou  bien  une 
voûte,  sur  des  cintres,  et  que  l'on  établit  les  calages  ou  les  clefs  de 
voûte  de  manière  à  n'introduire  aucune  réaction  appréciable  dans 
les  joints  laissés  libres  jusqu'au  dernier  moment,  le  poids  propre 
n'intervient  qu'après  décintrement,  c'est-à-dire  après  la  construc- 
tion, et  on  peut  le  considérer  au  même  titre  que  les  charges  per- 
manente^ provenant  de  la  superstructure,  ou  que  les  surcharges 
variables  introduites  après  coup. 

S'il  n'en  est  pas  ainsi,  et  si  l'on  a  effectué  les  calages.de  manière 
à  introduire  des  réactions  connues  '  ou  bien  des  déformations  eon- 
nues,  ces  réactions  ou  déformations  peuvent  et  doivent  être  prises 
en  compte  dans  les  calculs  et  combinées  avec  l'effet  du  poids  propre 
de  l'arc  ou  de  la  voûte.  Mais,  danà  tous  les  cas,  on  peut  lever  toute 
indétermination  en  suivant  pas  à  pas  la  construction,  et  l'on  obtient 
un  certain  état  défini  auquel  on  n'a  qu'à  superposer  celui  qui  cor- 
respondra aux  surcharges  permanentes  ou  variables  ajoutées  ulté- 
rieurement. 

D'ailleurs,  le  poids  propre  des  particules  du  corps  étudié  est 
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souvent  négli«çeable  par  rapport  aux  forces  qui  s^exercent  à  sa  sur- 
face et  qui  sont  les  conséquences  des  forces  extérieures  appliquées. 
On  le  néglige  alors,  conformément  à  T indication  de  Lamé. 

Quand  on  étudie  certains  massifs  de  te/re  ou  de  maçonnerie,  au 
contraire,  c'est  le  poids  propre  qui  joue  le  rôle  capital,  et  souvent 
même  il  intervient  seul,  les  autres  forces  extérieures  étant  nulles 
ou  négligeables.  Dès  lors,  ce  qui  est  véritablement  l'objet  du  pro- 
blème,-c'est  la  connaissance  d'un  certain  «  état  naturel  ou  initial  » 
qui  se  produirait  avant  toute  intervention  de  causes  extérieures 
autres  que  la  pesanteur,  l'intervention  de  celle-ci  étant  concomi- 
tante et  non  postérieure  à  la  constitution  du  massif. 

On  comprend  par  là  que  le  problème  soit  en  quelque  î>orte  inso- 
luble et  échappe  en  grande  partie  à  la  théorie  de  l'Elasticité. 

Pour  une  matière  donnée,  il  j  a  en  ed'et  toujours  une  infinité 
d'états  d'équilibre  réalisables,  lorsque  cette  matière  est  composée 
de  particules  susceptibles  de  développer  entre  elles  des  forces  de 
frottement  ou  d'adhérence,  ou  [)lus  généralement  d(îs  résistances 
aux  déplacements  n'ayant  pas  le  caractère  de  réversibilité.  Or,  il 
n'y  a  que  les  fluides  parfaits  qui,  par  définition,  en  soient  exempts. 
Quand  il  s'agit  de  corps  solides,  on  peut  obtenir  des  arrangements 
de  molécules  très  variés  suivant  le  traitement  préalable  qu'on  leur 
fait  subir,  soit  au  moment  même  de  leur  constitution^  soit  après 
coup  :  trempe,  écrouissage,  dépassement  de  la  limite  d'élasti- 
cité, etc.  Quand  il  s'agit  de  massifs  de  terre  ou  de  maçonnerie, 
l'arrangement  des  molécules  et  les  tensions  intérieures  qui  en 
résultent  dépendent  de  même,  dans  de  larges  limites,  de  la  façon 
dont  le  massif  a  été  constitué,  c'est-à-dir<»  de  ce  que  l'on  peut 
appeler  «  Télément  historique  de  sa  formation  ». 

Prenons,  par  exen>ple,  un  bloc  parallélépipédique  de  maçon- 
nerie. Si  on  l'a  construit  sur  une  aire  indéformable  et  qu'on  le 
transporte  ensuite  sur  un  sol  relativ(!ment  compressible,  les  réac- 
tions sur  ^a  base  chang'eroni,  et  [)ar  suile  aussi  les  tensions  inté- 
rieures. Les  réactions  du  sol  seront  plus  fortes  vers  le  pourtour  de 
la  base  que  vers  le  centre.  Si  on  l'avait  construit  directement  sur 
le  sol  compressible,  on  aurait  pu  obtenir  un  résultat  du  même 
genre,  sinon  identique,  à  la  condition  d'o[)érer  la  construction  par 
assises  h«)rlzontales  et  de  donner  le  temps  aux  assises  inférieures 
de  faire  prise  avant  de  leur  superposer  les  autres  assises.   Si,   au 
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contraire,  on  imagine  que  Ton  construise  côte  à  côte  une  série  de 
prismes  élémentaires  ayant  toute  la  hauteur  du  massif,  en  leur  lais- 
sant leur  indépendance,  chacun  d'eux  chargera  à  peu  près  unifor- 
mément le  sol  de  fondation.  Si  on  les  réunit  après  coup  par  un 
coulis  de  mortier,  la  pression  sera  à  peu  près  uniforme  sur  toute 
la  surface  de  base,  quelle  que.  soit  la  compressibilité  de  celle-ci. 

De  même,  on  a  depuis  longtemps  observé  que  la  poussée  d'un 
remblai  derrière  un  mur  de  soutènement  dépend,  dans  une  très 
large  mesure,  des  soins  pri«  dans  la  confection  de  ce  remblai, 
toutes  choses  égales  d'ailleurs.  Si  les  terres  sont  réglées  par 
couches  horizontales  minces  et  soigneusement  pilonnées,  on 
obtient  des  poussées  moindres  qu'avec  un  remblai  exécuté  sans  ces 
précautions.  Des  expériences  déjà  anciennes,  faites  en  Angleterre 
par  le  professeur  Howard  Darwin,  ont  d*ailleurs  montré  toute 
l'importance  de  cet  «  élément  historique  ».  Darwin  se  servait  d'une 
caisse  dont  l'une  des  parois  latérales  était  mobile  autour  d'une 
charnière  et  était  retenue  par  une  corde  reliée  à  un  dynamomètre. 
Cette  paroi  mobile  cédait  sous  la  poussée  d'un  sable  parfaitement 
sec  quand  on  diminuait  graduellement  la  tension  du  dynamomètre 
jusqu'à  une  certaine  limite.  Cette  tension  limite  n'était  pas  du  tout 
la  même,  selon  que  le  sable  avait  été  versé  par  couches  horizon- 
tales ou  en  talus  incliné  soit  vers  Ja  paroi  mobile,  soit  vers  le  côté 
opposé,  ou  enfin  selon  que  l'on  avait  provoqué  un  tassement  plus 
ou  moins  intense  du  sable.  Les  nombres  trouvés  n'ont  certaine- 
ment pas  une  importance  absolue  en  raison  des  conditions  plus  ou 
moins  imparfaites  des  expériences.  Mais  les  écarts  systématiques 
trouvés  dans  les  différentes  iiéries  d'expériences  ne  laissent  aucun 
doute  sur  les  différences  considérables  que  peuvent  présenter,  au 
point  de  vue  de  leur  équilibre  intérieur,  des  massifs  constitués 
avec  une  matière  identique,  mais  dans  des  conditions  historiques 
différentes. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  légitimement  se  demander  si  la 
théorie  de  Télasticilé  est  bien  applicable,  du  moins  en  ce  qu'elle  a 
d'essentiel,  c'est-à-dire  en  ce  qui  concerne  les  relations  entre  les 
composantes  des  tensions  et  les  composantes  des  déformations.  11 
ne  s'agit  plus  en  effet  d'un  état  déformé,  mais  bien  d'un  état  initial. 
Alors  les  équations  d'équilibre  du  parallélépij)ède  élémentiiire,  qui 
sont  au  nombre  de  trois  seulement,  ne  sont  plus  suffisantes  pour 
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déterminer  les  six  composantes  des  tensions.  Il  en  reste  trois  jd'ar- 
bitraires  dans  le  cas  général. 

Si,  pour  simplifier,  on  envisage  seulement  un  problème  d'élas- 
ticité à  deux  dimensions,  les  trois  tensions  utiles  Ni,  Nj,  T»  satis- 
font bien  aux  deux  équations  différentielles 

dT^       d^^    ^   ^  ^  0. 
dx         dy     •     ^ 

Mais  peut-on,  ou  non,  adjoindre  à  ces  équations  la  condition 

qui  traduit  en  somme  le  fait  que  les  tensions  doivent  dériver  de 
déplacements  élastiques  et  permettre  au  besoin  de  déterminer  ces 
derniers  ?  -* 

Faute  de  mieux,  et  pour  rendre  le  problème  déterminé,  on  ne 
peut  que  répondre  par  l'affirmative.  On  suppose  au  fond,  en  opé- 
rant ainsi,  que  l'action  de  la  pesanteur  ne  se  fait  sentir  qu'après 
coup  sur  un  massif  déjà  constitué.  Mais  il  faut  se  garder  d'oublier 
que  ce  n'est  là  qu'une  hypothèse  pouvtmt  s'éloigner  de  la  vérité. 

D'un  autre  côté,  pour  qu'un  problème  d'élasticité  soit  complète- 
ment déterminé  au  point  de  vue  analytique,  il  est  nécessaire  que 
Ton  puisse  s'assigner  d'avance  des  conditions  aux  limites,  c'esl- 
à-dire  les  conditions  que  le  massif  doit  remplir  sur  toute  sa  sur- 
face, soit  au  point  de  vue  de  ses  déformations,  soit  au  point  de  vue 
des  forces  qui  lui  sont  appliquées.  Or,  dans  la  plupart  des  pro- 
blèmes qu'on  aurait  à  se  poser  sur  des  massifs  pesants,  il  n'en  est 
pas  ainsi..  On  a  bien  des  portions  de  surfaces  sur  lesquelles  on 
connaît  les  forces  extérieures  a|)pliquées.  Mais  il  y  a  d'autres  por- 
tions de  surfaces  par  lesquelles  le  massif  s'appuie  sur  d'autres 
massifs,  rocher  fixe  ou  mur  de  soutènement,  et  les  réaeti4)ns  qui 
s'y  exercent  sont  inccmnues,  du  moins  en  ce  qui  concerne  leur 
répartition,  car  les  trois  équations  d'équilibre  statique  n'en 
peuvent  faire  connaître  que  les  résultantes.  C'est  même  le  plus 
souvent  la  détermination  de  «-es  réactions  qui  serait  le  vérkable 
objet  pratique  du  problème.  Il  y  a  donc  là  une  nouvelle  cause 
d'indétermination  qui  est  souvent  irrémédiable. 
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On  peut  cependant  la  restreindre  flans  quelques  cas.  Parmi  tous 
les  états  d'équilibre  possibles  contenus  dans  la  solution  générale, 
il  }^  en  a  qui  peuvent  et  doivent  être  écartés,  quand  on  prend  en 
considération  certaines  propriétés  de  la  matière  constituant  le 
massif,  parce  que,  en  certains  points  ou  en  certaines  régions  du 
massif,  il  se  produirait  des  eflets  incompatibles  avec  ces  propriétés. 
Quand  il  s'agit  de  maçonnerie  ou  de  terre,  on  rejette  a  priori 
toute  solution  particulière  qui  conduirait  à  des  efforts  de  tension, 
ces  efforts  étant  su|)posés  inconciliables  avec  les  propriétés  des 
matériaux  en  question. 

Toutes  ces  considérations  apparaîtront  mieux  en  lumière  dans 
la  question  suivante,  qui  peut  servir  d'exemple  type. 

Équilibre  d'uh  massif  de  terre  indéfini  limité  par  une  surface 
libre  plane.  —  Considérons  un  massif  indéfini  limité,  à  sa  partie 
supérieure,  par  un  plan  faisant  un  angle  i  avec  le  plan  horizontal*. 
JNous  prendrons  pour  axe  des  x  la  ligne  <le  plus  grande  pente  du 
plan  et  pour  axe  des^yla  normale  dirigée  d(î  liauten  bas.  (L'axe  Os 
du  trièdre  normal  de  référence  sériait  ainsi  en  avant  du  tableau.) 

Fig.  194. 


Soit  n  le  poids  du  mètre  cube  de  terre.   Ses  composantes  sui- 
vant Oo?  et  O  K  seront  respectivement 

Xo  =  — Osini, 
Y0  =       11  cos  i. 
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Les  deux  équations  d^équilibre  déduites  de  la  considération  du 
parallélépipède  élémentaire  s'écrivent  donc,  en  considérant  les 
compressions  comme  positives, 

» 

h  -j h  n  sin  £  =  o, 

ax         dy 

— r-i  -h  -~  —  n  cost  =  o. 
dx         dy 

\ 

I 

Le  massif  étant  indéfini  dans  la  direction  Ojc,  rien  ne  distingue 
les  uns  des  autres  les  différents  points  M  appartenant  à  une  même 
parallèle  à  Ojt.  En  conséquence,  les  trois  dérivées 

rf\i       d^       dTn 
dx         dx         dx 
doivent  être  nulles. 

Les  équations  précédentes  se  réduisent  à 

— ; n  COSl  =  o, 

dy 

— ; —  -f-  n  sini  =  o. 
dy 

Elles  fournissent  respectivement 

Ni  =  -H  Wy  ces  t, 
Ts  =  —  n^sini. 

les  constantes  d'intégration  étant  nulles  si  Ton  ne  suppose  aucune 
charge  à  la  surface. 

Ainsi  Na  et  T.,  sont  déterminés.  La  tension  N,  demeure  au  con- 
traire une  fonction  de  y  entièrement  arbitraire,  tant  qu'on  ne 
sup[)ose  pas  qu'il  s'agisse  d'un  état  élastique. 

Si  Ton  introduit  cette  hypothèse  et  si  l'on  prend  en  considéra- 
lion  Féquation 

celte  équation  se  réduit  à  ANi=:0,  ou   même,  puisque  --~  =  o, 

a    -r---  =  0. 

dy^ 

On  en  déduit 

N,  =  Ar-HB. 
La  constante  B  sera  supposée  égale  à  zéro  si  l'on  admet  que,  sur 
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la  surface  libre,  on  ait  N,  =  o.  Cette  condition  est  nécessaire, 
comme  nous  le  verrons,  quand  il  s'agit  de  terre  pulvérulente.  En 
tout  cas,  ces  constantes  A  et  B  ne  peuvent  être  déterminées  que 
par  les  conditions  aux  limites,  c'est-à-dire  ici  par  les  conditions 
à  Finfini. 

Sur  tout  plan  parallèle  à  Oj?,  on  est  bien,  obligé  d'admettre  que 
les  réactions  N^  et  T3,  indépendantes  de  x^  ont  les  valeurs  indi- 
quées plus  haut,  et  cela  n'est  pas  inadmissible  à  la  limite,  ces 
réactions  devenant  d'ailleurs  infinies  avec  y.  Mais  la  valeur  de  N| 
est  indifférente. 

D'un  autre  côté,  sur  tout  plan  parallèle  à  Oy^  et  particulière- 
ment pour  le  plan  à  l'infini,  la  réaction  T3  est  déterminée,  maiis 
les  coefficients  de  N<  ne  peuvent  être  connus  que  si  l'on  se  donne  la 
valeur  de  cette  tension  sur  l'un  quelconque  de  ces  plans.  Il  est 
donc  impossible,  en  général,  de  1^  déterminer  par  la  seule  consi- 
dération de  Téquilibre  du  massif. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  un  massif  qui  sérail 
limité  en  profondeur  par  un  plan  parallèle  à  0:r. 

Cherchons  maintenant  les  restrictions  dont  la  solution  peut 
devenir  susceptible  quand  on  suppose  à  la  terre  certaines  pro- 
priétés < 

II  y  en  a  une  qui  s'impose  pour  toute  nature  de  terre,,  c'est  que 
N|  représente  une  compression,  c'est-à-dire  doit  être  positif.  Pour 
en  trouver  d'autres,  nous  envisagerons  deux  cas,  celui  où  la  terre 
est  pulvérulente  ou  dépourvue  de  cohésion,  et  celui  où  elle  pos- 
sède une  certaine  cohésion. 

Premier  cas.  —  lierre  pulvérulente.  —  Du  sable  fin  bien  sec, 
ou  des  cailloux  secs  de  petite  dimension,  forment  une  représenta- 
tion bien  nette  des  corps  que  Ton  qualifie  par  l'épithète  «  pulvé- 
rulent ».  Les  grains  de  sable  n'ont  aucune  adhérence  ou  cohésion 
entre  eux  ;  ils  ne  sont  retenus  au  contact  les  uns  des  autres  que  par 
leur  pression  mutuelle  et  par  le  frottement  qui  en  résulte. 

On  se  représente  une  rupture  d'équilibre  comme  due  au  glisse- 
ment des  éléments  les  uns  par  rapport  aux  autres  lorsque,  sur  un 
élément  plan,  la  composante  tangentielle  de  la  pression  dépasse  4e 
produit  de  la  composante  normale  par  un  certain  coeflicient  de 
frottement  y  =  tang'^  caractéristique  de  la  matière  considérée. 
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Autrement  dit,  pour  que  l'équilibre  soit  stable,  il  faut  que  Ton 
ait  la  condition 

max.  de  I  T  I  —  |Niang(p|£o, 

qui  a  été  étudiée  au  Chapitre  XX. 

Cette  condition,  itiise  sous  une  forme  plus  explicite,  s'écrit 

(N,— N,)»-h4Tj  -(N,-f-N,)'sin«<p<o. 

On  voit  d'abord  que  sur  la  surface  libre,  c'est-à-dire  pour  y  =  o, 
Ni  doit  s'annuler,  car  N2  et  T3  étant  nuls,  l'inégalité  se  réduit  à 

NJcos*<p^o. 

A  la  surface  libre  d'un  massif  pulvérulent,  toutes  les  tensions 
doivent  s'annuler  à  la  fois. 

Si  maintenant  nous  remplaçons  les  composantes  des  tensions 
par  leurs  valeurs,  l'inégalité  s'écrira 

U  =  j^«[(A  —  n  cos*)»  -h  4U»  sin«t  —  (  A  -+-  H  cosi)»  sin^ç]  £0. 

C'est  la  condition  dite  «  de  Rankine  ». 

Cette  condition  est  indépendante  de  y^  dont  le  carré  est  en  fac- 
teur commun.  Il  suffit  que  la  [Parenthèse  soit  négative  ou  au  plus 
nulle.  Cette  parenthèse  peut  s'écrire  • 

—  =  A*  cos*?p  —  2An  cost  (i  -+-  5in*<p)  -h  lI*(cos*/co8*<p  -f-  4  sin*t). 

Elle  est  certainement  positive,  c'est-à-dire  du  signe  de  son  pre- 
mier  terme,  pour  des  valeurs  très  grandes  de  A  ainsi  que  pour 
A  =  o.  Pour  qu'elle  puisse  être  négative,  il  faut  d'abord  que  le 
trinôme  de  A  ait  des  racines,  ce  qui  fournit  la  condition 

tl*[cos*i(i  -4-sin*<p)2—  cosSç(cos*ï  cos^p  4-  4  sin*/)]  >  o. 

Après  réduction,  cette  condition  devient 

4(sin*<pcos*t  —  cos^o  sin**)  =  4>sin(^  -f-  i)  sin(ç  —  i)  >  o. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  e  >>  o,  on  voit  donc  qu'il  faut 

satisfaire  à  la  condition  «  -<  co.  Si  le  contraire  avait  lieu,  — .  serait 

toujours  positif  quel  que  soit  A,  de  sorte  qu'il  n'y  aurait  aucun 
état  d'équilibre  possible. 
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Lorsque  l'on  a  i  <i  o,  le  trinôme  —  a  deux  racines  A,  et  A2>- A< 

et  ces  racines  sont  toutes  deux  positives.  Pour  ^voir  un  équilibre 
stable,  il  suffit  de  prendre  pour  A  une  valeur  comprise  entre  A| 
et  Aj.  Il' y  aura  donc  en  général  une  infinité  d'équilibres  possibles. 
Celui  qui  correspond  à  A  r=  A<  est  appelé  équilibre  limite  supé- 
rieur ou  état  ébouleux»  Celui  qui  correspond  à  A  =  A2  est  de 
même  appelé  équilibre  limite  supérieur. 

Les  valeurs  explicites  de'A»  et  A2  sont  d'ailleurs 

.*  =  ^  |cosi(i -t- *in'«p)  hp  1^4  «»n(® -<- O  sin(©  —  i)\. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  aurait  «  =  ç,  le  radical  de  la 
parenthèse  disparaît  et  l'on  a 

cos<p 

Les  deux  états  d'équilibre  limite  sont  confondus  et  un  seul  état 
d'équilibre  est  possible.  Dans  ce  cas,  l'état  d'équilibre  réel  se 
trouve  déterminé.  Mais  c'est  le  seul  cas  où  il  en  soit  ainsi. 

Un  autre  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  «*  =  o,  la  surface 
libre  étant  horizontale.  On  a  alors 


(A, 


[i  4- sin'îp  q=  2  sinç  I  =  n  ^ 


A|  est  inférieur  à  II  et  A2  lui  est  supérieur.  Si  l'on  suppose  ©  =  3o** 


ou  sino  =  -»  on  a 
»        2 


Al  =  -^         et         At  =  311. 

L'écart  de  ces  deux  valeurs  est  donc  considérable. 

Les  résultais  obtenus  par'  la  discussion  précédente  peuvent  se 
retrouver  aisément  au  moyen  de  la  construction  graphique  indi- 
quée au  Chapitre  XX.  On  connaît  a  priori  les  tensions 

qui  s'exercent  sur  un  élément  plan  parallèle  à  O^,  à  la  profon- 
deur j^.  La  tension  totale  qui  s'exerce  sur  cet  élément  est  verticale 
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el  fait  avec;  Oj-  un  an<>le   0  =  /.   Prenons   sur  une  droite  indé- 
finie OO'  une  longueur  0N.»=  iN.,  en  valeur  absolue  el  élevons  la 

perpendiculaire  Nj  Y  =  T3,  Tangle  NaOY  étant  égal  à  8  =  /.  Puis 

Kig.  195. 


supposons  arbitrairement  un  centre  C  sur  OO'  et  décrivons  le 
cercle  ayant  comme  rayon  CY.  Nous  en  déduirons,  en  prolongeant 
CY  jusqu'en  X  et  en  abaissant  XN|  perpendiculaire  sur  OO',  les 
tensions  ON,  =  î\,  et  N|X  qui  s'exerceraient  sur  l'élément  plan 
parallèle  a  Oy^  la  tension  totale  étant  0\,  et  faisant  avec  Ox 

l'angle  N0\,  de  sens  contraire  à  NjOY.  On  en  déduirait  les  ten- 
sions sur  un  élément  plan  d'orientation  quelconque. 

Le  maximum  de  l'angle  8  s'obtiendrait  en  menant  du  point  O 
les  tangentes  au  cercle,  l'une  d'elles  étant  par  exemple  OH. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre  stable,  il  faut  que  l'angle  O'OH  soit 
inférieur  à  ©.  Cela  est  impossible,  quel  que  soit  le  point  C  choisi, 
si  l'on  a  />cd.  Admettons  qu'il  en  soit  autrement,  et  traçons  la 
droite  OH  telle  que  l'angle  O'OH  =  cp.  Puis  déterminons  les  deux 
cercles  de  centres  C  et  C  qui  passent  par  le  point  \  et  sont  tan- 
gents à  OH.  Ces  deux  cercles  correspondront  aux  deux  états 
d'équilibre  limites.  Pour  tout  cercle  dont  le  centre  serait  compris 
entre  C  et  C  on  aurait  un  équilibre  stable,  puisque  ce  cercle  ne 
couperait  pas  OH.  Pour  tout  autre  cercle,  au  contraire,  on  aurait 
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un  équilibre  instable,  puisqu'il  couperait  OH  et  que  le  maximum 
de  Fangle  9  dépasserait  '^. 

Les  deux  cercles  limites  G  et  C  détermineront  en  particulier  les 
valeurs  extrêmes  attribuables  à  Ni  et  ils  pourront  faire  connaître 
toutes  les  circonstances  relatives  aux  équilibres  limites,  notamment 
les  directions  principales  et  les  directions  de  rupture  correspon- 
dant à  chacun  de  ces  équilibres  limites. 

Deuxième  cas.  —  Terrexohérenté.  —  Le  tjpe  des  terres  cohé- 
rentes est  Targile  plus  ou  moins  mélangée  de  sable,,  comme  celle 
que  l'on  emploie  dans  la  construction  des  digues  en  terre. 

Une  motte  de  terre  argileuse  ne  se  désagrège  pas  sans  que  Ton 
exerce' sur  elle  un  effort  très  appréciiible,  traction  ou  effort  de 
cisaillement.  - 

Toutefois,  la  résistance  à  la  rupture  par  traction  peut  tomber 
à  un  taux  très  faible  dans  certaines  circonstances,  et  notamment 
sous  l'influence  de  l'humidité.  Il  est  prudent  de  ne  pas  compter 
sur  elle  et  on  la  suppose  nulle. 

Au  contraire,  la  résistance  à  la  rupture  par  cisaillement  peut 
demeurer  assez  forte  dans  toutes  les  circonstances  de  siccité  ou 
d'imbibition,  tout  en  étant  naturellement  variable  avec  ces  circon- 
stances. Pour  une  nature  donnée  de  terre,  il  y  a  un  certain 
minimum  G  par  mètre  carré  sur  lequel  il  semble  qu'on  puisse 
compter  et  qui  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  le  poids  [1  de 
la  terre  par  mètre  cube. 

Dans  ces  circonstances,  les  équilibres  stables  correspondroAt  à 
la  condition  . 

wax.  |T|  —  I  Ntangcp|<C, 

qui  a  été  étudiée  au  Ghapitre  \X. 

Gette  condition,  mise  sous  line  forme  plus  explicite,  s'écrit,  en 
regardant  les  compressions  comme  positu'es^ 

(N,— N,)^-+-4Tî  —  [(îV,-+-N2)sin(p-4-2Gcos«p]«<o. 

G'est  la  condition  dite  «  de  Goulomb  ». 

Dans  le  cas  actuel,  il  n'est  pas  nécessaire  quel'oQ  ait  N|  =  o 
pour  y  :z=  o.  Pour  cette  valeur  de  y^  on  a 
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et  la  condition  impose  seulement  que  Ton  ait 

Ni(i  —  5in^)  —  •!  costp  lo 

ou 

_ ,    .  a  G  cos  «p 

N,S  r-^. 

~  I  —  sin® 

Toutefois,  comme  on  n'observe  jamais  de  fortes  pressions  à  la 
surface  d*un  sol  quelconque,  nous  admettrons,  pour  simplifier, 
que  N,  soit  comme  précédemment  de  la  forme  N|  =  A^^       , 

Si,  dans  Tinégalité  ci-dessus,  on  remplace  les  composantes  des 
tensions  par  leurs  valeurs,  elle  s'écrira 

U  =  ^8[(  A  —  Il  cos «)»-+-  4  !P  5in*«  —  (A-h  11  cosi)»  sin«a/] 
—  ^yC  sinocosç(A  -+-  Il  cos#)  —  4  G- cos* 9^0. 

*  • 

Cette  fois,  la  condition  trouvée  dépend  ^de  la  profondeur  y.  EUe 
est  toujours  satisfaite  pour  de  très  petites  valeurs  de  ^',  c'est-à-dire 
pour  une  couche  plus  ou  moins  profonde  à  partir  de  la  surface, 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  A,  car  pour  y  ==  o  on  a  sim- 
plement 

II  =  —  4  G*  cos*  o  <  o. 

•  « 

Mais  il  faut  s'attendre  à  ce  que  certaines  valeurs  de  A  soient 
incompatibles  avec  les  valeurs  données  de  £,  o.  Il,  C  lorsque  la 
profondeur^  dépassera  certaines  limites. 

Recherchons  d^abord  sous  quelles  conditions  un  massif  indéfini 
en  profondeur  peut  être  en  équilibre  stable. 

Il  faut  que  U  reste  négatif  ou  nul,  quelle  que  soit  la  valeur  de  y. 
Cela  exige  tout  d'abord  que  le  coefficient  du  terme  en  y^  soit 
négatif.  Or  ce  coefficient,  n'est  pas  autre  chose  que  le  trinôme  déjà 
étudié,  à  propos  du  massif  pulvérulent.  Nous  avons  vu  qu'il 
demeure  positif,  quel  que  soit  A,  lorsque  l'on  a  i]>o.  Une  pre- 
mière condition  nécessaire  est  donc  que  l'on  ait  /  <<  ©. 

Nous  avons  vu  aussi  que,  dans  ce  cas,  le  trinôme  a  deux  racines 
en  A  positives,  que  nous  avons  désignées  par  A,  et  A^.  Pour  qu'il 
soit  négatif,  il  faut  donc  que  A  reste  compris  entre  ces  racines. 

D'ailleurs,  si  cela  a  lieu,  l'équation  L  =  o,  considérée  comme 
équation  du  second  degré  en  j^,  ne  peut  avoir  de  racines  positives, 
car  la  somme  de  ces  racines,  quand  elles  existent,  ne  peut  être  que 
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négative,  tandis  que  leur  produit  est  positif»  Lorsque  )'  varie  de 
o  H  H-  oc,  on  a  donc  toujours  L  <C  o. 

Les  conditions  trouvées  sont  donc  exactement  les  mêmes  que 
pour  un  massif  pulvérulent.  Il  faut  que  /  <;  '^  et  que  A|<C  A<;A2. 
Elles  sont  inclépendantes  de^C,  puisque  \|  et  Ao  i^*cn  dépendent 
pas.  Gela  eût  d'ailleurs  pu  être  prévu  a  priori^  car  à  Finfini  toutes 
les  tensions  deviennent  infinies,  avecj^,  et  la  condition  de  stabilité 
doit  être  indépendante  de  la  valeur  finie  attribuée  à  G.  Elle  est 
remplacée  par  une  condition  asvmptotique,  cfelle  qui  convient  à  la 
terre  pulvérulente. 

Recherchons  maintenant  comment  ces  conclusions  se  modifient 
lorsque,  au  lieu  de  supposer  que  la  stabilité  de  Téquilibre  est 
nécessaire  à  toute  profondeur,  on  suppose  qu'elle  est  nécessaire 
seulement  jusqu'à  une  profondeur  limitée  donnée  y\  c'est-à-dire 
lorsque  j'  varie  entre  zéro  et  cette  profondeur  donnée^'. 

Pour  cela,  cherchons  d'abord  d'une  manière  générale  quelles 
conditions  A  doit  remplir  pour  que,  à  la  profondeur  y?  on 
ait  U<o. 

Ordonnons  (J  par  rapport  à  A.  On  trouve 

U  =  A*^V*  ros*<p  —  ik  f  ri/*  cosi  (*  -^  sin*cp)  -+-  aC/  sinçp  coscp] 

-f-  X\*y'  Ccos*  ï  cos*9  -h  4sin«i)  ~  4nC;'C09e  sin^  cos©  —  4C*cos*cp. 

■ 

L'étude  du  trinôme  L  repose  principalement  sur  celle  de  son 
discriminant  A,  qui,  à  un  facteur  ^y'^  près,  est 

A  =  [n^cos*  (i  H-  sin*«p)-H9.G  sin<pcoso]* 

—  co8*cp[/*(cos*ï  cos*çp-i-  4sin*i)  —  4  nC/  cosi  sinç  cosç  —  4C*cos*ç]. 

En  l'ordonnant  par  rapport  à  v,  on  trouve  : 

i"  Pour  le  terme  en  y'^^  le  résultat  déjà  trouvé  pour  les  corps 
pulvérulents,  savoir  : 

411»/- sin(<p -+- i)sin(ç  —  «); 

2"   Pour  le  terme  en  y  : 

4nC/cos«sinïpcoscp(i-+-sin-^-i-ros*<p)=8nCj^  cosf  sinç  cos© 

=  4IlG/co5<p[sin(<p-4-i)-4-sin(<p — «)]; 
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3*  Pour  le  terme  tout  connu  : 

4C*  cos*.çp(sin*(p  ■+-  cos*ç;  =  4  G*  cos'9. 

Finalement,  on  obtient  : 

A=4II*^*sin(tp-+-ï)sin(o--i)H-4IlG^co«ç[sin(©-H*)-Hsin(ç— «)]-h4G«cos*ç 
=  4[n^sin(9  -h  l)  -h  C  cosr^]  [Uy  sin(<p  —  i)  4-  G  cosç]r 

Quand  on  se  borne  à  envisager  des  valeurs  positives  pour  i  et 

des  valeurs  positives  pour  j>',  le  signe  de  \  ne  dépend  que  de  celui 

du  dernier  facteur,  c'est-à-dire  des  valeurs  respectives  de  y  et  de 

la  racine 

—  G  cos  ç 
^'^  risin(cp— e) 

de  ce  dernier  facteur. 

Cela  posé,  nous  distinguerons  encore  deux  cas  suivant  le  ^igne 

de  o  —  i  : 

a.  Supposons  /  <; 'f  •  l^a  racine  >)  esl  négative.  Par  suite,  pour 
toute  valeur  >'  comprise  entre  o  et  une  valeur  positive  donnée  telle 
que  j'',  on  aura  A  >>  o,  et  par  suite  le  trinôme  U  aura  deux  racines 
réelles  et  distinctes  A',  et  A^.  L'intervalle  de  ces  racines  contiendra 
toujours  les  deux  valeurs  positives  A|  et  A^  que  Ton  obtiendrait 
pour  le  cas  de  r'  =  -x,  et  qui  ne  sont  autres  que  les  racines  de 
Féquation  U  =  o  privée  de  ses  termes  en  C.  La  substitution  de  A| 
(ou  de  A2)  dans  Téquatiou  complète  fournit  en  effet,  comme 
résultat, 

—  4G^  sinçp  coscp(Ai-f- 11  cost)  —  4  G*  cos*ç  <  o. 

Supposons  Aj  >>  \\  et  considérons  le  minimum  A^  de  A!,  et  le 
maximum  A',  de  \\  lorsque  >'  varie  de  o  à  y',  minimum  et  maximum 
généralement  atteints  pour^:=^v',  Tintervalle  A^A^  contiendra 
encore  Tintervalle  A,  Aj.  Si  donc  on  choisit  une  valeur  quelconque 
de  A  comprise  entre  Aj  et  A'j,  on  aura,  pour  toute  valeur  j^'<^'', 
l'inégalité  U  <C  o.  Autrement  dit,  Téquilibre'sera  assuré  jusqu'à  la 
profondeur^'. 

Toutefois,  parmi  ces  valeurs  admissibles  pour  A,  on  ne  retiendra 
que  les  valeurs  positives,  puisqu'on  suppose  la  terre  incapable 
d'efforts  de  traction. 

Il  est  facile  de  s'assurer  directement  que  l'une  au  moins  des 
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racines  A',  et  Aj  est  positive,  puisque  leurs^omme  a  le  signe  de 

quantité  essentiellement  positive.  D'ailleurs,  A\  et  A',  encadrent 
l'intervalle  A|  A2,  et  ces  dernières  quantités  sont  positives. 

6.  Supposons  maintenant  i>'f.  Alors,  la  racine  "^i  devient 
positive. 

Pour  .toute  valeur  positive  de  y  comprise  entre  o  et  y  1,  on  a 
encore  A  >  o,  et  par  suite  le  trinôme  en  U  a  encore  deux  racines 
réelles  A',  et  A^,  comme  précédemment,  et  Tune  d'elleiS  au  moins 
est  positive.  On  trouvera  donc  deux  limites  entre  lesquelles  on 
peut  faire  varier  A,  sans  cesser  d'avoir  un  équilibre  stable. 

Mais  si  la  valeur  j^' assignée  à  la  profondeur  du  massif  dépasse^i, 
pour  toutes  les  valeurs  de  ^comprises  entre  y  4  eiy\  onaura  A<Io. 
Alors  U  n'aura  pas  de  racines  réelles  et  demeurera  toujours  du 
signe  de  son  premier  terme,  c'est-à-dire  positif,  quelle  que  soit  la 
valeur  assignée  à  A.  Il  n'y  aura  pas  d'équilibre  stable  possible 
pour  la  couche  de  profondeur  supérieure  à  j'|. 

Celte  profondeur  j'i  apparaît  donc  dans  ce  cas  comme  V épais- 
seur limite  qu'il  est  possible  d'attribuer  au  massif  quand  il  es»t 
constitué  par  de  la  terre  répondant  aux  valeurs  de  cp  et  de  C  qui 
ont  été  supposées. 

U  est  utile  d'observer  que,  pour  yz=zy^^  les  deux  racines 
A',  et  Aj  sont  égales  puisque  alors  A  =  o.  Leur  valeur  commune 
est 

A  = — -  I  n  cos£  (i  -+-  9in*<p)  -\ sinç  coso  | 

cos^çp  L  y\  \ 

[cost  cos<p  -h  'i  sinïsino']. 


cus^ 


Dans  ce  cas,  il  y  a  un  seul  étal  d'équilibre  possible  sur  toute  la 
profondeur ^4,  cl  il  détermine  l'état  réel,  au  moins  avec  les  hypo- 
thèses admises. 

Supposons,    en    particulier,   /  =  çp.    La   profondeur   limite  yx 
devient  infinie.  Si  l'on  suppose  le  massif  infini  en  profondeur  et. 
partout  en  équilibre,  la  valeur  de  A  est 

fcos'cp  H-  asin^cpj  =  — —  (i-H  sin*^)  =  A|=  Af. 


coscp  ■  '  '  '       coso 
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Supposons  £  =  -  >  en  tenant  encore  comme  applicable  la  théorie 
précédente.  La  profondeur  limite  serait • 

G 

Telle  serait  l'épaisseur  raaxima  que  Ton  pourrait  attribuer  à  un 
revêtement  ou  à  un  enduit  fait  avec  la  terre  considérée  sur  une 

paroi  verticale.  Pour  un  enduit  ayant  cette  épaisseur,  on  aurait 

m 

.        aDsino 

A  =  i  =211  tanifo. 

coscp  °  ^ 

Examinons  encore  en  terminant  le  cas  de  /=o.  Dans  ce  cas, 
A  devient  un  carré  parfait  et  sa  racine  est,  en  rétablissant  le  fac- 
teur 4^^î 

4[n^sin©  -H  G  coso]^. 

Par  suite,  les  racines  du  trinôme  en  A  sont 

AM  =  yicôs'Q^"'^'  i-f-sin«o)-f-2G.xsin©cos<p=fc;îi^(nrsin(p-hGcos«j))], 

ou  encore 

Ai  = : ^•1  n(i  H-  siiup)  H cosïp  (équilibre  supérieur), 

\'  —  : I  n(i  —  sin») coso  I  (équilibre  inférieur). 

*        I  -t-  sinç  L    ^  y  J 

État  d'équilibre  d'un  massil  triang^ulaire  indéfini,  c^est^àrdire 
compris  entre  deux  talus  plans,  quand  les  fordes  extérieures  sur 
chacun  de  ces  talus  sont  parallèles  entre  elles  et  proportionnelles 
aux  distances  du  sommet  à  leur  point  d'application.  —  Soient  OM 
et  ON  les  deux  talus  faisant,  avec  la  verticale  O  j',  des  angles  i  et  j 
que  nous  compterons  positivepient,  l'un  de  Oy  vers  Oar,  l'autre 
de  O^  vers  Ox\  et  soient 

ian^i  =  niy         langy  =  n. 

Dans  les  conditions  de  charges  supposées,  la  situation  d'un 
point  P(.r,  y)  sur  une  droite  telle  que  OP  définie  par  l'angle  a 
qu'elle  fait  avec  Oy,  ne  diffère  de  celle  d'un  autre  point  P',  pris 
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sur  la  même  droite,  que  par  un  simple  changement  dans  Téchelle 
des  loncçueurs,  deux  fig^ures  quelconques  homothétiques  par  rap- 


Fig.  196. 


port  au  point  O  pouvant  se  déduire  Tune  de  Fautre  par  la  consi- 
dération de  leur  rapport  d^iomolhélie,  tout  au  moins  en  ce  qui 
concerne  les  distances  et  les  cliarj^es  appliquées  et,  par  suite  aussi, 
les  tensions  intérieures. 

Sur  un  élément  [)lan  d^ orientation  donnée  passant  par  le 
point  P,  la  tension  aura  donc  une  expression  de  la  forme 

F  =  p/(«), 

p  désignant  la  distance  OP.  Les  conséquences  suivantes  s'en 
déduisent. 

Considérons  d'abord  la  fonction  F=:N,H-N2.  S^il  s'agit  bien 
d'un  équilibre  élastique,  cette  fonction  doit  satisfaire  à  la  con- 
dition 

AF  =  o. 

Or,  en  coordonnées  polaires,  en  tenant  compte  des  relations 

:r=psina,        j' =  p  cosa, 


cette  équatioh  devient,  comme  l'on  sait, 

^*F       ^«F       d^¥       i  d¥        I    c^F 
e/j7*         dy*         dp^         P  dp        p*   da^ 


=  o. 
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Pour  une  fonction  F  de  la  foi^me  considérée,  on  a 

5^=-^(*^'       .5F"'''         d^^^d^' 
La  condition  se  réduit  donc  à 

de  sorte  que  la  fonction /(a)  doit  être  de  la  forme  r 

/=  A  sina -f- B  cosa, 

A  et  B  étanl  des  constantes.  Autrement  dit,  la  fonction  F  est  de  la 

forme 

P  =  Ap  sina -h  Hp  cosa  =  Aar-f- Bj^, 

c'est-à-dire  une  fonction  linéaire  et  homogène  en  x  et  y.  Autre- 
ment dit,  N«  +  Na.doit  avoir  cette  forme. 

D'un  autre  côté,  considérons  les  équations  indéfinies  d'équi- 
libre, savoir  : 

Mi       rfT,  _ 

dx         dy  ' 

-T i T Il  =  G. 

dx         dy 

(Nous  écrivons  II  avec  le  signe  —  afin  de  considérer  les  compres- 
sions comme  des  quantités  positives.) 

En  difierentiant  la  première  équation  par  rapport  à  x^  la  seconde 
par  rapport  à  y^  et  en  les  retranchant,  on  obtient 

ûte*  dy^ 

Gomme  on  a  identiquement 

î2Ni  =  (N,-f-NO-4-(Ni-N,), 
2N,=  (N,-+-N,)--(Nt-N,), 

on  en  déduit 


A(N,-N,)  = 


rf^*  dx^ 


Les  deux  dérivées  secondes  de  N|  +  N2  étant  nulles,  il  en  est  de 
même  de  A^N,  —  N2),  de  sorte  que  N|  —  N^  est,  comme  Ni  -+-N2, 

PlOBAUD  4? 
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une  fonction  linéaire  et  homogène  en  x  et  y.  Il  en  est  de  même 

pour  N|  et  Nj  séparément. 
J  En  difTérentiant  la  première  équation  d'équilibre  par  rapport  à  y 

i        •  et  la  seconde  par  rapport  à  x^  et  en   les   ajoutant,  on  obtient, 

^  d'autre  part, 


-AT,= 


dxdy       dxdy  dx  dy 


La  même  conclusion  s'impose  donc  a  l'égard  de  T3. 
La  solution  ne  peut  donc  être  qu'une  solution  linéaire  et  homo- 
gène de- la  forme 

^  Tj  =    ex  -H  dy. 

Les  constantes  c  et  e/  ne  sont  pas  indépendantes,  car  il  faut 

satisfaire  aux  deux  équations  indéOnies  d'équilibre. 

Il  en  résulte 

ai  -+-  i/  =  o, 


et  par  suite  l'expression  de  T3  est 

Tj=(n  — 6,):r  — a,^. 

Pour  achever  de  déterminer  la  solution,,  il  faut  satisfaire  aux 
conditions  à  la  surface,  c'est-à-dire  sur  les  deux  talus. 

Si  l'on  considère  un  élément  plan  appartenant  à  l'un  de  ces 
talus,  la  solution  linéaire  et  homogène  qui  vient  d'être  obtenue 
conduira,  pour  les  deux  composantes  X  et  \  de  la  tension  sur  cet 
élément,  à  deux  expressions  de  la  forme 

Y  =  G.r  -4-  D^, 

les  quatre  coefficients  A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  linéaires  des 
quatre  constantes  n«,  6|,  aa,  62,  et  d'autre  part  x  çx  y  étant  pro- 
portionnels à  la  distance  p  du  point  (j^,  y)  au  sommet.  Comnxe, 
par  hypothèse,  X-et  Y  sont  précisément  proportionnels  à  p,  l'iden- 
tification aura  lieu  quel  que  soit  p  et  conduira  à  deux  équations 
linéaires,  fournissant  deux  conditions  auxquelles  les  quatre  cons- 
tantes ai,  6f,   aa,  b^  doivent  satisfaire. 


I 
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A 

Ou  en  aurait   deux  autres  semblables   en  considérant  Tautre 

talus,  de  sorte  que  les  quatre  constantes  seront  déterminées  et  que 

la  solution  sera  complète. 

Cette  solution  est  même  la  seule  possible,  du  moins  c'est  la  seule 

solution  élastique  possible  pour  le  massif  indéfini  considéré. 

Il  faut  remarquer  que  toutes'  les  tensions  deviennent  infinies 

quand  x  ou  y,  ou   p,   deviennent  infinis.  Les  réactions  à  Tinfini 

doivent  donc  être  supposées  également  infinies,  et  sous  cette  seule 

réserve  elles  sont  indifférentes. 

Si,  au  lieu  d'un  massif  indéfini  en  hauteur,  on  considère  un 

massif  limité  par  un  plan  horizontal,  tel  queMN,  on  pourra  encore 
utiliser  la  solution  obtenue,  mais  à  condition  toutefois  que  la  répar- 
tition des  réactions    extérieures  sur  ce  plan   de  base,  qai  fait 

partie  de  la  surface  du  massifs  puisse  être  conforme  à  la  loi 
linéaire  déduite  de  la  solution  elle-même.  Cela  exigera  que  les 
déformations  de  la  base  puissent  être  égales  à  celles  que  Ton 
obtiendrait  dans  le  massif  indéfini.  Il  y  a  là  une  hypothèse  supplé- 
mentaire qu'il  faut  admettre  et  qui  pourra  se  trouver  en  défaut 
lorsque  le  massif  et  le  sol  de  fondation  auront  des  propriétés  élas- 
tiques très  difTérentes.  On  aura  donc  à  apprécier,  en  définitive,  la 
convenance  de  l'hypothèse  initiale  d'après  laquelle  des  massifs 
homothétiques  se  comportent  d'une  manière  semblable. 

Quand  l'angle  au  sommet  i-^j  est  relativement  petit  et  que  la 
surface  de  base  est  petile  relativement  à  la  hauteur,  il  paraîtra 
généralement  naturel  de  supposer  que  la  composante  N2  varre 
linéairement  sur  la  base  du  massif,  au  moins  à  titre  d'approxima- 
tion. C'est  là,  au  fond,  l'hypothèse  de  la  résistance  des  matériaux 
que  vient  compléter  seulement,  dans  ses  conséquenc'es,  la  théorie 
de  l'Elasticité. 

* 

Remarque.  —  Au  lieu  de  prendre,  pour  N,,N2,T3,  des  expres- 
sions linéaires  et  homogènes  en  x  et  y^  on  pourrait  envisager  des 
expressions  linéaires  seulement,  c'est-à-dire  ajouter  d^s  constantes 
arbitraires.  Cette  solution,  qui  satisfait  encore  aux  équations  géné- 
rales d'équilibre  et  à  la  condition  A(Nj -H  Na)  =  o,  con\iendrait 
au  cas  où  les  composantes  \  et  Y  des  forces  extérieures  sur  les 
deux  parements  seraient  de  la  forme  Ay  +  B,  au  lieu  d'être  de  la 
forme  Ay.  Toutefois,  pour  que  l'identification  soit  possible,  les 
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quatre  cpefficienls  tels  que  B  ne  peuvent  être  tous  arbitraires,  il 
doit  y  avoir  entre  eux  une  relation.  Nous  n'insisterons  pas  sur 
cette  extension  du  problème,  qui  peut  offrir  certaines  ressources. 

Application  aux  massifs  triangulaires  en  maçonnerie  ayant  un 
parement  libre  OM  et  un  second  parement  ON,  soit  libre,  soit 
soumis  k  une  pression  hydrostatique  sur  toute  sa  hauteur.  —  Pour 
un  massif  indéfini,  ce  n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier  du 
problème  précédent,  la  proportionnalité  des  forces  appliquées  aux 
distances  comptées  à  partir  du  sommet  étant  réalisée  sur  les  deux 
talus.  Pour  un  massif  de  hauteur  limitée,  on  admettra  que  la  solu- 
tion reste  applicable  à  titre  d'approximation,  pour  la  raison  donnée 
plus  haut,  de  sorte  que  ce  massif  lipiité  sera  considéré  comme  une 
partie  du  massif  indéfini.  On  pourra  alors  le  matérialisrer,  c'esty 
à-diré  cesser  de  le  considérer  comme  une  matière  idéale  capable 
de  supporter  des  efforts  de  grandeur  infinie,  et  rechercher  les 
régions  dans  lesquelles  les  efforts  peuvent  demeurer  compatibles 
avec  la  nature  de  la  matière  envisagée. 

Ceci  bien  entendu,  reprenons  la  détermination  des  coefficients, 

a|  6|,  0262* 

Pour  le  talus  OM,  on  a  X  =  Y  =  o.  La  normale,  dirigée  vers 
l'intérieur,  fait  d'ailleurs  avec  Ox  un  angle  égal  à  — i-f^iï,  de 
sorte  que  les  équations  à  la  surface  s'écrivent,  en  désignant  par 

cos  i 

4  Ni  —  Tjm  =  o,         ., 

<•>     .  1t;-n,«.=o;  ''''  "'='^""'- 

Développons  la  seconde  et  la  troisième  équation,  en  tenant 
compte  de  ce  que  T3  =  (Il  —  62)  x  —  a^ y  et  de  ce  que  x  =  my^ 
nous  aurons,  en  supprimant  le  facteur  y, 

(  «1-4- ai-/n*-i- !i'èi/n=  Dm, 

(ï')  ] 

(  a|/n -h  61— (aj  m -f- ^1) m' =  o. 

Pour  le  talus  ON,  nous  aurons  des  équations  toutes  semblables 
en  remplaçant  m  par  —  /i,  si  ce  talus  est  libre.  S'il  supporte  une 
pression  hydrostatique  F,  celle-ci  aura  pour  valeur  Ky,  en  dési- 
gnant par  K  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  l'eau.  Elle  est  d'ailleurs 
normale  au  talus,  et  cette  normale  fait  avec  Oor-un  angle  égal  ày . 
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On  a  doiic 

X  2=  F  co'sy  =s  K/  cosy ,  Y  =  F  siny  =  Ky  siny , 

et  les  équations  à  la  surface  s'écrivent 

F  cosy  =  Ni  cosy  -h  T|  siny, 
F  siny  =  Tj  cosy  ■+■  Nj  siny. 

On  peut  les  remplacer  par 

I  N,=  F-h(N,— F)/i«. 

Développ.ons-les  en  tenant  compte  encore  de  la  valeur  de  Ts  et 

de  ce  que  cette  fois  x  =  —  ny,  nous  obtiendrons,  en  supprimant  le 

facteur  j^, 

(  «1-4- a» n'  —  a6j/i  =^  —  Un  —  K/i, 

(2    )  11X1 

1  —  ain-h  ai — ( — a2/n-6i)/i*=  K(i  —  71»). 

Le  système  des  équations  (i')  et  (2')  n'est  pas  difficile  à  résoudre; 
On  éliininera,  par  exemple,  ai  et  6|,  et  les  inconnues  restantes  a2 
et  6a  seront  données  par  les  deux  équations 

2a,(/n»-Hn»)-f-3é»,(m*— 71*)  =  n ( /n«  — /i» ) -+-  K(i—  in'^). 

On  peut  remarquer  en  passant  que  ces  deux  équations,  à  des 
facteurs  constants  près,  s'obtiendraient  directement  en  suivant  la 
méthode  usuelle  de  la  Résistance  des  matériaux,  c'est-à-dire  en 
évaluant,  pour  une  section  horizontale  quelconque,  l'effort  normal, 
ainsi  que  le  moment  par  rapport  au  point  situé  sur  l'axe  Oy.  On 
aurait  à  les  égaler  respectivement  aux  intégrales 

Jia..^b.y)d.     et     J (a..  ^  t,y).  d. 

appliquées  à  toute  la  section. 

On  trouve  finalement  les  expressions  suivantes  : 

n  K 


rf,  = 


n  K 

a*=:— (m  — /i  )  — --(n«-t-3/nn  — -a), 

(m-f-/i)«     ^  ^       (m-hny^  ' 
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Il  suffit  évidemment  de  faire  K  =  o  dans  ces  expressions  poin* 
obtenir  celles  qui  se  rapportent  au  cas  d'un  réservoir  vide. 

Le  problème,  dans  ce  qu'il  a  d'essentiel  et  de  général,  se  trouve 
entièrement  résolu  pat  ce  qui  précède.  Dans  un  cas  particulier 
quelconque,  m,  /i,  II,  K  étant  connus,  on  connaîtra  en  tout  point 
du  massif  les  trois  tensions  Ni,  N^,  T.,,  d'où  toutes  les  autres  cir- 
constances dépendent.  On  pourra  donc  faire  tout(;s  les  vérifications 
numériques  utiles. 

En  pratique,  il  suffit  de  calculer,  pour  une  valeur  donnée  de  y, 
les  valeurs  de  Na  sur  chacun  des  talus.  Les  valeurs  correspon- 
dantes de  N|  et  T3  s'en  déduisent  au  moyen  des  équations  (i) 
et  (2).  On  peut  ensuite  déterminer  les  trois  tensions  en  un  point 
intermédiaire  quelconque,  puisque  l'on  sait  qu'elles  varient  linéaire- 
ment. 

On  trouve  facilement  pour  N.j  les  valeurs  suivantes  pour  les  deux 
talus  : 

i"  Talus  d'aval  : 

iw  /  t  ^  [Un  _.  (  1  —  mn  )  1 

[_/n-f-/i  {m-k-nyj 

a®  Talus  d'amont  : 

Pour  le  cas  du  réservoir  vide,  il  faut  faire  K  =  o. 

En  un  point  du  talus  libre,  on  a  des  relations  analogues  à  (1). 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  la  compression  nulle  qui  s'exerce  à  la 
surface  est  une  compression  principale.  L'autre  compression  prin- 
cipale s'exercera  sur  le  plan  normal  au  talus.  Sa  valeur  est 


a  =  — 


—  -H  iv/(N,—  ^,)»-h  4Tî  =  N2(i-+-  m«). 


En  un  point  d'un  talus  chargé,  on  a  les  relations  (2).  Il  est 
d'ailleurs  évident  que  la  pression  hydrostatique  F,  étant  normale  à 
la  surface,  est  encore  une  compression  principale,  et  que  l'autre 
compression  principale  s'exercera  encore  sur  le  plan  perpendicu- 
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laire  au  talus.  Les  relations  (2)  conduisent  à  i 

N, -t- Ni  ==  F(i  — /i«) -^  N,(i -f- n»), 

v/(Ni-N,)*+4Tî=±(N,~F)(i^n«). 

Il  faut  prendre  le  signe  +  ou  le  signe  —  dans  le  second  membre 
de  la  dernière  relation,  suivant  que  N^  est  supérieur  ou  inférieur 
à  F.  Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  la  plus  petite  compression  b 
est  égale  à  F,  et  la  compression  sur  le  plan  perpendiculaire  est  la 
compression  maxima,  donnée  par  la  formule 

^^  N,  -4-  Nt  _^  1  ^^^^^  _  ^^ ^^  _^  4T}  =  N,(i  -h  /i«)  —  F/i«. 

Dans  le  second  cas,  au  contraire,  F  serait  la  plus  grande  com- 
pression, et  Texpressmu  précédente  fournirait  la  valeur  de  la  com- 
pression minima. 

Conditions  générales  de  résistance  indépendantes  de  la  hauteur 
du  massif.  -^  Il  convient  de  distinguer  le  cas  du  réservoir  vide  de 
celui  du  réservoir  plein. 

i"  Réservoir  vide,  —  La  seule  condition  générale  est  qu41  n'y 
ait  nulle  part  d'effort  de  traction  dans  le  tnassif.  On  s'assure  facile- 
ment qu'elle  est  toujours  remplie. 

D'abord,  en  un  point  du  parement  aval,  à  la  profondeur  àt  y^ 
on  a 

N,=  ny — - — >o,        d*où        Ni=N,m«>o. 
/Il  -+-  /i 

En  un  point  du  parement  amont,  on  aurait  de  même 
N,=  ny — ^— >o,        d*où        Ni  =  Nj/i*>o. 

Il  en  résulte  qu'en  tout  point  intérieur  on  aura  N|  >►  o,  Na  >•  o. 
Dans  ces  conditions,  les  compressions  principales  sont  positives, 
Tune  d'elles  s'annulant  sur  les  parements,  par  hypothèse. 

2**  Réservoir  plein,  —  Il  faut  tout  d'abord  satisfaire  à  la  même 
condition  générale  que  ci-dessus  : 
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Sur  le  parement  d'aval,  à  la  profondeur  j',  on  a 

d'où  la  condition 

nn(m -h /i) -+- K(i — /n/i)  >  o. 

Si  elle  est  remplie,  on  aura  évidemment  N,  >-  o. 
Sur  le  parement  d'amont  on  devra  avoir  de  même  N^  >  o. 
Mais  cette  condition  ne  suffit  pas. 

Dans  le  cas. où  Ton  aurait  N2  ■<  F,  nous  avons  vu  en  effet  que 
l'on  aurait 

Il  faudrait  donc  encore  écrire  cette  condition  plus  rigoureuse  : 

C'est  d'ailleurs  là  la  condition  suffisante  pour  que  l'on  ait 
è>o  dans  tout  l'intérieur  du  massif,  en  supposant  remplie  celle 
qui  a  été  écrite  pour  le  parement  d'aval. 

Mais  il  -y  a  une  autre  condition  plus  rigoureuse  encore  à  s'im- 
poser sur  ce  parement,  et  sur  laquelle  divers  auteurs  ont  insisté 
avec  raison.  Il  est  essentiel  qu'en  cas  de  fissures  accidentelles 
passant  par  une  horizontale  du  parement  on  se  mette  à  l'abri  des 
troubles  qui  résulteraient  des  sous-pressions.  La  sous-pression 
n'est  pas,  en  effet,  une  réaction  progressive  et  variable  comme  celle 
du  sol  de  fondation.  C'est  une  pression  effective  atteigaant  la^ 
valeur  F,  dont  elle  est  susceptible,  dans  toute  la  profondeur  de  la 
fissure.  Si  donc  dans  le  plan  d«  celle-ci  on  avait  N  <  F,  tout  se 
passerait  comme  si  i'on  introduisait  dans  ce  plan,  et  après  coup, 
des  efforts  égaux  à  la  différence  entre  F  et  N.  Il  faudrait  donc,  et 
cela  pour  diverses^  orientations  du  plan  de  fissuration,  reconnaître 
la  gravité  du  trouble  apporté,  et  déterminer  les  limites  des  fissura- 
tions possibles.  Il  faudrait  aussi  s'assurer  qu'il  n'y  a  pas  de  danger 
de  cisaillement  ou'de  glissement  suivant  le  plan  fissuré.  Tout  cela 
ne  laisserait  pas  d'être  assez  complique  et  assez  incertain.  Si  l'on  a, 
au  contraire,  N  >  F,  rien  n'est  changé  aux  conditions  d'équilibre, 
même  en  cas  de  fissure  réelle. 

D'autre  part,  on  connaît  les  inconvénients  pratiques  des  fissures 


.^«x: 
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qui  s'ouvrent  et  se  referment  suivant  certaines  circonstances. 
Lorsqu'elles  sont  ouvertes,  il  s'y  introduit  des  matières  étrangères 
qui  les  empêchent  ensuite  de  se  refermer  complètement.  Dans 
le  cas  actuel,  cela  ne  présente  pas  sans  doute  le  même  danger 
que  lorsqu'il  s'agit  des  fissures  de  dilatation  des  murs  courbes. 
Il  n'en  est  pas  moins  utile  d'éviter  cette  nouvelle  cause  de  pertur- 
bation. .     • 

La  condition  qui  en  résulte  se  traduit  par  l'inégalité 

pour  toutes  les  directions  autour  d'un  point  du  parement.  Mais  si 
l'on  observe  que  F  est  toujours  une  des  compressions  principales, 
cette  inégalité  peut  se  remplacer  par  cette  autre 

qui  est  plus  rigoureuse  que  celles  précédemment  rencontrées  pour 
le  même  parement  d'amont. 

En  développant  cette  dernière  condition,  et  supprimant  le  fac- 
teur y^  on  trouve 

m  -H  «  (m  -f-  /i)« 

ou  encore 


0 


(5)  n/n(r/i-h/i)— 'K(i4-m*)>o. 

Si  on  la  compare  à  celle  qui  a  été  écrite  plus  haut  pour  le  talus 
d'aval,  savoir  : 

Il/i(/n -*- /i)  —  K(7n/i  —  i)  =  o, 

on  voit  facilement  qu'elle  est  plus  rigoureuse  que  cette  dernière, 
car  on  a  toujours 

I  -h  m*        mn  —  r  i  i 

>  ■ ou     m'\ >m • 

m  n  m  n 

Elle  peut  donc  être  conservée  seule. 

En  définitive,  l'inégalité  (5)  assure,  quand  elle  est  remplie, 
qu'il  n'y  a  nulle  part  d'efTorts  de  traction  dans  le  massif,  pas  plus 
en  charge  qu'à  vide,  et  en  outre  qu'il  n'y  aura  pas  de  sous-pression 
à  redouter. 

11  est  bien  évident  qu'elle  peut  être  remplie  par  une  infinité  de 
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valeurs  simultanées  de  m  et  de  /i,  et,  si  on  la  met  sous  la  forme 

(n  — K)/?i>-vn/w/i  — K^o, 

on  reconnaît  que  si  elle  est  satisfaite  par  un  groupe  de  valeurs 
positives  m  et  /?,  elle  le  sera  a  fortiori  par  tout  autre  groupe  de 
valeurs  plus  grandes,  car  17  —  K  est  toujours  positif. 

Cela  posé,  occupons-nous,  du  cas  limite  où  l'on  se  proposerait 
d'obtenir  exactement  N^  ==  F  sur  le  parement  d'amont,  c'est-à-dire 
de  construire  un.' mur  strictement  à  l'abri  des  sous-pressions.  Il 
faudrait  transform'er  l^inégalité  (5)  en  égalité. 

On  peut  rendre  le  problème  déterminé  en  s'imposant  une 
seconde  condition,  cl  il  est  tout  naturel  de  songer  à  la  combinaison 
qui  rendrait  rn  -f-  n  minimum,  c'est-à-dire  qui  correspondrait  au 
plus  faible  volume  de  maçonnerie. 

Celte   condilion   conduit  alors  à  rendre  minimum  la  quantité 

=/wH ,  c'est-à-dire  à   prendre  m=i.    On  en  déduit 

mm  '■^ 

pour  ri  la  valeur 

n 

Lorsque  -rr  >►  2 ,    ainsi   que    cela    arrive    d'ordinaire  pour  les 

maçonneries,  cette  dernière  est  inconciliable  avec  les  nécessités  de 
construction,  car  on  admettrait  difficilement  de  faire  /i  <  ô.  Mais 
la  conclusion  à  en  tirer  c'est  qu'il  y  a  alors  avantage  à  faire  n  aussi 
petit  que  possible  et  à  lui  attribuer,  théoriquement  au  moins,  la 
valeur  n  =  o. 

Alors  m  se  déterminera  par  la  condition 


/n»  = 


K 

n  -k' 


et  sera  plus  petit  que  l'unité  puisque,  par  hypothèse,  K  <;  D  —  K. 
Pour—  =  2,4î  chiffre  habituel  pour  la  maçonnerie,  on^trouve 

7M  r=  O,  845  • 

Il  est  bon  de  remarquer  que,  pour  les  murs  en  maçonnerie,  la 
condition  1  —  nin  >>  o  est  aussi  généralement  satisfaite. 

L'égalité  i  —  ma  =  o  supposerait  que  l'angle  au  sommet  fût 
égal  à  un  angle  droit,  ce  qui  est  manifestement  excessif.  Il  est  rare 
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que  cet  angle  dépasse  z};")"  et  au  surplus  n  est  généralement  très 
petit,  sinon  rigoureusement  nul. 

Nous  excluons  provisoirement,  dans  ce  qui  suit,  les  digues  en 
terre  corroyée  pour  lesquelles  lé  contraire  a  lieu. 

Courbes  d'égales  compressions  maxima.  —  Les  conditions  précé- 
dentes étant  supposées  satisfaites,  c'est-à-dire  les  compressions 
étant  supposées  positives  dans  tout  le  massif,  la  compression 
maxima  en  un  point  V{xy)  est  toujours  donnée  par  la  formule 


a  =  - 

1 


h1/(iNi-n,)»-4-4T5. 


En  égalant  cette  expression  à  une  constante  R,  on  aura  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  a  =  R. 

11  est  aisé  de  tracer  cette  courbe  par  points.  On  trouvera  le 
point  situé  sur  une  demi-droite  quelconque,  telle  que  OP,  définie 
par  tang(o  =  p,  en  posant  x  =py^  de  sorte  que 

et  la  valeur  de  y  sera  fournie  par  l'équation 

La  parenthèse,  coefficient  de^',  étant  toujours  positive,  la  valeur 
de^  sera  toujours  bien  déterminée  et  positive.  La  courbe  dont  il 
s^agit  traverse  donc  le  massif  de  parement  à  parement.  C'est 
d'ailleurs  une  branche  d'hyperbole. 

Pour  déterminer  les  intersections  avec  les  parements.,  on  utilisera 
les  relations  qui  donnent  a  en  fonction  de  N^,  jointes  aux  formules 
qui  fournissent  la  valeur  de  Na. 

Dans  le  cas  du  réservoir  vide,  on  aur^,  pour  le  parement  d'aval, 

l'équation 

U(i-h  m*)n       ^ 
y ^  =  R, 

m  -h  n 

9 
\ 

et  pour  le  parement  d'amont  une  équation  semblable,  obtenue  en 
permutant  m  et  /i. 
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Dans  le  cas  du  réservoir  plein,  on  aurait  pour  le  parement  d'aval 

l'équation 

[Un  tr  (^—  mn)! ,        •    ,,       « 

m -+- «  (m-4-/i)*J^ 

et  pour  le  parement  d'amont  l'équation 

Si  l'on  a  fait  le  tracé  pour  une  valeur  arbitraire  R,  toutes  les 
courbes  correspondant  à  d'autres  valeurs  de  R  seront,  comme 
nous  l'avons  déjà,  remarqué,  homothétiques  à  la  première  par 
rapport  au  sommet.  On  pourra  donc  notamment  en  déduire  celle 
qui  correspondrait  à  la  valeur  limite  de  R,  c'estrà-dire  à  la  limite 
admissible  pour  la  résistance  à  la  compression  de  la  maçonnerie 
dont  on  veut  faire  usage.  Si  cette  dernière  courbe  ne  coupe  pas 
'  le  massif  de  hauteur  limitée  H  que  l'on  a  à  construire,  on  aura 
toute  sécurité.  Sinon,  il  faudra,  soit  réduire  la  hauteur  du  massif, 
soit  modifier  dans  un  sens  favorable  les  valeurs  primitivement 
assignées  à  m  et  à  /i,  soit  enfin  adopter  pour  la  base  du  massif,  en 
dehors  de  la  courbe  tracée,  une  maçonnerie  plus  soignée  et  pilus 
résistante,  conduisant  pour  R  à  une  valeur  plus  grande,  sans 
changer  notablement  la  valeur  de  II. 

Courbes  d'égaux  cisaillements  maxima.  —  En  un  point  donné 
P(a:y),  Teffort  tangentiel  T,  ou  cisaillement,  a  pour  valeur 
maxima  : 

li^  =  iv^(iN,-N,)«-h4Tî. 

En  égalant  cette  expression  à  une  constante  C,  on  aura  le  lieu 

des  points  pour  lesquels  on  a  :  =  C.  Ce  lieu  est  encore  une 

conique,  mais  cette  fois  du  genre  ellipse.  Toutes  ces  courbes  sont 
encore  homothétiques,  et,  si  l'on  prend  pour  C  la  limite  jugée 
admissible  pour  la  maçonnerie,  on  aura  la  courbe,  lieu  des  points 
pour  lesquels  le  cisaillement  atteint  cette  limite.  La  base  du 
mur  ne  devra  pas  la  couper,  si  l'on  admet  que  c'est  la  valeur 
maxima  de  l'eflort  tangentiel  qui  crée  le  danger  de  rupture  par 
cisaillement. 
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Mais  M.  Maurice  Levy  a  fait  observer  que  la  condition  ainsi 
posée  est  trop  restrictive,  en  ce  qu'elle  ne  tient  aucun  compte 
du  frottement  qui  ^* exerce  entre  les  surfaces  en  contact  et  pres- 
sées l'une  contre  Tautre.  Il  suffit,  pour  écarter  tout  danger  de 
rupture  par  cisaillement,  que  sur  un  élément  plan  quelconque  la 

difTérence 

|T|~|Nlang^| 

demeure  plus  petite  que  la  limite  C  admissible  pour  le  cisaillement 
des  matériaux.  L'angle  o  est  Tangle  de  frottement  des  matériaux 
sur  eux-mêmes. 

La  quantité  |T|  —  |Ntangçp|  peut  s'appeler  le  cisaillement 
ej/ecti/  dans  la  direction  considérée  autour  du  point  P{xy). 

On  sait  que  son  maximum  a  pour  expiession 

[(a  — ô)  — (a  :+- 6)sin<p] 


'l  coso 


*  Si  on  régale  à  une  constante  C,  on  aura  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  le  cisaillement  effectif  atteint  cette  valeur  C.  On  pourra 
encore  le  construire  point  par  point. 

En  développant,  on  verrait  encore  que  ce  lieu  est  une  conique, 
du  genre  hyperbole,  mais  cette  fois  il  n'est  pas  certain  que  pour 
toute  direction  donnée  telle  que  OP,  tracée  dans  l'intérieur  du 
massif,  on  obtiendra  un  point  d'intersection  tel  que  y  soit  positif. 
Cela  dépendra  du  signe  de  la.  parenthèse,  qui  formera  le  coeffi- 
cient de  j^. 

Mais   on  peut  faire  au   sujet   de   ces    nouvelles   courbes  une 

remarque  générale  importante.  Leur  équation  peut  se  mettre  sous 

la  forme 

a(i  —  sinç)  —  ô(n-sînç)  =  2Gcosf 

ou  encore 

,    1  +  8109  aC  C0I9 

a  —  b : — i»  = : — ^• 

I  —  sinç        1  —  sinïp 

Si  on  la  compare  à  l'équation  de  l'article  précédent,  savoir  : 

4  a=R. 

on  voit  que,  du  moins  en  ce  qui  concerne  sa  branche  utile,  celle 
pour  laquelle  on  aurait  j^  >  o,  lès  points  de  la  nouvelle  courbe 
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seront  toujours  au  delà  de  ceux  de  la  courbe  a  =  R,  pour  laquelle 

on  aurait 

j^^   '2Ccosy 
1  —  sinîp 

Pour  les  parements  libres,  comme  on  a  toujours  b  =  o,  les  points 
d4ntersection  avec  les  deux  courbes  seront  confondus. 

Pour  des  maçonneries,  les  valeurs  limites  admissibles  pour  R 
et  C  satisfont  généralement  à  Pinégalité 

I  —  sinçp 

lÀgxies  isostatiques.  Lignes  de  glissement.  —  Nous  croyons 
devoir,  en  terminant,  ajouter  quelques  mots  au  sujet  de  ces  lignes, 
bien  que  leur  considération  ait  un  inlérêt  plutôt  théorique  que 
pratique.  Leur  rôle  principal  paraît  èlre,  en  eflet,  de  faire  entrevoir 
des  modes  de  ru|)ture  possibles  des  massifs,  tandis  que  les  recher- 
ches des  constructeurs  tendent  surtout  à  déterminer  les  conditions 
*  qui  écartent  les  dangers  de  rupture. 

Lorsqu'on  a  déterminé  la  courbe  lieu  des  points  du  massif 
pour  lesquels  la  compression  maxima  atteint  la  valeur  limite  R, 
que  Ton  considère  comme  dangereuse,  cela  ne  veut,  pas  dire, 
même  si  l'on  ne  s'est  réservé  aucune  marge  de  sécurité,  que  la 
rupture  s'ensuivra  tout  le  long  de  cette  courbe.  La  limite  R  n'est 
jamais  qu'une  sorte  de  moyenne,  et  il  est  permis  de  penser  qu'il 
y  aura  seulement  un  point  plus  faible  où  la  matière  commencera 
par  céder,  tandis  qu'aux  points  voisins  la  résistance  demeurera 
suffisante.  Dès  lors,  comment  se  propagera  la  rupture  commen- 
cée? On  ne  le  sait  guère,  mais  il  est  assez  vraisemblable  qu'elle 
commencera  tout  au  moins  suivant  le  plan  de  compression 
maxima,  lequel  n'est  nullement  le  plan  tangent  au  lieu  considéré. 
Le  trouble  ainsi  apporté  modifiera  la  répartition  des  enbiis  dans 
le  reste  du  massif,  et  Ton  ne  sait  pas  a  priori  où  se  rencontrera  le 
nouveau  point  le  plus  dangereux.  Mais  on  fait  une  hypothèse 
plausible  en  supposant  qu'il  se  trouvera  au  voisiitage  immédiat 
du  premier  point  de  rupture  et  dans  la  direction  même  où  s'est 
effectuée  cette  première  rupture.  Dans  ces  conditions,  la  ligne  de 
rupture  serait  la  ligne  partant  du  premier  point  et  dont  la  tangente 
serait  en  chaque  point  dirigée  suivant  le  plan  de   compression 
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maxînia.  Ce  sera  une  ligne  dite  isoslalique^  ces  lignes  étant  par 
définition  telles  que  leur  tangente  soit  en  chaque  point  orientée 
suivant  une  des  directions  principales.  Rappelons  que  ces  lignes 
sont  de  deux  espèces,  suivant  que  l'on  considère  Tune  ou  Tautre 
des  directions  principales  et  qu'elles  forment  deux  systèmes  ortho- 
gonaux. 

De  la  même  façon,  on  admet  généralement  que  la  rupture  par 
cisaillement  ne  s'effectue  pas  dans  un  massif  en  suivant  la  courbe 
lieu  des  points  pour  lesquels  le  cisaillement  atteint  sa  valeur 
limite  G  considérée  comme  dangereuse,  mais  bien  suivant  une 
courbe  telle  qu'en  chaque  point  sa  tangente  soit  dirigée  suivant  le 
plan  de  cisaillement  maximum.  Ce  sont  ces  dernières  courbes 
qu'on  appelle  courbes  de  glissement. 

Si  l'on  eijvisage  le  cisaillement  pur  et  simple,  on  sait  que  les 
directions  suivant  lesquelles  ce  cisaillement  est  maximum  sont 
orientées  à  45"  sur  les  directions  principales.  Les  lignes  de  glisse-, 
ment  sont  donc,  dans  ce  cas,  des  lignes  coupant  à  45**  le  réseau  des 
lignes  isostatiques.  Elles  sont  donc  faciles  à  tracer  quand  on  connaît 
ces  dernières. 

Si  l'on  envisage  le  cisaillement  effectif,  comme  on  le  fait  pour 
tous  les  massifs  cohérents,  les  directions  suivant  lesquelles  ce 
cisaillement  effectif  est  maximum  font,  comme  on  sait,,  des  angles 

égaux  à  =t:  (  T  —  r)*  divec  la  direction  de  la  plus  grande  tension 

principale.  Les  lignes  de  glissement  coupent  donc   dans  ce  cas, 

suivant  ces  mêmes  angles  ^  (7  —  -  j»  les  lignes  Jlsostatlqucs  de 

première  espèce,  c'ëst-à-dire  celles  qui,  en  chaque  point,  sont 
tangentes  à  la  direction  de  la  plus  grande  tension  principale.  Il 
est  donc  également  facile  de  les  tracer  quand  on  connaît  les  lignes 
isostatiques. 

Tel  est  donc  l'intérêt  qui  s'attache  à  la  considération  de  ces 
dernières  lignes,  au  sujet  desquelles,  datis  le  cas  de  massifs 
triangulaires,  on  peut  présenter  les  observations  générales  qui 
suivent. 

Dans  un  Mémoire  de  M.  Chlgot,  ingénieur  en  chef  des  Ponts 
et  Chaussées  (*),  on  trouvera  leur  détermination  effective  dans  un 

■  -  ■-■■■  ■         ■  ■  ■   ■  —  I  I  II  ^^■^^  I     ■      ■       — ^»^»»  I  ■  ■  -  — _  —  .  .  I.  .         .^■  I    .       ,    » 

(  '  )  Tome  V  du  Bulletin  de  V Hydraulique  agricole. 
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certain  nombre  de  cas.  Nous  nous  bornerons  à  montrer  ici  que  leur 
équation  différentielle  est  toujours  intégrable. 

Si  Ton  désigne  par  ^  Tangle  que  fait  avec  Ox  h  normale  à 
Télément  sur  lequel  s'exerce  une  tension  principale,  c*est-à-dire 
Tangle  que  fait  avec  Oo:  la  direction  principale  elle-même,  on  a  la 
relation 

L'équation  différentielle  des  lignes  isostatiques  s'obtient  donc 

en  faisant  tang^  =  ^  dans  cette  dernière  relation. 

Dans  le  cas  actuel,  les  expressions  de  N<  Na  N 5  étant  linéaires 
et  homogènes  en  x  et  y,  cette  équation  rentre  dans  la  catégorie  des 
équations  différentielles,  homogènes  que  Ton  sait  résoudre.  On 
connaît  le  procédé  classique.  Quand  on  a 


on  pose  y  =  xzj  d'où  ^  =^^ — 1-5  et  l'équation  se  transforme 


dx  dz 


dont  l'intégrale  générale  est 

Dans  le  cas  actuel,  l'intégrale  qui  figure  en  exponentielle  est 
elle-même  calculable,  car  cp(z)  est' une  fonction  rationnelle  du 

premier  degré  par  rapport  à  ^  et  au  radical  V^(N,  —  N^)^  -f-  4TÎ  qui 
n'est  lui-même  que  du  second  degré  en  z. 

Sans  entrer  dans  une  discussion  analytique  un  peu  compliquée, 
nous  dirons  simplement  que,  lorsqu'il  s'agit  d'un  massif  à  l'abri 
des  éous-pressions,  les  deux  parements  sont  nécessairement  des 
lignes  isostatiques  de  première  espèce,  puisque  la  plus  grande 
compression  a  est  toujours  dirigée  suivant  les  parements,  soit  à 
vide*,  soit  en  charge.  Comme,  d'a6tre  part,  deux  courbes  de  même 
espèce  ne  peuvent  se  rencontrer  qu'en  un  point*  singulier  pour 
lequel  les  compressions  sont  égales  dans  toutes  les  directions,  cela 
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suffît  à  montrer  que  toutes  les  courbes  de  eelte  espèce  doivent  se 
rencontrer  au  sommet  du  mur. 

Si  Ton  se  rappelle,  en  outre,  que  loutes  ces  courbes  sont  liomo- 
tbétiques  à  Tune  d'elles  par  rapport  au  sommet,  on  en  conclut 
môme  qu'elles  doivent  toutes  partir  tangentiellement  a  uneinêmc* 
droite  Oï,  qui  fait  partie  de  leur  famille  et  qu'il  est  intéressant  de 
déterminer. 

Cette  droite  est  telle  qu'en  l'un  quelconque  de  ses  points,  de 
coordonnées  j)'  et  jd=  Ktang(o  ^^pv,  on  ait 


OJ, 


3  =  1^- 
*>. 

d'où 
X^oinme  on  a,  d'au  Ire  part, 

la  quantité  p  =  taugco  satisfiiit  à  ré([uation  du  troisième  d<îî;ré 

cp  ~\-  d  _^      p 

(ai^a2)p  -t-f.Oi'-ùt)  ~pi—i* 

Or  on  connaît  a  priori  deux  des  racines  de  cette  équation  ;  c(^ 

sont  les    inclinaisons    des    talus  p  rr^  m^  p  =^  —  n,    La   troisième 

s'obtiendra  donc   en   divisant  par  —  rnn  le  produit  dès  racines, 

•  ^  »  ^         • 
qui  est  -. 

Sa  valeur  explicite  sera 

_  \\(  m  —  n)  ( m  -h  n  )  -Jf-  K( mn  —  m^  —  i ) 
Il  2inn ( m  -H  /i )  -H  K (  m  —  n  —  2  m* n) 

On  a  donc  de  la  sorte  une  idée  assez  précise  des  li^^nes  isosta- 
liques  de  première  espèce  qui  peuvent  être  en  ««ros  assimilées  à 
l'ensemble  des  hyperboles  tangentes  en  ()  h  la  droite  OT  et 
ayant  comme  directions  asymptoliques  les  deux  parements. 
Cî'ux-ci  correspondent  à  l'hyperbole  particulière  dont  le  centre 
serait  au  point  (). 

Les  courbes  de  seconde  espèce,  qui  forment  aussi  une  famille 
d.?  courbes  homothétiques,  orthogonales  aux  premières,  couperont 
Pige  AU  D  4'S 


il 

1^ 
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donc  le  mas<>if  de  pari  en  part,  et  seront,  bien  entendu,  normales 
aux<leiix  parements  ainsi  qu'a  la  droite  OT. 


Quant  aux  lignes  de  glissement  (celles  correspondant  aux 
cisaillements  effectifs),  elles  affecteront  Tallure  représentée  par  la 
courbe  pointillée  GG|   sur  la  figure  ci-dessus.  Les  angles  aigus 


•K 


en  G  et  Gi  sont  égaux  à  -^  —  -■ 

Le  cas  d(\s  murs  strictement  à  Pabri  des  sous-pressions  pré- 
sente une  particularité  intéressante.  -Lorsque  le  réservoir  est 
plein,  les  lignes  isostatiques  d'un  même  système  sont  des  droites 
parallèles  entre  elles,  (.cherchons,  on  effet,  sous  quelles  conditions 
cela  peut  avoir  lieu.  Il  faut  que  ^  soit  constant,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que 

lari"  7  -i  = ^^ /        y  ^ —  =s  const. 

(^ela  exige  que  l'on  ait  entre  les  coefficients  la  relation 

c  d 

'    ■  ^s  7 r-« 

flj  — dj  ©i»— Of 

Or,  dans  le  cas  considéré,  on  a  sur  le  parement  d*amont 

N,=r8Nj=F        et        T,=ï=o, 

ce  qui  a  nécessaireinenl  établi  entre  les  coefficients  les  relations 

—  c  /n-  «/  2=  o, 
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1?     « 
OU 

d       bf  —  6j 
/i  =  —  =  • 

c        ai  — aj 

.  l^a  valeur  constante  de  ^,  pour  les  lignes  de  première  espèce, 
est  d'ailleurs  nécessairement  l'angle  i  du  parement  d*aval,  qui 
demeure  une  ligne  .isostatique  de  cette  espèce.  Le  parement 
d'amont  qui  devient  une  ligne  singulière,  puisque  toutes  les  com- 
pressions y  deviennent  égales,  n'en  fait  plus  partie.  Les  lignes  de 
glissement  deviennent  aussi  des  droites. 

Dignes  en  terre  corroyée  à  profil  triang^nlaire.  —  Il  existe  égale- 
ment un  assez  grand  nombre  de  digues  en  terre  corroyée  dont  le 
profil  est  triangulaire,  ou  du  moins  très  voisin  du  triangle  quand 
on  fait  abstraction  de  quelques  détails  de  couronnement  ou  de 
redans.  Si  l'on  admet  que  leurs  conditions  de  résistance  peuvent 
être  soumises  au  calcul  et  que  les  lois  générales  de  Télasticité  leur 
sont  applicables,  il  est  bien  évident  que  la  solution  ne  saurait 
différer  de  celle  qui  vient  d*être  exposée.  Ce  qui  a  été  dit  de  la 
considération  du  cisaillement  effectif  .^  notamment,  trouve  ici  son 
application  toute  naturelle,  puisque  ce  n'est  que  la  traduction  de 
la  loi  de  Coulomb,  reprise  par  M.  Résal,  pour  les  terres  pourvues 
de  cohésion. 

Toutefois,  les  nécessités  de,  la  construction  s'opposent  ici  à  ce 
<|u'on  puisse  donner  aux  parements  les  inclinaisons  qui  contien- 
draient à  une  digue  strictement  à  Tabri  des  sous-pressions.  On  est 
obligé  d'admettre  des  valeurs  de  m  et  de  n  toujours  assez  notable- 
ment supérieures  à  Tunité. 

Dans  ces  conditions,  l'inégalité  (5),  qui  écarte  le  danger  des 
sous-pressions,  est  toujours  amplement  satisfaite,  mais  Tinégalité 
I  —  mn  >  o  ne  l'est  plus,  et  il  faut,  bien  entendu,  renoncer  à  faire, 
usage  des  conséquences  particulières  qui.,  dans  le  cas  des  murs  en 
maçonnerie,  reposeraient  sur  cette  inégalité.  La  plupart  du  tempsji 
il  faudra  les  inverser.  ~  , 

Une  seconde  différence,  beaucoup  plus  importante,  réside  dans 
ce  que,  pour  une  digue  en  terre,  ce  seront  généralement  les  condi- 
tions relatives  au  cisaillement  effectif  qui  conduiront  aux  plus 
faibles  valeurs  des  hauteurs  dangereuses,  car  au  lieu  d'avoir  entre 
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les  limites  R  el  G  l'inégalité 

7.C  nos 9 


R< 


1  —  sinç 


c'est  rinégalité  inverse  qui  traduira  les  faits.  Ici,  en  effet,  C  se  tient 
aujL  environs  de  4ooo''o  à  5ooo^8  par  mètre  carré,  d'après  les  expé- 
riences de  M.  Frontard  (Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  \ , 
1914),  tandis  que  R  atteint  Tordre  de  grandeur  des  valeurs  que 
Ton  assigne  aux  mortiers,  c'est-à-dire  des  valeurs  dix  fois  plus 
fortes  environ.  D'autre  part,  cp  ne  dépasse  guère  lo** /i,.i5*, 

QuelquM  objectiont.  Gontidération  d«  lign»«  d«  discontinuité 
dans  1m  ma«sif«  en  terre.  —  Nous  croyons  devoir  revenir  encore 
sur  les  réserves  déjà  faites  à  plusieurs  reprises  au  sujet  de  Texac- 
titude  des  hypothèses  sur  lesquelles  repose  la  soh|tion  linéaire  envi- 
sagée, hypothèses  dont  il  convient  toujours  d'apprécier  a  priori 
le  degré  de  vraisemblance  dans  les  problèmes  pratiques  que  Ton  se 
pose.  V^oici  notamment  deux  conséquences  qui  paraissent  diffiiciles 
à  accepter  pour  les  massifs  en  terre.  La  première  nous  a  été  indiquée 
par  M.  l'inspecteur  général  Galliot. 

Supposons  un  massif  symétrique  {ni  =  n)  et  ne  supportant 
aucune  charge  extérieure.    En   se   reportant    aux    formules,   on 

Il  K       /  •  • 

trouve  que,  sur  les  deux  talus,  on  a  ^2=  -^'   (Cette  tension  doit 

d'ailleurs  élre  uniforme  sur  tout  plan  horizontal,  d'après  la  loi 
linéaire  supposée.  )  On  en  déduit  pour  la  compression  maxima  sur 
l'un  des  talus 

'À 

Celte  valeur  irait  en  croissant  avec  nu  c'est-îVdire  au  fur  el  à 
mesure  que  le  talus  va  en  s'adoucissanl.  Elle  serait  infinie, pour 
m^=^oc.   Cela  parait  inacceptable. 

"D  autre  part,  supposons  un  massif  triangulaire  quelconque,  cons- 
titué avec  une  matière  pulvérulente  et  sans  charge.  Sur  chacun 
des  talus,  toutes  les  tensions  doivent  s'annuler  à  la  fois  et,  coninn* 
dans  l'intérieur  du  massif  elles  varient  linéairement,  elles  doivent 
être  nulles  partout,  ce  qui  esJ  absurde.  Jl  serait  donc  impossibb», 
quels  que  soient  ni  et  /?,  de  constituer  un  massif  triangulaire  de 
matière  pulvérulente,  sans  maintenir  par  une  charge  au  moins  Tun 
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des  talus.  Gela  semble  également  en  contradiction  avec  la  réalité. 
On  peut  lever  en  partie  ces  difficultés,  tout  au  moins  pour  les 
massifs  de  profondeur  indéfinie,  de  la  nuinière  suivante.  On  peut 
'réaliser  pour  le  massif  entier  de  nouveaux  états  d'équilibre,  satis- 
faisant encore  à  la  condition  que  les  tensions  varient  proportion- 
nellement à  p,  distarffcc  d'un  point  au  sommet,  en  supposant  que 
pour  certaines  droites  issues  du  sommet  il  y  ail  des  discontinuités 

Fi?.  198. 


dans  les  déplacements  élastiques.  Si,  par  exemple,  OR  représente 
une  pareille  ligne,  le  massif  entier  pourra  être  décomJ>osé  en  deux 
massifs  MOR  et  RON,  appuyés  Tun  contre  Taulre  et  tels  que  dans 
cl^acun  d'eux  la  loi  des  tensions  soit  linéaire.  Pour  chacun  d'eux 
on  disposera  de  quatre  constantes  «i,  a^,  />|,  fr^?  soit  huit  en  tout. 
On  pourra  les  déterminer  en  partie:  i  '  par  les  conditions  sur  les 
deux  talus  ou  surfaces  libres  ;  2"  par  la  condition  que  sur  les  éléments 
plans  dirigés  suivant  OR,  les  composantes  X  et  Y  des  tensions 
soient  éiçales.  Cela  fera  en  général  six  conditions  et  il  restera  deux 
arbitraires  dont  on  pourra  disposer  suivant  les  conditions  du  pro- 
blème, et  notamment  pour  attribuer  à  la  ligne  de  discontinuité  OR 
une  direction  vraisemblable.  En  particulier,  on  pourra  faire  en  sorte 
que  le  long  de  OR  on  ait  une  condition  d'équilibre  limite. 

Dans  le  cas  d'un  massif  triangulaire  pulvérulent  à  talus  libres,  il 
sera  loisible  de  supposer  deux  lignes  de  disncontinuité  OR  et  OS. 
Pour  chacun  des  massifs  extérieurs  on  aura  une  seule  constante,  le^ 
trois  autres  s'exprimant  en  fonction  de  celle-là,  puisque  sur  les  sur- 
faces libres  les  trois  composantes  des  tensions  doivent  s'annuler 
à  la^fois.  Pour  le  massif  intérieur,  on  en  a  quatre.  Les  six  cons- 
tantes satisferont  à  quatre  relations  exprimant  l'égalilé  des  tensions 
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sur  les  éléments  des  lignes  de  discontinuité,  de  sorte  qu'il  en  res- 
terait  eiicore  deux  arbitraires.  On  aurait  une  solution  vraisemblable 

* 

en  traçant  des  lignes  de  discontinuilé  OR  et  OS  telles  qu'elles 
correspondent  à  des  lignés  de  rupture  pour  les  massifs  extérieurs 
et  eh  admettant  d'ailleurs  que  ceux-ci  soient  censés  appartenir  à 
des  massifs  indéfinis  simplement  limités  par  les  plans  des  talus 
correspondants.  Les  tensions  le  long  de  ces  lignes  de  rupture  étant 
entièrement  déterminées,  Tétat  d'équilibre  du  troisième  massif 
compris  entre  elles  sera  aussi  entièrement  déterminé,  et  il  sufiira 
de  reconnaître  s'il' est  stable,  ce  qui  arrivera  en  général. 

Cette  considération  de  lignes  de  discontinuité,  correspoiidant  à 
ridée  de  ruptures  partieUes  pendant  la  construction  et  à  des  tasse- 
ments inégaux  du  sol  de  fondation,  peut  ainsi  être  intéressante 
dans  l'étude  des  digues  en  terre.  Nous  la  retrouverons  dans  l'étude 
des  murs  de  soutènement. 

Théorie  de  la  poussée  des  terres  sur  les  murs  de  soutènement.  — 
On  suppose,  dans  ce  problème,  un  massif  de  terre  triangulaire  limité 

Fig-  Ï99- 


d'un  côté  par  une  surface  libre  OX.,  faisant  avec  l'horizontale  un 
angle  iy  et  de  l'autre  côté  par  la  paroi  d'un  mur  de  soutènement  OA, 
faisant  avec  l'horizontale  et  en  dessous  d'elle  un  angle  donhéiy.  JLa 
nature  de  la  terre  est  censée  connue  et  il  s'agit  de  trouver  lés  com- 
posantes de  l'action,  ou  poussée,  exercée  par  le  massif  de  terre  sur 
un  élément  P  de  la  paroi  du  mur  de  soutènement. 

Les  théories  proposées  sont  fort  nombreuses  ;  elles  s'appuient  sur 
des  hypothèses  souvent  discordantes.  Aussi  n'essaierons-nous  pas 
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de  les  résumer  .toutes.  Nous  nous  bornerons  à  faire  connaître  les 
principes  de  quelques-unes.  % 

,  lîne  hypothèse  commune  à  toutes  consiste  à  admettre  que  loul 
le  long  de  la  paroi  OA  les  composantes  de  la  poussée  sont  propor- 
tionnelles à  la  distance  OP  =  a;  on  en  déduit  que,  sur  une  longueur 
finie  telle  que  OA,  la  résultante  des  poussées  passe  au  tiers  infé- 
rieur de  OA,  et  est  proportionnelle  au  carré  de  OA.  La  difliculté 
est  de  trouver  le  coefficient  de  proportionnalité  qui  dépend  notam- 
ment des  angles  i  et  y. 

On  suppose  aussi  que  le  massif  de  terre  est  dans. un  état  d'équi- 
libre élastique  et  que  le  long  d'une  droite  quelconque  issue  du 
sommet  O  les  tensions  varient  comme  la  dislance  du  point  consi- 
déré au  sommet.  H  en  résulte  que  la  solution  est  linéaire,  sauf  à 
admettre  certaines  lignes  de  discontinuité,  s'il  y  a  lieu. 

Théorie  dite  de  Rankine  et  de  Maurice  Les  y,  —  Rankine  et 
Maurice  Levy  n'envisageaient  que  des  massifs  indéfinis  en  profon- 
deur et  constitués  par  de  la  terre  pulvérulente.  Mais  leur  théorie 
peut  être  conservée,  en  la  généralisant,  même  dans  le  cas  où  il  s'agit 
de  terre  cohérente,  et  de  massifs  limités  à  une  profondeur  infé- 
rieure à  la  profondeur  limite  admissible. 

Envisageons  d'abord  un  massif  de  terre,  limité  supérieurement 
par  le  plan  0\  et,  s'il  y  a  lieu,  infériéurenient  par  un  plan  paral- 
lèle AA'.  Supposons  qu'on  ait  fait  l'élude,  abstraction  faite  de  la 
paroi  OA  du  mur  de  soutènement,  c'est-à-dire  qu'on  ait  déter- 
miné les  limites  inférieure  et  supérieure  que  Ton  peut  altr^ibuerau 
coefficient  A  de  la  composante  Ni  (qui  reste  indéterminée  et  que 
l'on  suppose  de  la  forme  jN|  =  Ay)  de  manière  à  assurer  partout 
l'équilibre.  Le  long  do  toute  droite  telle  que  OA,  issue  du  point  O, 
on  pourra  déterminer  les  tensions  qui  s'exercent  sur  les  éléments 
plans  dirigés  suivant  OA,  et  cela  pour  toute  valeur  de  la  cons- 
tante A,  comprise  entre  ses  deux  limites. 

Supposons  maintenant  que,  à  gauche  du  plan  OA,  on  remplace  le 
massif  par  une  paroi  rigide.  Rankine  et  Maurice  Levy  admettent 
que  la  paroi  OA  lient  lieu  purement  et  simplement  de  la  portion 
du  massif  qui  est  supprimée.  Cette  hypothèse  esl  rationnelle  en  ce 
que  l'on  obtient  bien  ainsi  un  état  d'équilibre  possible. 

Mais   quelle    \aleur  convient-il   d'attribuer  à  la   constante   A, 


I 

k. 
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parmi  loulcs  les  valeurs  qirclle  prul  prendre?  Si  on  lui  altribuail  la 
valeur  niaxinicv,  qui  correspond  à  Trial  d'équilibre  limite  supérieur, 
ou  aurait  évidemment  loulo  sécurité.  Mais  on  serait  conduit  â  des 
poussées  telles  qu'il  faudrait  donner  au  mur  de  soutènement,  j>our 
l(*  mcUre  en  mesure  d'v  résister,  des  dimensions  exagérées,  très 
supérieures  à  celles  que  la  pratique  a  montrées  suflisantes. 

Alors  on  choisit  pour  A  sa  limile  inférieure  en  justifiant  ce  choix 
par  les  considérations  sulvanles.  Ia\  mur  desoutènement,jntroduil 
après  coup,  n'est  pas  absolumenl  indéformable,  si  rigide  soit-il.  v>i 
les  actions  exercées  sur  lui  deviennenl  suffisantes  pour  le  déformer 
MU  pour  lui  faire  prendre  un  pelit  mouvement  d'ensemble,  ces 
déformalions,  ou  c(\  mouvemenl,  auront  pour  efl'et  de  diminuer 
les  réaclions  exercées  sur  lui.  D'ailb'urs,  si  ces  réactions  diminuaient 
au  point  de  correspondre  à  une  valeur  de  A  inférieure  à  sa  limite 
iiiférieure,  le  massif  de  terre  cesscM-ait  lui-même  d'être  en  équilibre. 
ï)es  mouvemenls  se  |)roduiraient  à  son  intérieur  jusqu'à  ce  que  les 
réaclions  sur  le  mur  alteignbnl  de  nouveau  les  valeurs  correspon- 
dant à  la  limile  inférieure  de  A. 

On  admet  donc  comme  vraisemblable  qu'après  une  période  plus 
ou  moins  longue  de  mouvements  successifs,  feint  du  mur  de  soutè- 
nement que  du  massif  de  lerre,  il  finira  par  s'établir  un  état  d'équi- 
libre réel  et  définitif  tel  que  le  mur  de  soutènement  soit  en  état  d'y 
résister  indéfiniment,  sans  déplacement  nouveau  de  sa  paroi.  C(*l 
état  définitif  peut  dépendi'C  évidemment  de  la  résistance  du  mur 
lui-même  et  rester  d'autant  plus  éloigné  de  l'état  d'équibre  limile 
inférieur  du  massif  de  terre  que  le  mm'  sera  plus  résistant.  Mais  la 
condition  nécessaire  et  strictement  suffisante  pour  qu'un  pareil 
élat  définitif  puisse  se  produire,  et  pour  que  le  mur  puisse  résister 
indéfiniiiKMit,  c'est  qu'il  soit  au  moins  en  situation  de  résister  à  la 
poussée  correspondant  â  l'état  d'équilibre  limite  inférieur. 

11  suffira  donc,  pour  satisfaire  aux  règles  de  la  prudence,  de  si 
donner  une  marge  convenable,  e'esl-à-dire  un  coefficient  de  sécu- 
ï'ité.  11  serait  rationnel  de  faire  porter  ce  coefficient  sur  la  valeur 
attribuée  à  A,  plutôt  que  sur  le  résultat  définitif  du  calcul  de  la 
fatigue  dans  le  mur  de  soulènement. 

Bien  entendu,  il  faul  admettre  que  pendant  la  période  de  cons- 
Iruction  et  pendant  la  période  troublée  ultérieure,  le  mur  ne 
soufl'rira  aucun  domina *•(•  "rave  du  fait  des  déformations  ou  des 
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mouvements  qui  pourraient  lui  être  imposés.  Tout  au  moins  faut-il 
admettre  qu^on  serait  en  mesure  d*y  parer  provisoirement  par  des 
étais,  des  tirants,  ou  par  tout  autre  moyen. 

On  voit  que  cette  théorie  fort  simple  s'applique  aussi  bien  aux 
massifs  cohérents,  limités  ou  illimités  en  profondeur,  qu'aux 
massifs  pulvérulents  infinis. 

Théorie  de  M,  Boussinesq,  —  Beaucoup  d'ingénieurs,  et  avec 
eux  M.  Boussinesq,  trouvant  encore  trop  rigoureuses  les  conditions 
imposées  par  la  théorie  précédente,  au  moins  dans  certains  cas,  ont 
contesté  que  Tétat  d'équilibre  réel  du  massif  de  terre,  réduit  par 
l'introduction  de  la  paroi  OA,  pût  se  ranger  dans  la  série  des  états 
d'équilibre  élastique  possibles  pour  le  massif  indédni.  On  a  objecté 
notamment  que  si  l'on  admet  l^i  possibilité  d'un  petit  mouvement 
du  mur,  et  si  ce  petit  mouvement  est  assimilable  à  un  mouvement 
de  rotation  autour  d'un  point  de  la  base  du  mur,  il  doit  se  produire 
une  situation  telle  que,  tout  le  long  de  OA,  le  rapport  de  la  réac- 
tion tangentielle  T  à  la  réaction  normale  N  doive  être  égal  au  coef- 
ficient de  frottement  tang(p'  delà  terre  sur  la  maçonnerie,  ou  tout 
au  moins  égal  au  coefficient  de  frottement  tang^  de  la  terre  sur 
elle-même. 

Cela  constitue  une  hypothèse  nouvelle,  et  il  est  utile  en  premier 
lieu  de  faire  observer  qu'elle  ne  convient  pas  sans  doute  à  tous  les 
cas.  Elle  suppose  un  mode  de  renversement  déterminé  pour  le  mur, 
et  il  peut  y  en  avoir  d'autres  possibles.  Ceftains  murs  peuvent  se 
déplacer  en  glissant  sur  leur  base  parallèlement  .à  eux-mêmes. 
D'autres  peuvent  glisser  simplement  du  pied,  leur  sommet  restant 
sensiblement  immobile,  ou  même  se  déplaçant  vers  l'intérieur  du 
massif.  Dans  ce  dernier  cas,  la  réaction  tangentielle  devrait  être  à 
Topposé  de  celle  que  l'on  admet. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  admet  ce  mode  de  renversement  du 

.  .        T  .  .  -  . 

mur  et  la  condition  —  =  tang©,  avec  T  dirigé  de  O  vers  A,  il  y  a 

encore  d'autres  complications  qui  surgissent. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  terre  pulvérulente,  seul  cas  envisagé 
par  M.  Boussinesq. 

Le  massif  triangulaire  AOa?  est  forcément  dans  un  état  d'équi- 
libre correspondant  à  une  solution  linéaire.  Trois  des  constantes 
arbitraires  de  cette  solution  sont  déterminées  en  fonction  de  la 

PlQEAUD  48. 
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quatrième  par  les  trois  conditions  que  Ton  doit  satisfaire  sur  la 
surface  libre  O^r,  où  les  trois  tensions  doivent  s^annuler  à  la  fois. 
Si  Ton  dispose  de  la  quatrième  constante,  pour  satisfaire  surOA  à  la 

condition  TT- =  tangcp,   le  problème  est  complètement  déterminé. 

Mais  alors,  à  moins  de  circonstances  particulières  relatives  à  l'orien- 
tation des  droites  O^  et  OA,  l'état  d^équilibre  obtenu  ainsi  ne  sera 
pas  stable.  Autour  d'un  point  P  pris  sur  OA,  il  y  aura  des  éléments 

plans   pour  lesquels  on  aura  tangO  =  -^  >-  tango,  puisque   pour 

Télémènt  plan  dirigé  suivant  OA  on  a  déjà  tangO  =  tango,  et  que 
rien  n'impose  a  priori  que  le  maximum  de  9  corresponde  à  la 
direction  OA. 

A  la  vérité,  cela  pourrait  conduire  à  changeri'hypothèse  primi- 

*.    T  . 

'  tive,  savoir  -zr  =  tango  suivant  OA,  et  à  la  remplacer  par  cette 

T 

autre  hypothèse  max.  -»  =  tango   pour  les  éléments  plans  tracés 

par  un  point  quelconque  P  de  la  paroi  OA.  Autrement  dit,  on  s'im- 
poserait, pour  déterminer  la  quatrième  constante  de  la  solution 
linéaire,  la  condition  que  l'état  lirfiite  inférieur,  ou  état  ébouleux, 
se  trouve  réalisé  tout  le  long  de  la  paroi  OA.  Mais  il  faudrait 
vérifier  ensuite  que  cet  état  d'équilibre  est  stable  dans  le  reste  du 
massif. 

Cette  hypothèse,  malgré  sa  simplicité  et  son  caractère  assez 
rationnel,  n'est  pas  celle  qui  est  faite  par  M.  Boussinesq.  En  tra- 
duisant très  librement  ses  remarquables  travaux,  on  est  fondé  à 
dire  que  son  analyse  revient  à  supposer  daus  l'intérieur  du  massif 
AOj?  une  ligne  de  discontinuité,  de  part  et  d'autre  de  laquelle  se 
renconlrentdes  solutions  difi'érentes. Comme  ligne  de  discontinuité, 
on  prend  la  droite  OD  qui  correspondrait  à  la  direction  de  rupture 
intérieure  au  massif  dans  le  cas  où  ce  massif  ferait  partie  du  massif 
indéfini  de  Rankine,  limité  seulement  par  le  plan  Ox,  Le  massif 
DOx  est  censé  atteindre  son  état  d'équilibre  limite  inférieur,  de 

sorte  que  le  long  de  OD  on  a  à  la  fois  ^  =  tango  pour  les  éléments 

T 
plans  dirigés  suivant  OD  et  max.  -r:  =  tango  pour  un  élément  plan 

d'orientation  quelconque.  Quant  au  massif  restant  DOA,  dont  on 
suppose,  bien  entendu,  Texistence,  v  >■  0,  il  doit  étr.e  dans  un  état 
aussi  voisin  que  possible  de  l'état  ébouleux,  comme  dans  la  solution 


ÉQUIUBRB   DES  MASSIFS   PESANTS  EN   TERRE  OU   EN   MAÇONNERIE.         768 

T 

de  Rankine,  mais  tel  cependant  que  Ton  ait  -^^  =tang'^  le  long  des 

éléments  de  OA.  M.  Boussinesq  ajoute  donc  dans  ce  but  à  la  solu- 
'  tien  de  Rankine  une  solution  complémentaire,    satisfaisant   aux 
deux  équations  génépales  d'équilibre,  sans  constante  H,  et  qui  est 
par  suite  de  la  forme 

d*V  d^F  d^F 

^»=<P7'  ^'=d^'         '^'^d^' 

avec  la  condition  que  ces  termes  s'annulent  le  long  de  la  ligne  de 
discontinuité  OD.  On  achève  de  déterminer  la  solution  par  la  con- 
sidération d'ordre  de  grandeur  relative  des  termes  principaux  et 
des  termes  complémentaires,  ce  qui  revient  en  gros  à  s'imposer  une 
condition  de  raccordement  le  long  de  la  ligne  OD.  Malgré  tout  cela, 
M.  Boussinesq  rencontre  la  difficulté  déjà  signalée;  à  savoir  que 
l'état  d'équilibre  obtenu  n'est  pas  stable  au  voisinage  de  la  paroi  OA, 
car  on  aura  forcément  des  éléments  plans  pour  lesquels  max.  0  >  o. 
.  La  différence  entre  le  maximum  de  0  et  cp  est  petite,  mais  toujours 
positive,  naturellement.  Pour  terminer,  M.  Boussinesq  conseille  de 

prendre  sur  la  paroi  OA  la  condition  -j^r^langcp',  l'angle  cp' étant 

légèrement  inférieur  à  l'angle  c». 

Pratiquement,  les  résultats  se  traduisent  ainsi  qu'il  suit. 

Si  l'on  désigne  par  H  la  hauteur  du  mur,  la  longueur  de  la  paroi  OA 

étant  —, —  »  la  poussée  totale  sur  cette  paroi  OA  sera 

2sin*Y 

K  étant  un  coefficient  numérique  fonction  des  angles  i  et  y. 

En  désignant  par  '1  et  S  deux  angles  auxiliaires  déterminés  par 
les  relations 

.    ,  .  ,  sin£  '  ^  ©        ,        :r 

sin(i  -h  av)  =  —. —  f  0  =  V  —  ^  —  'L  —  ~  , 

^       »  sin<p  '24 

on  aurait 

8)  sin(i;  -4-  Y) 


K  =  lang  (  -  —  î  ) L 

\  4         •?.  /        cos  (  ^  — 


8)  cos(i  -f-  6) 


La  poussée  totale  est  appliquée  au  tiers  de  OA,   à  partir  du 

point  A  et  fait  l'angle  y  avec  la  normale  à  la  paroi,  du  coté  de  AO. 

Ces  formules  ne  sont  applicables  qu'autant  que  l'angle  3  est 
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positif,  ce  qui  correspond  à  presque  tous  les  cas  de  la  pratique. 
Elles  ont  servi  à  calculer  des  tables  numériques  commodes 
(Flamant  et  Résal). 

On  se  rendra  compte  par  un  exemple  de  la  différence  qui  existe 
entre  l'application  de  la  théorie  deRankineetcelledeM.  Boussinesq. 

Supposons  I  =  o  et  Y  =  f-  >  terre-plein  horizontal  et  mur  de  sou- 

tènement  vertical. 

Dans  la  première  théorie,  on  a 

N,  =  Ay  =  ny^'~^'."y^         avec  T,  =  o. 
-^         "^     i-4-sinf 

* 

La  poussée  est  horizontale,  appliquée  au  tiers  de  la  hauteur,  et  a 

pour  valeur 

^       TiH*   I —  sing 
Q  = r-i- 

%     i-4-sin^ 
Dans  la  théorie  de  M.  Boussinesq  la  poussée  totale  a  pour  valeur 


^'•H-r-4; 


Elle  a  pour  composante  horizontale  X  =  Q  coso,  et  pour  compo- 
sante verticale  Y  =  Q  sinç. 

En  attribuant  maintenant  à  o  la  valeur  3o®,  qui  correspond  à  une 

terre  moyenne,   on  trouve,  au  facteur près,  les  valeurs  sui- 
vantes : 

Théorie  de  M.  Rankine X  =  o,333,         Y  =  o; 

Théorie  de  M.  Boussinesq X  =  o,a5o,         Y  =  o,i44- 

La  différence  est  donc  importante  surtout  quand  il  s'agit  de 
prendre  les  moments  de  la  poussée  par  rapport  à  un  point  de  la 
base  du  mur  de  soutènement  en  avant  du  point  A. 

Autre  manière  (ï introduire  une  ligne  de  discontinuité.  — 
Si  Ton  ne  juge  pas  possible  de  se  contenter  de  la  solution  linéaire 
applicable  à  tout  le  massif  de  terre  et  telle  que  Tétat  ébouleuxse 
trouve  réalisé  seulement  au  contact  de  la  paroi  du  mur,  il  est 
loisible,  quand  Y>S,  de  décomposer  le  massif  de  terre  en  deux 
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autres  par  la  ligne  de  discoutiiiiiilé  OD,  qui  correspondrait  à  la 
direction  de  rupture  dans  la  théorie  de  Rankine,  et  de  supposer  qu(^ 
le  massif  DOx  est  rendu  à  Télal  ébouleux,  comme  dans  la  théorie 
de  M.  Boussinesq.  Mais,  pour  le  massif  restant  DOA,  on  peul 
recourir  à  une  solution  élastique  linéaire  en  satisfaisant  ^  deux 
condiho\is.  On  dispose  de  deux  des  quatre  constantes  ai ,  fe« ,  cu^  0^. 
car  on  a  déjà  à  satisfaire  à  deux  conditions  exprimant  l'égalité  des 
tensions  sur  les  éléments  plans  appartenant  à  la  ligne  O.D.  Ces 
conditions,  daprès  le  choix  de  OD  et  d'après  Thypothèse  admise 
pour  le  massif  DOx,  rendu  à  Tétat  ébouleux,  équivalent 
à  ~  r=:  tanfiçpetmax.  -  1:=  tany;?;.  (blette  dernière  n'est  d'ailleurs  pas 
aulro  chose  que  l'équation  de  Rankine 


^     '  v/(N,-iNî)^-f-4Tii      .. 

-^-^ ='sincp. 

On  peut  donc  satisfaire  à  deux  autres  condi lions  sur  la  paroi  Ox\, 
<'t  en  particulier  on  peut  y  exprimer  deux  conditions  analogues 
aux  précédentes,  l'une  exprimant  que  le  massif  e^t  à  Tétai  ébou- 
leux le  long  de  OA  et  Vautre  exprimant  qu'une  direction  de  rupture 
('oïncide  avec  OA. 

On  aurait  ainsi  une  solution  simple  et  complète,  et  assez  voisine 
de  celle  qui  assurerait  l'état  ébouleux  dans  tout  le  massif,  si  cette 
dernière  existe  et  si  elle  correspond  bien  aux  conditions  strictement 
suffisantes  pour  le  mur.  Elle  pourrait  s'appliquer  aussi  bien  au 
cas  où  le  mur  de  soutènement  est  exposé  à  glisser  du  pied  qu'au 
cas  ou  il  est  exposé  au  renversement  autour  d'un  point  de  sa  base. 
A  la  direction  de  ru])ture  OD  on  pourrait  substituer,  le  cas  échéant, 
la  direction  de  rupture  conjuguée  si  cette  dernière  était  voisine 
deOA.  ' 

Au  surplus,  il  semble  bien  peu  nécessaire  de  rechercher  une  très 
haute  précision  dans  une  étude  de  ce  genre,  étant  données  toutes 
^cs  incertitudes  inévitables  du  point  de  départ  lui-même. 

En  particulier,  on  pourrait,  pri^icipalement  lorsque  les  direc- 
tions OD  et  OA  ne  sont  pas  trop  éloignées  l'une  de  l'autre,  supposer 

que  le  long  de  toute  droite  intermédiaire  issue  du  point O,  la  con- 

.  .       T 
dition  ~  est  approximativement  réalisée,  ainsi  que  la  condition  rela- 
tive à  l'état  ébouleux,  puisque  C3S  deux  conditions  sont  réalisées 


766  CHAPITRE   XXVU. 

aux  deux  limites.  On  pourrait  alors  utiliser  pour  déterminer  la 
poussée  la  construction  graphique  suivante,  indiquée  par  M.  Baticle, 
ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Fi  g.  200. 


Prenons  sur  OD  un  point  D  et  déterminons  la  force  F  faisant 
avec  la  normale  à  OD  un  angle  <p,  et  représentant  Faction  due 
au  massif  DOo?,  rendu  à  Tétat  ébouleux,  dans  la  solution  de 
Rankine.  Puis  traçons  différentes  droites  intermédiaires  0U|, 
OD2  convenablement  rapprochées,  de  manière  que  leurs  angles 
respectifs  soient  assimilables  à  des  infinimenl  petits. 

L'action  du  massif  D|  OD  sur  le  massif  suivant  D^ODi  est  par 
hypothèse  une  force  F,  faisant  un  angle  o  avec  0D«.  Si  l'on  trace 
DD|  parallèle  à  celte  direction,  la  tension <I»f  qui  s'exercei^a  sur  DD, 
sera  parallèle  àOD|  (princijjedes  directions  conjuguées).  La  résul- 
tante de  F  et  du  poids  P|,  correspondant  au  massif  élémentaire 
D,  OD,  doit  donc  être  équilibrée  par  les  deux  forces  F,  et  ^i  doni 
les  directions  sont  connues.  Ces  deux  forces  F|  et  <&|  seront  donc 
entfèrement  déterminées.  A  des  infiniment  petits  près,  la  première 
passera  au  tiers  de  D,  O,  la  seconde  au  milieu  de  DD| . . 

On  partira  ensuite  de  la  force  F,  et  du  point  D,,  comme  on  Ta 
fait  de  F  et  de  D  et,  de  proche  en  proche,  on  trouvera  une  force  Fn 
qui  ne  sera  pas  autre  chose  que  la  poussée  vsur  OD,,.  On  en  déduira 
la  poussée  correspondant  à  une  longueur  de -paroi  quelconque 
OA^OD.,. 

La  ligne  brisée  DDiDaD,,  représente  approximativement  une 
ligne  de  rupture  du  massif  DOA.  Elle  se  prolongerait  dans  le 
massif  supérieur  DO^  par  une  ligne  droite  parsdlèle  à  F.  Gett.e 
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ligne  brisée  se  transformerait  à  la  limite  en  une  spirale,  sa  tangente 
faisait  avec  le  rayon  vecteur  un  angle  constant. 

Hypothèse  sur  raction  de  couches  successives.  —  Signalons, 
en  terminant,  une  autre  hypothèse  qui  tiendrait  compte  dans  une 
certaine  mesure  d'un  mode  habituel  de  constitution  des  remblais 


Ml! 


Fiic.  201. 


vy^y.,  'y/z/zy^/////^. 


B 


'J' 


derrière  un  mûr  de  soutènement.  Pour  simplifier,  supposons  la 
paroi  OA  verticale  et  le  remblai  exécuté  par  couches  horizontales 
indéfinies. 

Une  première  couche  AB  de  poids  Wdy^=p  appliquée  sur  un  sol 
indéfini  sous-jacent  doi^nerait  en  un  point  A',  si  Ton  appliquait  les 
résultats  du  Chapitre  XXV^II,  des  tensions 


N,=— ^(a  — «')  =  - 


\\dy 


1 


ra  =  — —  (cos*a  —  cos*a  )  =  — —y 

Cl  ces  tensions  seraient  les  mêmes  à  toute  profondeur  sur  la  verticale 
du  point  A,  pourvu  que  cette  profondeur  soit  limitée,  car  on  aurait 

toujours  7!  =  0  et  a  =  — •  On  peut  les  admettre  en  particulier  pour 

le  point  A. 

Admettons  maintenant  que  cette  première  couche  de  remblai, 
butée  par  le  mur  de  soutènement,  se  comporte  à  son  tour  comme  une 
couche  indéfinie  superposée  au  terrain  primitif,  et  qu'ion  luî  super- 
pose successivement  d'autres  couches  horizontales  jusqu'à  ce  que 
le  niveau  du  remblai  arrive  en  ().  En  un  point  tel  que  C,  pris  dans 
l'épaisseur  du  remblai,  on  aura  comme  réactions  totales 

I  m 

Avec  une  pareille  répartition,  on  aurait  pour  les  composantes  de 
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la  réaction  totale  appliquée  sur  une  hauteurs  les  valeurs  suivantes  : 


■2  '2  'À  m 


(]es  valeurs  seraient  à  peu  près  le  double  de  celles  indiquées 
plitj  haut  comme  résultant  de  la  théorie  de  M.  Boussinesq 
lorsque  o  =  3o".  On  a  en  efFol,  pour  les  coefficients  de  X  et  de  Y, 
respectivement  les  valeurs 

o,5oo    au  lieu  de     o,25o 
et 

0,3 18  •  au  lieu  drt    o,i44. 

L'évaluation  qui  vient  d'ôtre  ainsi  faite  se  rapporte  aux  réactions 
réelles  et  immédiates  qui  pourraient  résulter  de  la  conslry^ction  du 
remblai  derrière  un  mur  préalablement  établi,  et  d'ailleurs  indéfor- 
mable, et  non  aux  réactions  limites  qui  peuvent  résulter  des  mou- 
vements ultérieurs  possibles  du  mur.  Il  serait  peut-être  prudent 
de  les  envisager  au  moins  comme  ordre  de  grandeur  pendant  hi 
période  de  construction,  qui  est  toujours  en  fait  la  période  dan- 
gereuse. 

Les  valeurs  trouvées  sont  indépiendanles  de  la  qualité  de  la  terre- 
formant  le  remblai,  puisque  les  coefficients  C  et  tang-^  n'y 
figurent  pas.  Toutefois,  il  faut  remarquer  que  dans  Tévaluationqui 
a  été  faite  on  a  supposé  que  les  couches  successives  du  remblai 
n'agissaient  que  par  leur  propre  poids  et  n'étaient  ni  pilonnées,  ni 
lassées.  En  réalité,  la  composante  IN  i  duc  à  la  couche  AB  peut,  au 
'  droit  de  cette  couche  et  suivant  le  traitement  qui  lui  est  imposé, 

varier  entre  zéro  et  lu  valeur  limite  : — -  qui  est  admissible, 

1  —  sinçp    * 

comme  nous  l'avons  vu,  à  la  surface  libre  d'un  remblai.  Il  en  résulte 
que,  tout  le  long  de  la  paroi,  on  peut  avoir,  indépendamment  des 
réactions  ci-dessus  évaluées,  une  compression  uniforme  égale  à  cette 
valeur  limite,  si  l'on  a  pilonné  chaque  couche  au  refus,  c'est-à-dire 
si  on  liiî  a  fait  prendre  artiliciellcmenl  et  individuellement  son  état 
d'équilibre  limite  supéi'ieur. 

Cette  compression  uniforme  serait  nulle  pour  les  terres  pulvé- 
rulentes, et  elle  demeurerait  vraiseml)lablement  petite  pour  des 
terres  (juelconques  faiblement  ou  moyennement  pilonnées. 

Entre  toutes  ces  théories,    il  est  assez  délicat  de  faire  un  choix. 
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